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LE PROBLÈM E EXTERIEU R DE DIRICHLET EN DEUX 
DIMENSIONS PO U R  LES CHEMINEMENTS ALÉATOIRES SUR 

DES DÉM IGROUPS DISCRETS

O C T A V IA N  M U S T A F A

Abstract. The paper examines some problems concerning the exterior 
Dirichlet problem for random walks on discrete semigroups.

1. Introduction. Périodicité et récurrence. La fonction caractéristique 
%

Soit (Zj +) un démigroupe commutatif, dénombrable et dans lequel toute 

équation a -f a? =  6, où a,6 E admet au plus une solution. Supplémentaire, 0 G Z.

Exemple 1.1. Toutes les parties stables d’un groupe lesquelles le zéro du groupe est 

contenu.

Soit (f2, T , P) un espace de probabolité, fn : fi -»  Z, n > 1 des variables

aléatoires independentes et identiquement repatisées et So = 0, Sn == fi + -----V fn,

n >  1, un cheminement aléatoire sur Z.

Proposition 1.2. Soit z ,z l G Z. Si l ’équation z +  x =  z' n’a pas de solution et 

P(Sn =  z) /  0, alors

P(Sn+1 = z '\ S n = z ) = 0.

On défini l’application T  : Z x Z -»  [0,1] par

f T(0,l), pour z + l =  z'
T(zy z ) — <

I 0, en rest,

où T(0,/) =  P (fn =  l), ti > 1. Évidemment, ^ T ( 0 ,z )  =  1. T est la fonction de
z Ç Z

transition du cheminement aléatoire considéré.
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Proposition 1.3. Si P(Sn =  z) ^  0, alors

T {z,z,) =  P(Sn+i =  *, \Sn =  z).

Supplémentaire,

T(z +  l ,z '+  1) = T (z ,z '), pour z ,z ',1 € Z.

Et, si z +  z' =  0, alors
*

T(z,0) =  T(0,z').

En effet, le chaine de Markov homogène {5n| n > 0} a la matrice des proba
bilités de transition

P =  \\T(z ,z')\\z,z‘ez- 

Pour z, z' 6 Z, on défini

To =  6, Ti =  T,

Tn(z ,z ')=  T (z,z1) . . .T (z n^1,z'), n >  2
zi,z2t...1zn-i  e z

où S est le symbole de Kronecker. Biensûr, si P(Sm =  z) 0, alors 

Tn{z, z') =  P(Sm+n -  z'\ Sm =  z), n >  1.

Soit

Fo =  0, Fi =  T,

Fn(z ,z ')=  T {z ,z i) ...T {zn-i ,z ') .
l̂,-- ,2»-l?^'

Finalement,
n

Gn{z,z') =  Y ,T k(z,z'), n >  0.
k=0

Proposition 1.4. a) Fn(z,z) — T„(0,0),
OO

b )  Y ,F k {z ,z ' )< l ,

c) G „(z,z') < G„(0,0),

d )  Tn(z +  l,z' +  l) =  Tn(z,z ’ ),

e) Gn{z,z) =  G„(0,0),
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f ) T n(z,z>) = Y ,P k {z ,z ,)Tn. k(z, tz,) t » > ! .  * ,z ',l€ Z .
k=l

oo
Un état z £ Z, avec F (z,z) =  1, où F =  ^  Fn, est récurrent. Du b) on

n=l
obtient que 0 < .F(z, z;) < 1, pour z , z' G Si F(z, 2:) < 1, Tétât z est transitoire (à 

voit [4.3], I-er tome, pag. 353 et [4.4], pag.19).
*

Observation 1.5. Parce que F (z , z) =  F (0 ,0), (V) z G Z, si un état z du cheminement 

aléatoire est récurrent (transitoire), alors tous ses états sont récurrents (transitoires), 

le cheminement étant récurrent (transitoire).

On définit

£  := {z G Z\ T(z, 0) > 0}, Z+ := {z G Z\ (3) n > 0, tn(z} 0) > 0},

Z := {z eZ \  (3) z ',z" e z + ,  z + z' = z"}.

Proposition 1.6. L ’ensemble Z+ contient toutes les sommes finies d’éléments de £  

et (Z+ , +) est le plus petit démigroupe de Z pour lequel £  C Z+ . (Z+ , +) est le plus 
petit sousgroupe aditif de Z avec Z+ C Z.

Proposition 1.7. Si le cheminement est réccurent} alors Z+ — Z et

F(0, z) =  1, z G Z ,  F(0y z) — 0, z e Z \ Z .

Observation 1.8. Les ensembles £  et sont les inverses des ensembles £  et 

definis en [4.2].

On dit que le cheminement aléatoire T est apériodique si et seulement si 

Z — Z. Particulièrement, Z doit être groupe.

Soit Z C K d, d > 1. Pour x =  (a?i,. . . ,  xj) G Z et 0 =  (0 i,. . . ,  0d) E R d on 
utilisera les notations suivantes

w 2 =  I > i 2, i*i2 =  I > i2< **=£*•■«<•
*=1 : — 1 *=1
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La fonction caractéristique asociée au cheminement aléatoire T est 

$ (a) := ^ 2  T(0, x)t%xa, pour a G R d.
x £ Z

Soit C =  {6\ \0i\ < 27t, 1 < i < d}. Alors,

a) [*(*)]" =  J 2  T"(°> € R",
x £ Z

b) r B(0, y) =  (2ir)~d J  e - ^ m o w d e ,  y £ Z.
C

Ici, [$]” sera remplacée par <Ên, en concordance qvec [4.2].
Si d =  1, soit

* =  i,2, m1 =  5 ; i * i r (o.*)-
a?6̂

Proposition 1.9. Si m\ < oo, alors $  es£ du classe C1 e£ $'(0) =  ifi\.

La réciproque n’est pas valable. Pourtant,

Proposition 1.10. Si T(0, x) =  0 pour æ < 0 et si

0 < — i$'(0) =  lim i-— = a < oo,

alors pi =  mi =  a.

Finalement,

Proposition 1.11. Si pi =  0 e£ <r2 =  p2 — Pi < oo, a/ors

 ̂ 1 2
lim V ]  T„(0, x) =  —-  I e~^dy, t £  R.

2. Démigroupes suffisants. La caractérisation des cheminements aléatoires 
sur les démigroupes suffisants

On dit qu’un sousgroupe G de R d, d > 1, est suffisant si et seulement si:

V (Ak Ç G| Ok > 0, 6 € Ak) 3 (0 <*) € Ak\ 0(kk) =  min 1 < * < d.
\ 9£Ak J

36



LE PROBLÈME EXTERIEUR DE DIRICHLET EN DEUX DIMENSIONS

Proposition 2.1. Pour tous les groupes suffisants G C R/* il existe 1 < k < d et des 

vecteurs x i , . . . ,  Xk en G independents sur R  tels que

G =  Zz\ 0 x 0  Zxk

(G est un Z-module de dimension k).

Démonstration. A voir [4.1], les pages 24-25. □

Un démigroupe (groupe) aditif Z , dénombrable, inclus en R d est considéré comme 
suffisant par raport au cheminement T : Z x Z —>• [0,1] si et seulement si Z est un 
groupe suffisant de R d.

Exemple 2.2. Tous les cheminements sur le démigroupe suffisant Nd C (Rd,-f) sont 

transitoires (F =  0, G =  1, où G =  G(0,0), G =  lim Gn). Ce qui donne un réponse
n —f oo

au celebre problème du vol des oiseaux!

Proposition 2.3. Soit Z C (R d,+ ) un groupe suffisant par raport au cheminement 
T. Alors, le cheminement est apériodique si et seulement si

{0 G K d\ 9(0) =  l }  =  {0 e  R d| (2ir)~1x0 E Z, x G Z}.

Démonstration. Biensûr, X  := {0 G R d| (2n)~xx9 G Z, z G Z} C E := {9 G

Rd| *(0) =  1} =  J 0 € R d| *(0) =  Y j T (°> *) cos(x )̂ =  1
\ x£Z

Si Z =  Z et $(0) = 1, alors ^  T(0, x) cos(x0) =  ^  T (-x , 0) cos(x0) =
xez xçz

] T t (x ,O)cos(x0) =  £ ] T ( x,O)cos(x0) = 1, donc (2tt) - 1x<9 G Z, x G E. Et $ n(0) =
xţZ a?6S
1 = 5^  Tn(y, 0) cos (y0) =  Tn(î/, 0) cos(j/0) = 1, donc (2tt)~1x0 G Z , x G ^

yez Tn(y,o)>o
et (27r)_1x  ̂ =  (27t) - 1 ( x i  — X2)0 G ZZ, pour x =  xi — X2 , où xi ,X2 G Z+, d’où 
(2'k)~1x9 G Z, x G Z =  Z.

Réciproquement, si Z est un sousgroupe propre de Z, il existe des vecteurs 

independentes sur R  : a i , . . . ,  a/- G Z, 1 < k < d, avec Z = Zaï 0  * • • 0  Za*. Si 

k < d — 1, soit { a i , . . . ,  a&, a*+i, . . . ,  a^} unde base algébrique en R d et /? un vecteur
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dont les premières k coordonates sont nules. Alors, a,-/? =  /?a* =  0, 1 < i < k, donc 

x/3 =  /3x =  0, x E Z et

*(/?) = £ r (* ,0 )e -fa* = 5^T(*,0)e-^ = £ T (* ,0 )  = 1.
ar€S ar€E

Soit z £ Z\~Z. Il existe fik+i, - .., /?d en R  tels que (2tt)- 1 ^  zJ/?j £ Z,
j=k+i

où fi — (0 ,... ,0 , j3fc+i,. . . ,  j3d), c’est à dire /3 £  E \ X , où z =  (z1, . . . ,  zd).

Si k =  d, Z =  Zaï © x © Zaj. Il existe k', 1 <  i < d, pas tous entiers, tels
que

d
z0 = Y J kiai £ Z \ Z

»=i
et ni, 1 < i < d, des entiers nenuls ainsi que

d
E > ’ "< £ z -
*=i

Soit 0O =  2?r où 4  1 =  (A /) i< « j< d  et A est

la matrice des vecteurs dans la base canonique de R d. Évidemment,
d

(2n)~lak0o =  =  n* et (2n)~1z0o E Z , z £  Z.  Enfin,
*=i

*(«o) = Y  T(x> °)e" ’x#0 = E  r (x- °) = L
a?6Z ar€S
d d

Mais, (27r)-1zo0o =  E l  ** (2*)_1ai0o =  ^  **«< g Z, 0O S JS \ X. □
* = 1 * = 1

Observation Pour z =  Zd)

{i9 E R d| (2n )-1x0 E Z, z 6 Z } =  {0 E R d| (2tt)“ 1̂  E Z, 1 < k < d ) .

Théorème 2,5 (la caractérisation des cheminements aléatoires pour d > 3). Soit T 
un cheminement aléatoires sur le démigroupe suffisant Z tel que Z soit un module de 

dimension d sur Z. Alors,

F (0,0) < 1

(le cheminement est transitoire).
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3. Moment d ’arrêt. Moment d ’impact. La fonction H a • Le problème 
extérieur de Dirichlet en deux dimensions

On considère l’espace de probabilité (fi*, P*, P*), z G Z, où
1) fiz =  {z}  x ZN*, i.e. u G fi* si et seulement si u/0 =  z, où N* =  N \ {0}.

2) Tz est la plus petite des sous cr-algébres de fi* qui contient les cilindres

An =  {u  G fi*| Ui =  a*,

3) P* : Tz —> [0,1] est l’unique mesure de probabilité avec

Pz{An) =  T(z) ai)T(a\) 02) . .  .T(an_i, an)

Évidemment,

P*(u> G fi*| Wi1 =  -, w*m =  o,m) = Ti1(z1 ail)Ti2̂ il (aili a,-2) .. • Tirn- i in_l (ajm_l , a»m).

Pour A*” fi* Z, X*(uj) = ujk, k: > 0, on note avec So,5£ les fonctions 

OjXi +  • • • + X n définies sur fi*. Dans ce cas-là, {Ŝ \ n > 0} est un cheminement 
aléatoire avec la fonction de transition T.

Proposition 3.1. a) P(z +  S* =  y*; * =  1, . . . ,  n) =  Pz(Xk =  yk\ k =  1, . . . ,  n);

b) Pz(Xk+1 =  +  z') =  T(0,z'), k > 0;

c) Pz(Xm+1 =  X m +  V) X n+i — X n + 1) =  T(0, u)P(0,f), 7Ti ^  n > 0.

{X n| 7i > 0} signifie la translation de vecteur x du cheminement {Sn \ n > 0}.
Soit TkyZ, k > 0, la plus petite des sous cr-algébres de Tz qui contient tous 

les ensembles {uj G fi*| wn =  y}, y G Z, fc > n > 0.

Une application T : Z x Z N* —y N, où N = N U {+ 00}, s’appelle moment 
d’arrêt si et seulement si

{w G fi*| T|n»  = k} G P*,*, (V) * > 0, 2 G Z.

Pour A C Z j soit Ta : Z x Z N —)• N le moment d’arrêt:

T>i (ù;) =  min{Ar| 1 < k < 00 : X*(cj) E ,4}, w G Z x Z N\
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oo
où Pz[Ta =  +oo] := 1 — ^ 2  ?z[Xk G -A], z G s’appelle le moment d’impact avec

k — \
A. Pour A =  { 2}, on utilise la notation Ta —Tz.

Soit H(” ] : Z x A [0,00),

{ Pz[XTa =  z '-, TA =  n], z e Z \  A 
0, z e A ,  n >  1 

6(z,z'), z e A, n =  0.

Soit Ha : Z x A —> [0 ,00),

P ,[* ta =  Ta <  00], z e  Z \ A  
S(z,z'), z 6 A.

Proposition 3.2. a ) H ^ \ z , z ' ) ~  T (* ,*1) . .  .T (z„_ i,z '), z € Z  \ A,
2i}...,zn~iGZ\A

n > 1;
00

b) Ha (z, z>) =  Y ,  Ha \ z> A  2 € Z \ A.
n = 1

Proposition 3.3. aj Px[Ty =  n] =  Fn(æ,y);

6 ;P ,[r , < + oo] =  F(z )z);

c) PZ[TA+Z = n ] =  Pq[Ta =  n], x,y,z e  Z.

Démonstration, c)

PzpA+z — w] — ^  T (z,a ;i).. .T(a;n_2)Wn~i) ^  ^ K - i ,w n)

Si (jJk+i i=- Uk -h w*+1, (V) cjJ.+1 G pour 0 <  k <  n -  1, où u>0 =  z, alors 

T(w*,u>*+i) =  0. Done

Pz [Pa+z =  n] =

=  T(2T, Z -H l) • • . T ( 2 - K l + ‘ • -H n -1 >  Z + t\-\------ htn)

3 n 1

fc = l

E
£j4 ;wn€i4}

fc=l J

P(0,wi) •• .T(u/n_i,u>„) =  P of^  =  rt], z ÇlZ.

□
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Soit d =  2, (Z , -h) un démigroupe par raport à T  et A  un sousensemble de Z. On 

pose le problème:

LE PROBLÈME EXTERIEUR DE DIRICHLET EN DEUX DIMENSIONS

' ! > ( * ,  » ) / ( * ) = / ( * ) ,  x e Z \ A
yÇZ

(ProbDirich) i /(a?) =  cp(x)} x  G A

k i/(*)i < °°-

Si A  est infinie, on ajoute la condition suivante:

(infini) |̂ (a?)| <  oo.

Proposition 3.4. Si T est la fonction de transition d’un cheminement aléatoire arbi

traire (récurrent ou transitoire)7 alors le problème bidimensional extérieur de Dirichlet 

admet la solution

f ( z) =  X I
y e B

La solution est unique si:

a) le cheminement est récurrent et apériodique;

b) il y a y G A, avec Z \ A C y -f Z et T est récurrent (donc Z n’est pas 
nécessairement un groupe!).

Démonstration. Pour x £ Z \ A,
oo

] [ > ( * ,  Offa (*,0) =  p ,[X Ta =  y ; TA =  i]+  = y ; T A = k} =
t€Z tÇZ\Ak = 1

oo

=  P*[XTa =  y; Ta =  1] +  £  XTA= y ;  TA =  k +  l] =
t e Z \ A k = l

oo

=  ^ 2  Px^ ta =  2/î Ta =  k] =  Ps [Xta =  y; TA <  +oo] =  HA(x, y), y G A.
k =  1

Evidemment, \f(x)\ <  snpyeA |y?(y)| <  +oo, donc /  est majorée. Si / i ,/2 

sont des solutions du problème de Dirichlet, h =  f\ — fa le serait aussi pour (p\A = 0.
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Soit M  > 0, avec \h(x)\ < M, x G Z, d’où

|ù(æ)| < MPx[Ta > n] < MPx[Ty > n], x € Z \ A, y € A, n > 1.

À voir [4.2]. Enfin,

|ft(x)| < lim MPx[Ty > n] =  lim M ( F(x , y) -  Y '  F*(x, y) +  Px[Ty =  +oo]
n—foo n—kx> V »■■■*\ /c=l

=  =  +oo],

en concordance avec b) de la dernière proposition.
Mais 1 =  Px[Ty g N] =  F ( x ) y) +  Px[Ty =  +oo]. D’après la condition b),

F {x , y) =  P(z +  y, y) =  F(z, 0), (V) x G Z \ A, x =  z +  y, z £ Z .

Maintenant,

1) la condition de recurrence a comme consequence

F(z,0) =  l, z € Z ,  d’où Px[Ty =  -poo] =  0, * € Z \ A .

2) la condition d’apériodicité et recurrence implique

Px[Ty =  -foo] =  0 =  1 -  Pr[Ty < +oo] =  1 -  F(x, y) =  1 -  P(0, y -  x) =  0,

pour tous les x, y de Z. □
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