STUDIA UNIV. “BABE§-BOLYAI”", MATHEMATICA, Volume XLIV, Number 2, June 1999

LE PROBLEME EXTERIEUR DE DIRICHLET EN DEUX
DIMENSIONS POUR LES CHEMINEMENTS ALEATOIRES SUR
DES DEMIGROUPS DISCRETS

OCTAVIAN MUSTAFA

Abstract. The paper examines some problems concerning the exterior

Dirichlet problem for random walks on discrete semigroups.

1. Introduction. Périodicité et récurrence. La fonction caracteristique

>
Soit (Z,+) un démigroupe commutatif, dénombrable et dans lequel toute

équation a + z = b, ol a,b € Z, admet au plus une solution. Supplémentaire, 0 € Z.

Ezemple 1.1. Toutes les parties stables d’un groupe lesquelles le zéro du groupe est

contenu.

Soit (€2, F, P) un espace de probabolité, f, : @ — Z, n > 1 des variables
aléatoires independentes et identiquement repatisées et So = 0, S, = fi + -+ + fn,

n > 1, un cheminement aléatoire sur Z.

Proposition 1.2. Soit 2,2/ € Z. Si équation z + x = 2’ n’a pas de solution et
P(Sn, = 2) #0, alors
P(Sp41=2| S =2)=0.

On défini P'application T': Z x Z — [0, 1] par

(e oy =] T pourzti=2

0, en rest,

ot T(0,1) = P(fo = 1), n > 1. Evidemment, ZT(O,z) = 1. T est la fonction de

€2
transition du cheminement aléatoire considéré.
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Proposition 1.3. Si P(S, = z) #0, alors
T(2,2') = P(Sa+1 = 7| Sn = 2).
Supplémentaire,
T(z+1,2' +1) = T(z,7'), pourz,2',l€ Z.
Et, siz+2' =0, alors
T(z,0) =T(0, 7).

En effet, le chaine de Markov homogeéne {S,| n > 0} a la matrice des proba-

bilités de transition
P = ||T(z,2)||;,'ez- .
Pour z,2' € Z, on défini .
To=9d, Th=T,
To(z,2') = Z T(z,21)...T(2a-1,7"), n>2
21,22,..y2n-1€Z

ol § est le symbole de Kronecker. Biensiir, si P(S,, = z) # 0, alors

Ta(z,2') = P(Sm4n =2'| Sm=12), n>1

Soit
Fo=0, =T,
Fa(z,2)= Y,  T(z,21)...T(2a-1,7).
21, 2n—1#2!
Finalement,

Z') = ZTk(z,z'), n> 0.

Proposition 1.4. a) Fo(z,z) = Fa(0,0),
b) iFk(Z 2y <1,
¢) Galz,2') < Gn(0,0),
d) To(z +1,2' +1) = Tn(z, 2'),
e) Gn(z,2) = Gn(0,0),
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n
) Tu(2,2") = EFk(z,z')Tn_k(z',z'), n>1, zz,l€Z
k=1

o0
Un état z € Z, avec F(z,z) = 1, 0u F = EF,,, est récurrent. Du b) on
n=1

obtient que 0 < F(z,2’) < 1, pour 2,2’ € Z. Si F(z,z) < 1, ’état z est transitoire (a
voit [4.3], I-er tome, pag. 353 et {4.4], pag.19).

Observation 1.5. Parce que F(z,z) = F(0,0), (V) z € Z, si un état z du cheminement
aléatoire est récurrent (transitoire), alors tous ses états sont récurrents (transitoires),

le cheminement etant récurrent (transitoire).
On définit
L:={z€2|T(z,0)>0}, Zt:={z€Z|(3)n>0, t.(z,0) >0},
Z={z€2Z| (3" €zt 24+ =7}

Proposition 1.6. L’ensemble Zt contient toutes les sommes finies d’éléments de T
et (Z*,+) est le plus petit démigroupe de Z pour lequel & C Z*. (Z%,+) est le plus
petit sousgroupe aditif de Z avec Zt C Z.

Proposition 1.7. Si le cheminement est réccurent, alors Zt = 7 et
F(0,2)=1, 2€Z, F(0,2)=0, z€Z\Z.

Observation 1.8. Les ensembles ¥ et Z1 sont les inverses des ensembles ¥ et Zt

definis en [4.2].

On dit que le cheminement aléatoire T est apériodique si et seulement st
Z = Z. Particulierement, Z doit étre groupe.

Soit ZC R4, d> 1. Pourz = (21,...,24) € Z et § = (61,...,04) € R% on
utilisera les notations suivantes

d

d d
22 =Y "1, (6P =) 16:17, =0=") <6
1=1 i=1

i~-1
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La fonction caracteristique asociée au cheminement aléatoire T est

®(a) = Z T(0, )e***, pour a € R®.
T€EZ

Soit C = {0] |6;] < 2, 1 < i < d}. Alors,

a) [®(O)" = Z T.(0,2)e**?, 6 € R,
z€Z

) Tn(0,9) = (20)¢ [ 90001 d0, yez.
c
Ici, [®]" sera remplacée par ", en concordance qvec [4.2].

Sid=1, soit

pe=Y 2"T(0,2), k=12 m =) ||T(0,z).
T€Z z€Z

Proposition 1.9. Si m; < oo, alors ® est du classe C! et '(0) = ip;.
La réciproque n’est pas valable. Pourtant,
Proposition 1.10. Si T'(0,z) = 0 pour 2 < 0 et s3
0 < —i®’(0) = lim =20 _ o 00,
- 90 0
alors pyy =my = a.
Finalement,

Proposition 1.11. Si g1 =0 et 02 = py — p? < 00, alors

¢ 2
lim E T,.(O,:c)=2—17F/ e~ 7dy, teR.
-0

n—00

z< /N0t

2. Démigroupes suffisants. La caracterisation des cheminements aléatoires

sur les démigroupes suffisants

On dit qu’un sousgroupe G de R?, d > 1, est suffisant si et seulement si:

V(A CG| 8 >0, 6 A)3 (0(")eAk|e,£")=£Lnak), 1<k<d.
k
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Proposition 2.1. Pour tous les groupes suffisants G C R il existe 1 < k < d et des

vecteurs z1, . .., z5 en G independents sur R tels que
G=7z1®x D2z
(G est un Z-module de dimension k).
Démonstration. A voir [4.1], les pages 24-25. O

Un démigroupe (groupe) aditif Z, denombrable, inclus en R? est consideré comme
suffisant par raport au cheminement T : Z x Z — [0, 1] si et seulement si Z est un

groupe suffisant de R9.

Ezemple 2.2. Tous les cheminements sur le démigroupe suffisant N¢ C (R9, +) sont
transitoires (F =0, G =1, 0u G = G(0,0),G = le Gr). Ce qui donne un reponse
n [oe]

au celebre probléme du vol des oiseaux!

Proposition 2.3. Soit Z C (R, +) un groupe suffisant par raport au cheminement

T. Alors, le cheminement est apériodique st et seulement si
{6eR @) =1}={0cR? (2n) ‘20 € Z, z € Z}.

Démonstration. Biensir, X = {§ €¢ R (2m)"'20 € Z, 2 € Z} C E = {0 €

RY| ®(0) =1} = {0 € R4 &) = ET(O,:B) cos(z6) = 1}.
T€Z
Si Z =7 et ®(0) = 1, alors ZT(O,:L‘)COS(J:H) = ZT(—.’L’,O) cos(zd) =
T€Z r€Z
Z T'(z,0) cos(zf) = Z T(z,0)cos(z8) = 1, donc (27)"'z0 € Z,z € X. Et () =
zeZ z€D
1= Z Tu(y, 0) cos(yb) = E T (y,0) cos(y) = 1, donc (2m)"'20 € Z, z € Z*
vez Ta(y,0)>0

et (2m)~ 126 = (2m)" (21 — 22)0 € ZZ, pour T = x; — 3, o0 21,22 € ZF, dobt
@2m)~lz0€Z,z€7 =2.

Reciproquement, si Z est un sousgroupe propre de Z, il existe des vecteurs
independentes sur R : ay,...,ax € Z, 1 <k < d, avec Z="7a,& - ®Za,. Si

k<d-1,soit {ai,...,ak,ak+1,...,aqs} unde base algébrique en R? et B un vecteur
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dont les premiéres k coordonates sont nules. Alors, a;8 = fa; =0, 1 < i < k, donc

tB=Pr=0,z€Z et

®(p) = Z T(z,0)e*f = ET(«:,O)e““p = ZT(::,O) =1.

z€Z €D TED

d
Soit z € Z\ Z. Il existe Bis1,...,Pa en R tels que (2m)~1 Y 278; ¢ 2,
j=k+1
ouB=(0,...,0,Bk41,.--,084), Cest A dire f € E\ X, oh z = (2%,...,29).

Sik=d, Z = Za; ® x ® Zay. 1l existe ¥*, 1 < i < d, pas tous entiers, tels

que
d
=) Keae€Z\Z
=1
et n;, 1 <4< d, des entiers nenuls ainsi que
d .
Z kn; ¢ Z.
i=1
d
Soit g = 2« (an(Ai’,-l,...,A;-l)), on A”! = (A,-}l)ls,"de et A est
=1
la matrice des vecteurs ay,...,as dans la base canonique de R%. Evidemment,
d
(2m)~takbo = an&(k,i) =ny et (27)"126p € Z, z € Z. Enfin,
i=1
B(0o) = > _ T(z,0)e™% =" T(z,0) = L.
' €2 €L
d . d .
Mais, (27) 1206 = Ek'(21r)‘la,~09 = Zk‘n; ¢Z,6 e E\X. ]
i=1 i=1

Observation 2.4. Pour z = Z¢,
{0eR (2r) 20€Z, 2€2}={0 R (2r)" 20 €Z, 1 <k <d}.

Théoréme 2.5 (la caracterisation des cheminements aléatoires pour d > 3). Soit T

un cheminement aléatoires sur le démigroupe suffisant Z tel que Z soit un module de

dimension d sur Z. Alors,
F(0,0) <1
(le cheminement est transitoire).
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3. Moment d’arrét. Moment d’impact. La fonction H4. Le probléme

exterieur de Dirichlet en deux dimensions

On considére 1’espace de probabilité (Q2,,F,;, P;), z € Z, ou
1) Q, = {z} x Z", i.e. w €Q, si et seulement si wy = z, ot N* = N\ {0}.

2} F, est la plus petite des sous o-algébres de {2, qui contient les cilindres
An={we|wi=q, i=1,...,n}.
3) P, : F, = [0,1] est I"'unique mesure de probabilité avec
P,(A,;) =T(z,61)T(ay,az) ... T(an-1,an)
Evidemment,
P(w € Q|wiy, = @iy, ... wi,, = ai) = T5, (2,85 ) Tip—iy (@6, ai5) - Timi 1 (@i y 5 @i )

Pour X;”Q., - Z, Xi(w) = wk, k > 0, on note avec S, S;, les fonctions
0,X; + - - + X, définies sur Q,. Dans ce cas-la, {S;;| n > 0} est un cheminement

aléatoire avec la fonction de transition 7.

Proposition 3.1. a¢) P(z+ Sk =y; k=1,....0) =P (Xsk =y; k=1,...,n);
b) P(Xk41 =Xk +2') =T(0,2'), k> 0;
¢) Pi(Xm41 = Xm +v; Xng1=Xn+1t)=T(0,v)T(0,t), m#n >0.

{Xa| n > 0} signifie la translation de vecteur £ du cheminement {S,| n > 0}.

Soit Fk ;, k& > 0, la plus petite des sous o-algébres de F, qui contient tous
les ensembles {w € Q;|wpn =y}, y€Z, k>n>0.

Une application T : Z x ZN" 5 N,ou N=NU {400}, s’appelle moment

d’arrét si et seulement si
w0 € 0] Tla, () = ¥} € Fazy (V) k20, 2 € 2.
Pour A C Z, soit Ty : Z x Z¥° — N le moment d’arrét:

Ta(w) =min{k] 1 <k<oo: Xp(w) €A}, weZx 2N,
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oo
o P;[Ta = +o0] :=1~— Z P,[Xi € A], 2 € Z, s’appelle le moment d’impact avec '
k=1 |
A. Pour A = {2}, on utilise la notation Ty = T;.

Soit H™ : Z x A = [0, 00),
P (Xr,=2'; Ta=n], z€ Z\ A
HP(2,2) =4 0,264, n>1
0(z,2'), € A, n=0.
Soit Hq : Z x A — [0, 00),

PXr, =2 T , Z\A
Ha(s,#) = { D8 =55 Ta <ol 2 €20
d(z,7"), z € A.
Proposition 3;2. a) Hg")(z,z’) = Z T(z,z1)...T(2n-1,2'), z € Z\ A4,
21,..,2p-1€Z\A
n>1;
o0
b) Ha(z,2') =Y HP(2,7), 7€ Z\ A.
n=1

Proposition 3.3. a) P;[T, = n] = F,(z,y);
b) P,[T, < 400} = F(z, z),
¢) P,[Tay, =n] = PolTa =), z,y,2 € Z.

Démonstration. c)

P[Tat, =n]= Z T(z,w1)... T(Wn-2,Wn-1) Z T(wn-1,wn)
Wi, Wao1FA+2 wp €Az

St wiq1 # Wi + Wiy, (V) wiyy € Z, pour 0 < k< n—1, 0ol wp = 2, alors

T(wk,wk+1) = 0. Donc

Pz[TA+z = n] -
= > T(z, z4t1) ... T(z4ts+- - +tn_1, 2-Ht14+ - +lg) =
[it" g Al Sjgn—l;i:tk EA}
k=1 k=1
= Z T(0,w1)...T(wn-1,wn) = Po[Ta=n], z€2Z.

{wi)wa1fAwa €A}
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Soit d = 2, (Z,+) un démigroupe par raport 4 T et A un sousensemble de Z. On

pose le probleme:

( D T(x,9)f(y) = f(z), € Z\ A

yeZ

(ProbDirich) < f(z)=plz), z€ A

( |f(®)] < oo

Si A est infinie, on ajoute la condition suivante:
(infini) |p(z)] < oo.

Proposition 3.4. Si T est la fonction de transition d’un cheminement aléatoire arbi-
traire (récurrent ou transitoire), alors le probléme bidimensional exterieur de Dirichlet

admet la solution

f(zy =" Halz,9)¢(y).

yEB

La solution est unique si:
a) le cheminement est récurrent et apériodique;

bjilyay€ A, avec Z\ A C y+ Z et T est récurrent (donc Z n’est pas

necessairement un groupe!).

Démonstration. Pour z & Z \ A,

Y T(z,)Ha(t,y) = PelXr, =9 Ta =1+ > > T(2,t)Pe[Xr, =9; Ta=k] =
teZ teZ\A k=1

=PXr, =y, Ta=1+ Y ) PfXy=t; Xp,=y; Ta=k+1] =
teZ\Ak=1

=Y Pu[Xr, =y; Ta =kl = Po[Xz, =y; Ta < +00] = Ha(z,y), yEA

Evidemment, |f(z)] < supyea lp(y)l < +oo, donc f est majorée. Si fi, fo

sont des solutions du probléme de Dirichlet, h = f; — f» le serait aussi pour |4 = 0.
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Soit M > 0, avec |h(z)| < M,z € Z,d’0b
[h(z)| < MP:[T4a >n] < MP[T; >n], z€Z\A y€A n2l

A voir [4.2]. Enfin,

n
[h(z)] < nango MP [Ty >n]= nli’ngo M (F(:c,y) - ';Fk(a:, y)+ P[Ty = +oo]) =
= MP,[Ty = 4o},
en concordance avec b) de la derniére proposition.

Mais 1 = P,[T, € N] = F(z,y) + P,[Ty = +oc]. D’aprés la condition b),
F(z,y) =F(z+y,y) = F(2,0), )z € Z\A, z=z+y, z€Z.

Maintenant,

1) la condition de récurrence a comme consequence
F(z,0)=1, z€ Z, d’0t P[Ty = +00] =0, z € Z \ A.
2) la condition d’apériodicité et récurrence implique
Pe[Ty=+400}=0=1-P,[Ty < +0]=1-—F(z,y)=1-F(0,y—z) =0,

pour tous les z,y de Z. ' ]
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