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Capitolul 1

Introducere

Denumirea de spectru (fantoma, ardtare scheleticd) provine de la aspec-
tul spectrului optic vizibil prin descompunerea luminii prin intermediul unei
prisme optice. Lumina este, in general, compunerea unor radiatii electro-
magnetice cu diferite lungimi de unda. Distributia spectrala este functia care
da puterea radiata pe fiecare lungime de unda, ca functie de lungimea de
unda. Spectrul este multimea lungimilor de unda pentru care puterea este
nenula.

Un semnal electric periodic, privit ca o functie intensitate/timp, se poate
scrie ca 0 suma de semnale sinusoidale, cu diverse amplitudini gi cu frecventele
multiplii ai frecventei principale a semnalului. Aceasta scriere este aga-
numita serie Fourier. Amplitudinile sinusoidelor, ca functie de frecventa,
alcdtuiesc, prin analogie cu cazul luminii, distributia spectrala (spectrul) sem-
nalului.

Notiunile de spectru si de distributie spectrala au fost extinse la alte dome-
nii in care un obiect supus studiului este alcatuit prin insumarea unor obiecte
elementare, parametrizate. Ponderea obiectelor elementare, ca functie de
parametrii ce le descriu, alcatuieste distributia spectrald a obiectului supus
studiului.

In prelucrarile imaginilor, obiectele supuse studiului sunt ¢maginile, care
sunt in general functii, definite pe IR? sau pe o submultime a sa, si cu valori
reale. Transformarile spectrale sunt operatiile prin care se obtine o distributie
spectrala pornind de la imaginea initiala gi reciproc.

Capitolul 2 este consacrat transformaérilor clasice (Fourier, cosinus,
Walsh-Hadamard), in care functiile elementare sunt “distribuite uniform” pe
domeniul imaginii. Capitolul 3 studiaza transformarile multirezolutie (wave-
lets), in care functiile elementare sunt mai mult sau mai putin localizate.



Capitolul 2

Transformari spectrale clasice

2.1 Transformata Fourier

Fiind data o functie f : IR — R, transformata Fourier (directa) a lui f
este functia:

F(u) = 70 f(@)e~2ivady

Fiind data transformata Fourier F' a unei functii, functia originala se
poate regasi prin relatia:

fla) = ]op(u)e%iuwdu

numita transformarea Fourier inversd.

Transformarea Fourier este utilizata foarte adesea in studiul semnalelor
analogice. In acest context, semnalul este privit ca o functie f = f(¢),
iar variabila v a transformatei Fourier reprezinta frecventa. Transformarea
Fourier inversa reprezinta de fapt scrierea semnalului ca o suma de semnale
sinusoidale.

De remarcat ca transformata Fourier a unei functii reale este, in general,
o functie complexa (de variabila reald), avand insa proprietatea ca F(—u) =
F(u) (bara reprezentand conjugata complexa).

Transformata Fourier se poate extinde la functii reale de variabila vec-
torials, in modul urmitor: fiind datd functia f : R?> — IR, transformata
Fourier directa este




F u,v :// f T,y 6_2”i$“6_2”iy”dmdy:
(u,v) IR (,9)
= f (@, y)e e dady
/[m,y)em2

f(z,y) / / F(u,v) 27”(“”‘““”’)dudv
(u,v)€e

2.1.1 Transformata Fourier discreta

cu inversa

Pentru cazul discret, al unei functii f : {0,1,2,...,N — 1} — IR, trans-
formata Fourier se definegte prin

—27rzu$

F(u) \/_Zf

pentru v = 0, N — 1. Functia f se poate reconstitui din F' prin

21rzuz

f(=x) F(u
—= Z
Generalizarea 1n mai multe dimensiuni se face astfel:

Transformata Fourier directa a lui f : {0,1,...,M -1} x{0,1,...,N—1}
este functia

72wi(%+%)

| M-
F(u,v) = TN Z::

pentru u =0, M —1siv=0N — 1.
Reciproc, f se poate regasi din transformata Fourier prin

&MZ

M-1N-1

Fla) = e 30 3 Flu e+ 5)

u=0 v=0

2.1.2 Proprietati ale transformatei Fourier

Linearitatea Transformarea Fourier este liniara, adica daca h = af + 8¢
atunci transformata Fourier a lui h este H = aF 4 BG.
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Separabilitatea Transformata Fourier (discretd) in mai multe dimensiuni
are urmatoare proprietate de separabilitate:

M— M-1

1
Z e*Zﬂuw e—2gwy f(a:’ y)
=0

y=

F(u,v) =

1
vVMN
Translatia Daci g(x,y) = f(z + xo,y + o), atunci transformata Fourier a

lui g este
G(u,v) = F(u,v)e 27 +51)

Convolutia Daca h = f x g, adica

h(z,y) = //f(t,w)g(x —t,y — w)dtdw

atunci transformata Fourier a lui h este H(u,v) = F(u,v)G(u,v).
In cazul discret, avem exact aceeasi proprietate (aici convolutia se scrie

h(z,y) = Yty Suco [t w)g(z — b,y — w)).
2.2 Alte transformate spectrale globale

Transformata Fourier face parte dintr-o familie mai larga a trans-
formarilor de forma:

T(u) =)  flx)g(z,u)

z

Il
<)

unde g(z,u) este nucleul transformarii directe. Inversa este de forma
N—1
f@) = 3 T(wh(z, ).
=0

In cazul transformatei Fourier, nucleul este, dupa cum am vazut,
g(z,u) = \/Lﬁe””m, iar nucleul invers este h(z,u) = ™",

Sa observam ca transformata 7" este de fapt produsul lui f vazut ca un
vector (linie) de dimensiune N cu g vazuta ca o matrice N x N. Putem inversa
o astfel de transformare daca §i numai dacid matricea corespunzatoare lui g
este nesingulara. Nucleul invers A va corespunde atunci inversei matricii
corespunzatoare nucleului direct.

Un caz particular favorabil apare atunci cand coloanele nucleului for-
meaza un sistem ortonormat, adica:



g(k,u)g(k,v) = byp, Yu,v € {0,1,...,N — 1}

unde
5= 1, u=w
L0, u#fwv
In cazul in care nucleul direct este ortonormat, se poate demonstra ime-
diat ca nucleul invers este conjugatul nucleului direct: h(z,u) = g(z, u).

Pentru functii de variabila vectoriala (in n dimensiuni), nucleul va avea
2n variabile, transformata scriindu-se in 2 dimensiuni in modul urmator:

M-1N-1

T(u,0) =YY fla,y)g(z, u,y,v)

z=0 y=0

O asemenea transformare este separabild daca nucleul g este de forma
g(x,u,y,v) = g1(x,u)g2(y,v) si in plus este simetrica dacd g; = go.

Sa observam ca daca g este nucleul unei transformari inversabile si
h este nucleul invers, atunci go(z,u,y,v) = g(z,u)g(y,v) este nucleul
unei transformari bidimensionale al carei nucleu invers este ho(z,u,y,v) =
h(z,u)h(y,v).

2.2.1 Transformatele sinus si cosinus

In timp ce transformata Fourier foloseste perechea (sinus, cosinus) (sub
forma exponentialei complexe), transformatele sinus si cosinus folosesc doar
cate una dintre acestea. Aa cum aratd numele, transformata sinus foloseste
numai functia sinus, iar transformata cosinus foloseste doar functia cosinus.

Transformatele sinus §i cosinus au ca nucleu un sinus sau cosinus de un
argument in care apar variabilele nucleului:

g(xz,u) = sin(E(x,u))

respectiv
g(z,u) = cos(E(x,u)).

In [2] sunt citate 16 transformari trigonometrice, 8 sinus gi 8 cosinus,



avand nucleele date mai jos:

9(w,u) = clz, u)cos—— o) = e(z, wsin ™ +N 11(? +1)
g(z,u) = c(z, u)cosw 9@, u) = oz, u)sinw(zr +2§37(u +1)
o, u) = ez, u)cos”(% +L)\§2u +1) o) = e, u)sinw(2x +i])\§2u +1)
g(z,u) = c(z, u)cos;\;m_ul o u) = ez, U)Sin2ﬂ($2_|]_\712}-(1; +1)
9(z,u) = c(z, u)cos% g(z, u) = (s, u)sinﬁ(x ;;f)fq +1)
9(z,u) = c(z, u)cosw o) = ez, u)sin”(%;v 11(1; +1)
o) = oo T E DD gt DR

coeficientul c¢(z,u) serveste asigurarii ortonormalitdtii matricei, gi este con-
stant cu exceptia primei sau ultimei coloane sau rand, dupa caz.

Transformata cosinus discreta unidimensionala, folosita cel mai adesea in
practica, in special pentru compresia JPEG, este:

03 st (T2

avand inversa

_ Nla(u)c(u)cos (W)

u=0

au) = {

2.2.2 Transformatele Walsh gsi Hadamard

Transformatele Walsh si Hadamard sunt definite pentru functii in care
cardinalul domeniului este o putere a lui 2, adica N = 2". Ambele trans-
formate au nucleul format din valori 1 si —1, gi ortogonal, ceea ce face ca
nucleul invers sa coincida cu nucleul direct pana la un factor constant.

unde
,u=20

,u#0

s
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Transformata Walsh directa are nucleul

n—1
E (_1)bi(m)bn,1,i(u)
o) = (-1) %
unde b;(x) reprezintd bitul ¢ al reprezentarii binare a lui .
Nucleul invers este h(z,u) = +g(z,u).
Transformata Hadamard directda are nucleul

n—1

—1)bi(@)b; (w)
g(e,u) = (-1) ="
Nucleul invers este, din nou, h(z,u) = %g(x, u).

Sa observam ca nucleul transformatelor Hadamard si Walsh difera doar
prin ordinea coloanelor matricei corespunzatoare. intr-adevér, daca inlocuim
u cu rasturnatul sau, considerand reprezentarea lui u in baza 2, obtinem
transformata Walsh din transformata Hadamard gi reciproc. Acest fapt jus-
tifica adoptarea denumirii comune de transformata Walsh-Hadamard pentru
orice transformare de acest tip.

O alta transformata Walsh-Hadamard notabila este aceea in care coloa-
nele sunt permutate in aga fel incat numarul de schimbari de semn de pe o
coloani si creascit o datd cu numirul u al coloanei. In acest fel, variabila u
are rolul unei frecvente, similar cu cazul transformatelor Fourier si cosinus.

Aceasta transformare este transformata Hadamard ordonatd si are nucleul

direct

n—1
S (=1)% (z)p;(u)
9(@,u) = (-1)=

unde py(u) = by (u) §i pe(u) = by_g(u) + by_g_1(u), k=1,n—1.

2.3 Algoritmi de calcul

2.3.1 Transformata Fourier rapida

Calculul transformatei Fourier discrete prin implementarea directa a
definitiei conduce, in cazul unidimensional, la ©(N?) operatii pentru o functie
definita pe N puncte. In aplicatii practice, ©(N?) reprezintd o complexitate
prea mare.

Metoda clasica pentru a calcula eficient transformata Fourier este aga-
numita transformata Fourier rapidd (FFT — Fast Fourier Transform). Este
aplicabild pentru functii definite pe un numéar de puncte egal cu o putere
alui 2 (N = 2") gi se bazeazd pe faptul cd nucleul transformatei Fourier

2mizu

gy(z,u) = e~ "~ are pentru Vz,u € {0,1,..., N — 1}, proprietatile:

92 (22, u) = gn (2, u)
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gon (22 + 1,u) = ey (u)gn(x, u)
gon(2z,u + N) = —gn(z,u)
gon(22+ 1, u+ N) = —cn(u)gn(z,u)

unde cy(u) nu depinde de z.
Atunci, notand 2M = N,

F() = Y oule,w)£(22) + en(w) 3 gua(o, ) f(22 4 1)
¥ M-1 M—1
Flu+ N) = Z gu(z,u) f(2x) — epr(u) Z gu(z,u) f(2z + 1)

de unde rezulta ca transformata Fourier pentru N puncte se reduce la a
calcula doua transformate Fourier in N/2 puncte plus 2N operatii (adunari,
scaderi si inmultiri; consideram cé valorile ¢y (u) pot fi precalculate). Rezulta
pentru complexitate recurenta T(N) = 2N + 2T (N/2) si de aici T(N) =
O(NlogN).

Algoritmul FFT este aplicabil pentru toate transformarile ce au pro-
prietatile enuntate mai sus. In particular, se poate aplica transformatei
Walsh.

2.3.2 Transformari bidimensionale

Transformarile bidimensionale (separabile simetrice) de forma

M-1N-1
T(u,v) = f(z,y)g(z, u)g(y, v)
z=0 y=0
se pot calcula dupa schema
M-1N-1
T(u,v)= ) [)_ flz,y)9(y,v)]g(z,u)
z=0 y=0

efectuand separat transformarile pe cele doua axe. Complexitatea este
O(MN?*+M?N) =0O(MN(M+N)), in cazul in care algoritmul FFT nu este
aplicabil, si ©(M NlogN + NMlogM) = ©(M Nlog(MN)) in cazul aplicarii
FFT.



2.3.3 Transformata cosinus

Algoritmul FFT nu este aplicabil in forma prezentata pentru a calcula
transformata cosinus. Exista o transformata cosinus rapida, bazata pe o
alta grupare a coeficientilor. De asemenea, transformata cosinus se poate

calcula pornind de la transformatele Fourier a functiei initiale f si a functiei
_ w(2z41)

fi(z) = f(z)e™ =~

2.4 Aplicatii

2.4.1 Analiza spectrala

Transformata Fourier se foloseste intens in electronica, teoria semnalelor
si teoria informatiei datorita urmatorului fapt:

Un semnal se poate scrie ca suma unor sinusoide. Daca semnalul este
trecut numai prin componenete liniare, semnalul de la iesire poate fi vazut
ca suma iegirilor produse pentru fiecare componenta sinusoidala in parte (un
circuit in care iegirea este functie liniara de intrare are proprietarea ca functia
aplicata sumei este suma rezultatelor aplicarii functiei fiecarei componente
in parte). Deoarece comportamentul circuitelor electronice se studiazi mult
mai ugor pentru semnale sinusoidale, este avantajos sa studiem actiunea cir-
cuitului asupra transformatei Fourier a semnalului decat asupra semnalului
original.

In aceastd ipostazi, analiza spectrald este un instrument util in studiul
sistemelor optice si electronice (analogice) care contribuie la achizitionarea
imaginii. Aceste studii servesc la corectarea digitala a defectelor sistemului
analogic de achizitie.

2.4.2 Translatii si rotatii

Translatia unei imagini cu un numar intreg de pixeli este o simpla per-
mutare (circulard) a pixelilor. Translatia cu un numdér neintreg de pixeli
este In schimb o operatie mult mai delicata. S-ar putea defini spre exemplu
translatia cu 1/2 pixeli ca facand o medie aritmetica intre pixelii vecini. Ca
orice mediere, are dezavantajul de-a micgora rezolutia imaginii. Transtatia
pe aceasta cale nu este reversibila.

O metoda mai bund pentru translatia cu numar fractionar de pixeli se
poate defini cu ajutorul transformatei Fourier. Anume, translatia cu un
deplasament (z¢,yo) se poate defini ca fiind functia care are transformata
Fourier

10



G(u,v) = F(u,v)e 2R +37)

unde F este transformata Fourier a imaginii originale. Translatia definita
in acest mod este reversibila, fara pierderea calititii (in masura in care valorile
pixelilor sunt reprezentate ca numere reale si erorile de rotunjire sunt suficient
de mici). Imaginea rezultata este insa, in general, o functie complexa.

Rotatia unei imagini se poate realiza prin translatii ale liniilor si coloa-
nelor imaginii, in modul urmator:

Daca intr-o imagine translatam fiecare linie cu o cantitate Az = ay re-
zulta o imagine inclinata. Operatia consta in translatie linie cu linie, care se
poate realiza exact prin procedeul sus amintit. Matricea transformarii este

(09

Inclinarea similara pentru coloane are matricea

10

b 1
Realizand o succesiune formata dintr-o inclinare dupa linii urmata de o
inclinare dupa coloane, urmata de o noua inclinare dupa linii folosind acelasi

coeficient ca si prima inclinare dupa linii, obtinem o transformare a carei
matrice are forma:

1 a 10 1 a\ ([ 1+ab 2a+a®
01 b 1 01 - b 1+ ab

Punand acum

cosa—1
a=—"——"""
sin o
si
b = sinw
avem

1+ab 2a+a%* \ [ cosa —sina
b 1+ab -\ sina cosa

adica am realizat o rotatie de unghi a.
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2.4.3 Corectarea si imbunatatirea imaginilor

Adesea, procesul de achizitie a imaginii introduce erori. O parte din aceste
erori sunt zgomot, adica un semnal mai mult sau mai putin aleator suprapus
peste imagine. O a doua parte o constituie aberafiile sau focalizarea incorecta
a sistemului de achizitie. Acestea din urma duc la faptul cad imaginea unui
punct din scena analizata este o pata mai mare sau mai mica pe imaginea
rezultata.

Pentru micgorarea efectelor zgomotului, una dintre primele gi cele mai
simple metode utilizabile este medierea fiecarui pixel cu valorile pixelilor
vecini. Aceastd operatie reprezinta de fapt o convolutie a imaginii cu o
anumita functie. Faptul ca o convolutie echivaleaza cu o inmultire punct cu
punct a transformatelor Fourier ofera o metoda eficienta pentru realizarea
convolutiei gi in final filtrarea imaginii.

Corectarea aberatiilor se bazeaza pe faptul ca imaginea formata de un sis-
tem cu aberatii este de fapt rezultatul aplicarii asupra imaginii initiale a unei
convolutii. Cazul cel mai simplu este al imaginii focalizate gresit, daca eroa-
rea de focalizare este aceeasi in toatd imaginea. Aici functia cu care s-a facut
convolutia imaginii initiale este o constanta in interiorul unui cerc centrat in
zero si cu o raza dependenta de defocalizarea sistemului de achizitie, gi zero
in afara acestui cerc. Luand transformata Fourier a imaginii achizitionate
si impartind-o punct cu punct la transformata Fourier a functiei cu care s-a
produs convolutia obtinem transformata Fourier a imaginii corecte.

Reducerea zgomotului consta in reducerea componentelor cores-
punzatoare frecventelor ridicate din transformata Fourier.  Corectarea
aberatiilor presupune de obicei dimpotriva cresterea componentelor co-
respunzatoare frecventelor ridicate. Rezulta ca metodele de corectare a
aberatiilor sunt sensibile la zgomot (si au tendinta de-a amplifica zgomo-
tul), iar reducerea zgomotului duce la imagini mai putin nete.

2.4.4 Compresia imaginilor

Reprezentarea pe pixeli a imaginilor necesita cantitati mari de memorie.
Aceasta a stimulat cercetari intense in domeniul compresiei imaginilor.

S-a observat ca, in transformata Fourier a unei imagini, majoritatea va-
lorilor care apar sunt apropiate de zero, iar neglijarea lor nu conduce, in
general, la diferente vizibile fata de imaginea originala. Aceasta este ideea
care std in spatele formatului JPEG pentru reprezentarea imaginilor [1], [10].

In locul transformirii Fourier se foloseste insa transformata cosinus, avand
proprietati similare dar este reala gi nu complexa.

Compresia JPEG consta din urmatoarea secventa de pagi:

12



. imaginea se imparte in blocuri de 8 x 8 pixeli;
. se calculeaza transformata cosinus a fiecarui bloc;

. se cuantifica valorile coeficientilor. Acesta este pasul la care intervine
pierderea de informatie. Precizia cuantificarii depinde de pozitia coefi-
cientului, precizia maxima fiind pentru frecventa zero;

. valorile obtinute la pasul anterior se iau intr-o anumita ordine “in zi-
gzag” , se aplicd o compresie Run-Length Encoding (adica o secventa de
mai multe valori egale se reprezinta prin valoare si lungimea secventei),
si rezultatul se scrie in figier.
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Capitolul 3

Transformata Wavelets

Transformarile spectrale clasice sunt globale in sensul ca valoarea trans-
formarii in fiecare punct depinde de valoarea tuturor punctelor imaginii. In
multe domenii in care sunt folosite transformarile spectrale ar fi utila un fel
de “transformata spectrala locala”. O asemenea transformare ar putea arata
aspecte legate de oscilatii locale in cadrul unei imagini, spre deosebire de
transformarile spectrale “globale” capabile doar sa sumeze oscilatiile locale
in cadrul intregii imagini.

O asemenea transformare este transformata wavelets.

Primele cercetari legate de transformata wavelets au fost facute de Haar
in 1909 si de Levy in anii 1930; insa studierea intensiva a transformatelor
wavelets a inceput abia la sfargitul anilor 1980.

Este greu sa dam in momentul de fata o definitie a transformatelor wa-
velets [14]. Aceasta deoarece, pronind de la ideea localizarii oscilatiilor din
transformatele de tip Fourier, s-au facut numeroase generalizari, incluzand
transformate wavelets in care functiile de baza nu sunt ortogonale, transfor-
mate pentru puncte de esantionare neuniform spatiate, transformate pentru
functii definite pe varietiti non-afine (de exemplu pe sfere), si transformate
wavelets neliniare.

3.1 Transformate wavelet ortogonale

Ideea de plecare a transformatelor wavelets a fost sa se reprezinte functiile
prin dezvoltare in serie Fourier dupa un sistem ortonormat complet generat
prin scalarea si translatia unei singure functii de baza, sau eventual a unei
familii finite de functii de baza.

Aceasta inseamn#, presupunand ci lucrim in L?(IR), ci se va alege o
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functie de bazd, 1) : R — IR, de la care se va genera familia (V) .7z

Yin(z) = 252 (2F — j) (3.1)

Functia de baza v trebuie aleasda in asa fel incat familia (wjk)j,kez si
formeze un sistem ortonormat complet pentru L*(IR).

Conditia anterioard este echivalentd cu faptul c# orice functie f € L?(IR)
se poate dezvolta in serie Fourier:

f= Z CikVik (3.2)
j.keZl

unde

ek = (f bix) = / £t (1)t (3.3)
R

Familia coeficientilor wavelets c;, se va numi atunci transformata wavelets
a functiei f.

Cel mai simplu exemplu de trasnformata wavelets are ca functie de baza
functia lui Haar:
0 , x <0
1 ,0<z<1/2
~1 ,1/2<z<1
0 ,x > 1

H(z) = (3.4)

Constructia prezentata se poate extinde gi la alte spatii de functii, cum ar
fi L?(I), unde I este un interval real, sau pentru functii definite pe multimi
discrete (Z, N sau {0,1,...,N —1}, N € IN).

Coeficientii wavelets caracterizeaza oscilatiile, in diferite zone spatiale
(intervale din domeniul de definitie) a oscilatiilor functiei f.

3.2 Transformate wavelets liniare si analiza
multirezolutie

Un alt unghi din care se poate privi transformata wavelets este urmatorul:
Fie X spatiul Hilbert al functiilor pe care le analizaim (de exemplu, X =
L?(IR)). A privi o functie f la un anumit nivel de rezolutie inseamni a
gasi si studia cea mai bund aproximare (proiectia) functiei f € X pe un
subspatiu S C X inchis. Spre exemplu, dacid f reprezinta un semnal pe
care il esantionam la momente de timp exprimate prin numere intregi, vom
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aproxima f printr-o functie care pe fiecare interval delimitat de doua numere
intregi consecutive este constanta. Atunci

S={f(z) =5 : (2j),e € 2}

si functia f va fi aproximata prin

prg(f)(z) = / f(t)dt

Daca vom dori insa sa obtinem o aproximare mai buna a lui f vom putea
aproxima f intr-un spatiu cu rezolutie mai finda. Putem construi atunci o
familie de spatii

={f(2) = T\pa) : (35);c, €2}, kEZ

de functii cu rezolutie din ce in ce mai fina.
Conceptul intuitiv ca (Sk) w7z, alcdtuiesc spatii de functii de rezolutii din
ce in ce mai fine se definegte prin proprietatile:

(i) N Sk={0}si U Sk =X
keZl kel

(iii) daca f € Sp, atunciVk € Z, f(-—k) € Sy (altfel spus, Sy este invariant
la translatii cu cantitati intregi)

(iv) Vk € Z, f € Sk dacd si numai daca f(2-) € Siy1 (adica spatiul Sgiq
are rezolutie dubla fata de Sy).

Spatiile Sj, se numesc spatii de scara.

Conform teoremei de descompunere ortogonala a lui Riesz, fiecare Sy C
Sk+1 are un complement ortogonal in Si, 1, Wy, = S kL astfel incat orice functie
fre1 € Ski1 se scrie in mod unic sub forma fr 1 = fx + wyg, cu fy € S si
wy € Wy.

Spatiile W}, se numesc spatiile wavelets asociate spatiilor de scara S. Pro-
prietatile spatiilor de scara determina pentru spatiile wavelets urmatoarele
proprietati:

() Vj#k, W, LWy

(i1) daca w € Wy, atunci Vk € Z, w(- — k) € Wy (W, este invariant la
translatii cu cantitati intregi)
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(iii) Vk € Z, w € W}, dacd gi numai dacd w(2-) € Wiy (spatiul Wi, este
spatiul oscilatiilor de frecventd dubla fata de Wy).

(iv) X = > Wy, adica orice functie f € X se descompune unic sub forma

keZl

f= > wcuwg € W.
keZl,
Demonstratie

Primele trei proprietati fiind imediate, vom demonstra doar ultima.
Fie f € X. Notam f, = prg (f), rn = f — fo §i fie w, = fry1 — fn. Vom
o
arata cd f = ) wy. Pentru inceput, si ardtam ca f = fo+ > wg. Deoarece
keZl, k=0
U Sk = X, deducem ci exista un sir (gx),.7z cu gx € Sk, convergent catre

kel
f. Din definitia proiectiei rezulta || f — fx|| < ||f — gkl si deci || f — fx|| = 0
n—1

cand k — oo. Dar, pe de altd parte, f, = fo + > wg, ¥Yn > 0, de unde

k=0
o
Jot+ Y we=f.
k=0
oo
Sa demonstram acum cd fy = Y w_j. Pentru aceasta si notdm ¢, =
k=1
||w||? si s& observam c# ortogonalitatea spatiilor S_j, W_y, ..., W_; implici
n
2 _ 2
[f=nll” = [l foll _Zc—k
k=1
(e e]
de unde rezultd ca seria cu termeni pozitivi ) ¢, este marginita si prin
k=1

n
urmare convergentd. Acum, presupunand m < n, ||fom — fal> = D0 o s
k=m

de aici rezultd cd sirul (f_), N este fundamental. Rezulta ca (f-,) este
convergent in X si fie f_,, limita sa. Considerand subsirul (f_g)k>n, pentru
un n € IN* arbitrar, remarcam (f_g)g>n C Sp, de unde, intrucat S, este
inchis, f o € S,. Prin urmare f o, € (] Sy = {0} deci f o = 0. Din

keZ,
n o
fon=fo— D wg rezultd acum fo — > wy = 0.
k=1 k=1
Avem acum cd f = > w.
kel
Pentru unicitate, sa presupunem ca exista (gx), 7z Cu gk € Wi s > =f
keZl,
n—1
Fie n € Z arbitrar. Din inchiderea lui S, rezulta > g¢x € S, si din W, L
k=—00
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o
Sn, Vk > n rezultd Y gp € Si. Mai departe, din unicitatea descompunerii
k=n
n—1 [e's)

ortogonale dupa Sy rezultd ca > gr = fn §i D g = T, de unde reiese
k=—00 k=n
Vn € Z, g, = wy,. &

In analiza multirezolutie se pune o conditie suplimentara, si anume ca
multimea de scard Sp sd admitd o bazd ortonormatd de forma ¢;o(z) =
o(x — j), j € Z, pentru o anumita functie ¢.

Conditia de ortonormalitate este adesea prea restrictiva. O relaxare ac-
ceptabild este sd se ceard doar ca functiile ¢, ¢ sa alcatuiasca o baza Riesz a lui
So, adica orice f € S; sd se poatd scrie in mod unic sub forma f = > ¢;p;,

jell,
si in plus sa existe ¢y, ¢y > 0, independente de f, astfel incat

allfIP <) e < el fI
jeZl

Dacd ¢, o formeaza o baza ortonormald (respectiv Riesz) pentru Sp, atunci
se vede imediat ci ¢;;(z) = 2%/2¢(kx — j) formeazi o bazi ortonormati
(respectiv Riesz) pentru Sk.

Se poate arata ca relaxarea conditiei de ortonormalitate asupra bazei ¢,
nu este esentiala, o baza ortonormala putand fi construita pornind de la o
baza Riesz. De asemenea, se aratd existenta unei baze similare 1);¢ pentru
W().

Dacd v este o functie astfel incat translatiile cu catitdti intregi ;o sa
formeze o baza ortonormata pentru Wy, atunci functia ¢ poate fi functia de
baza a unei transformari wavelets definite in sectiunea precedenta.

In exemplul din sectiunea precedenta, i era functia lui Haar. Spatiul de
scard Sy este multimea functiilor din L?(IR) care sunt constante pe fiecare in-
terval [k, k+1) cu k € Z. O posibila baza ortonormata se poate construi prin
translatiile cu cantitati intregi ale functiei ) = X1y (functia caracteristica a
intervalului [0,1) ).

3.3 Transformate wavelets biortogonale

Conditia de orton‘01jmalita.te asupra bazelor (¢j,0)jeZ si (%,o)jez c?ste
adesea greu de indeplinit. Degi s-a demonstrat ca plecand de la o baza Riesz
se poate construi o baza ortonormata, totusi constructia duce la pierderea
unor proprietati dezirabile, cum ar fi compactitatea suportului.

18



In aceste conditii, se iau functiile ¢ si 1 astfel incét (950) ez 58
alcatuiasca o bazd Riesz pentru So si (1), sd alcdtuiascd o baza Riesz
pentru W.

Fie acum f € Sy, f = > fj¢;0. Pentru a determina coeficientii ( fj)je%

jel,
intr-o baza ortonormata, aveam relatia simplad f; = (f, ¢;0)- In cazul unei
baze Riesz, intrucat f — f, este o functionala liniard si lipschitziand, rezulta
(conform teoremei de reprezentare) ca exista ¢;o astfel incat f; = (f, @)
Mai mult, se arata imediat ca ¢, o(x) = @o,0(z—J) si ca dacd definim ¢, (x) =
2’9/2(;30,0(/% — j) atunci, in general, (‘Z;j,k)jeZ este baza Riesz pentru Sy duala
lui (¢j:k)jeZ' Adica, Vk e ZsiVf € Sy :

F= {f, i)k
jeZl.

si
F=Y A bin)bik
jel
Aceeasi constructie duce la constructia functiilor ¢, () = 2¥/2¢(kx — 7)

astfel incat (/ll;j,]c)jez s constituie baza Riesz pentru W, duald lui ('(/)j,k)j T
Sa remarcam doua lucruri importante:

1. Alegerea perechii de baze (¢, ) pentru S este independenti de alegerea
perechii de baze (v, ) pentru Wj.

2. Chiar daca functiile wavelet de pe acelagi nivel (1/11-,,6)]. c7Z, hu sunt orto-
gonale, oricare doua functii wavelet de nivele diferite raman ortogonale:

<¢j1,k1;¢j2,k2) = 01 vjlaklan,kQ € 7 cu kl 7£ k2-

3.4 Constructia prin pasi de netezire (lifting)

Metoda netezirii (lifting) ([14], [13]) conduce la transformarea unei functii
de variabila discreta intr-o secventa de coeficienti care, se spera, sunt mai
putin intercorelati decat valorile functiei initiale. Constructia, in anumite
cazuri particulare, este echivalenta cu o transformata wavelets clasica.

Metoda netezirii decurge in modul urmator:

Fie Ao, = f(k) valorile functiei initiale. Setul de valori )y se imparte in
doua subseturi, A’ ; si 7/ ; intr-un mod care si permita reconstituirea lui Ay
din X ; si 7' ;. Este preferabil ca seturile X" ; si 4’ ; si fie puternic corelate,
pentru ca din A\’ ; si se poata construi o estimare buna pentru v’ ;. Exemplul
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cel mai simplu este X' | , = Agox §1 7' = Ao2k+1, presupunand cd valorile
din punctele impare ale functiei nu vor fi departe de valorile ce se pot estima
din valorile punctelor pare.

In continuare, se construieste diferenta v_; =/ | — P() ,) intre valorile
reale 7', si valorile estimate pe baza valorilor A’ ;. Continuand exemplul, pu-
tem estima valorile din punctele impare ca fiind media aritmetica a valorilor
din punctele vecine: Py 1 (N ) = %(A_Lk + A1 kt1) = %(/\O,Qk + Ao2k+2)-

A treia etapa a “pasului de netezire” este actualizarea setului A\_; = X' |+
U(y-1). Aceastd din urma operatie are ca scop pastrarea anumitor proprietati
ale setului initial. De exemplu, daca cerem ca setul A\_; sa aiba aceeasi
medie aritmeticd cu Ao putem pune, in exemplul de mai sus, Up(y 1) =
%(’771,1%1 +Y-1k)-

Aplicarea pagilor de netezire duce la inlocuirea treptata a valorilor A ale
functiei initiale cu valorile coeficientilor ~.

Etapele a doua (estimarea si calculul diferentei) si a treia (actualizarea)
se pot omite dacid decorelarea datelor se face din prima etapa (de diviziune).
Spre exemplu, pentru a implementa transformata Haar prin pasi de netezire
vom efectua diviziunea X, | = Mw siv_= w, dupé care
estimarea este P = 0 ceea ce conduce la A; 1 = X _; si actualizarea este din
nou U = 0 adicd ;1 = 7; ;.

Desigur, trebuie sa ne asiguram asupra posibilitatii de-a reface (/\j,O)j N/
din (Xj _1) ez §1 (V1) - Aceasta se face punand Agjo = Aj _; + 7y si
)\2j—|—1,0 = /\j,fl - 7},_1-

Este in general mai ugor sa construim o transformata wavelets corecta
(inversabild) prin netezire (lifting) decat prin constructia bazelor duale.

Daca operatiile din pasii de netezire sunt liniare, rezultatul este o transfor-
matd wavelets (liniard). Prin urmare mecanismul pagilor de netezire permite
o mai mare generalitate.

Pentru a face transformata wavelets prin lifting, sa presupunem ca avem
o functie f. Deoarece ne gasim in discret, nu vom putea avea reprezentarea
exactd a lui f ci doar reprezentarea proiectiei ei pe un spatiu de scard S, :

prg, (f) = 'Z Ajn@jn unde Ajn = (f, djn)-

Je
Atunci
)\m,n—l = <fa &m,n—1> = <Z )\j,n¢j,na ém,n—l) = Z )\j,n<¢j,na ém,n—l)
jeZl jeZl
si analog

Tmmn-1 = Z )‘j,n<¢j,na &m,n—l)
jel
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3.5 Aplicatii

3.5.1 Compresia imaginilor

Probabil cea mai bine fructificata aplicatie a transformarii wavelet in do-
meniul procesarii imaginilor este compresia imaginilor. Formatul JPEG-2000
([11], [12] ) este rezultatul cercetdrilor din anii 1990 cu privire la folosirea
transformatei wavelets in locul “clasicei” transformate cosinus (folosita de
formatul JPEG clasic).

Ca si compresia JPEG clasica, compresia JPEG-2000 imparte mai intai
imaginea in blocuri; insa, spre deosebire de JPEG, in JPEG-2000 dimen-
siunea blocurilor nu este impusa de standard ci este lasata la latitudinea
programului de compresie. Blocurile mici din JPEG-ul clasic erau impuse de
faptul ca transformata cosinus este globala. JPEG-2000 profita de caracterul
multirezolutie a transformatei wavelets.

Fiecare bloc este apoi supus transformatei wavelets. Coeficientii rezultati
sunt ulterior cuantificati si secventa lor comprimata asemanator cu cazul
compresiei JPEG clasice.

Se estimeaza ca ratele de compresie posibile la JPEG-2000 sunt de pana
la 10 ori mai mari decat in cazul JPEG, la aceeagi calitate. Desigur, calitatea
rezultatului compresiei nu poate fi apreciat decat subiectiv, iar factorul de
compresie obtinut depinde mult de imaginea supusa compresiei.

Standardul JPEG-2000 prevede de asemenea posibilitatea de a realiza
compresia fara pierdere de informatie. In acest scop se foloseste o transfor-
mata wavelet intreaga [15].

3.5.2 Recunoasgterea texturilor

Recunoasterea texturilor este o altd aplicatie majora a transformatei
wavelets. Descompunerea wavelets oferd coeficienti care caracterizeaza
oscilatiile locale in cadrul unei imagini. Prin urmare, este natural sa fie
considerata un bun punct de plecare in caracterizarea texturilor, adica a
unor modele repetitive.

Principalele informatii oferite de descompunerea wavelets sunt distributia
energiei dupa frecventa si dupa orientare gi dispersia coeficientilor wavelets

([17], [18]).
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