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Capitolul 1

Notiuni fundamentale

1.1 Imagini si forme
Vom numi imagine o functie f : D — C, unde:
e D este o multime de puncte, submultime a lui IR? sau IR?,
e ( este multimea culorilor pe care le poate avea un punct.

In limbajul comun, imagine este o imagine bidimensionald (D C IR?),
insa pentru a simplifica anumite notatii si intrucat anumite constructii pot
fi trecute usor de la imagini bidimensionale la spatiul tridimensional vom
folosi termenul de imagine tridimensionald conform definitiei de mai sus, cu
D C R%.

Vom numi imagine discretd o imagine in care D este o multime discreta
(de obicei, intersectia unui interval din R¢ cu Z? (d € {2,3}) si imagine
continud dacd D este un interval (eventual nemarginit) din IR” sau R”.

In cazul imaginilor discrete, punctele domeniului se numesc pizeli, iar
daca domeniul este tridimensional punctele sale se mai numesc vozeli. Vom
accepta denumirea de pixel pentru punctele unui domeniu discret, indiferent
de dimensiune.

Pixelii reprezinta elemente intr-un pavaj al unui domeniului continuu.
Pentru a preciza notiunile, vom stabili denumirile:

e pizel este un element al unui domeniu discret. Pixelii 1i vom nota in
general cu litere mici (p, q).

e zona unui pizel este, dupa caz, patratul, hexagonul, cubul, etc. din
pavajul domeniului continuu, asociat pixelului. Vom nota zona unui



pixel p prin Z(p). Vom lua Z(p) multime inchisa, astfel ca

U Z(p) =R"
peZZ’

o centrul unui pizel este un punct din domeniul continuu — de regula
centrul zonei — asociat pixelului. Vom nota centrul pixelului p prin
c(p)-

Este util uneori si considerim D nemirginit (D = IR sau D = Z%)
pentru a evita tratarea ca gi caz particular a punctelor de pe margine; in
acest scop fie se “completeaza” imaginea cu o culoare fixata ¢y € C' peste
tot in afara domeniului de interes, fie se repeta la infinit imaginea (rezultand
astfel o functie f periodicd).

In sfarsit, multimea C' a culorilor poate fi:

e {0,1}, caz in care imaginea se numeste alb-negru, sau cu doud nivele;
e {0,1,...,k — 1}, caz in care imaginea se numeste cu k nivele de gri;

e (0,00), in cazul imaginii monocrome;

e (0,00)? sau alte variante, pentru imagini color.

O imagine alb-negru definegte o submultime a lui D, si anume {p € D :
flp) =1}

Vom numi forma o submultime a lui D. Prin extensie, vom numi tot
forma si imaginea alb-negru care o determina.

1.2 Forme cu domeniu continuu

1.2.1 Distante

In IRY, cel mai frecvent se foloseste distanta euclidiand, definiti prin

d
dista(z,y) = Z s — il
i=1

Mai rar, se folosegte
d

disty (z,y) = @i — yil
i—1
sau

disteo (2, y) = max |z; — yil.
i=1,d



1.2.2 Conexitate
O curbd rectificabild (sau Jordaniand) este o functie c : [0,1] — IR? care
satisface proprietatile:

1. c este continua,

2. c este cu variatie marginita, adica

sup{Y_ llc(zi—1) — c(@)]| : (2:);_15 diviziune a lui [0,1]} < oo.
i=1

Acest supremum se numegte lungimea curbei.

O forma F C D este conexd (prin arce) daca pentru orice pereche de
puncte p,q € F existd o curba rectificabild ¢ cu ¢(0) = p, ¢(1) = ¢ si cu
([0, 1)) € F.

De remarcat ca:

1. In definitia lungimii unei curbe, putem folosi distantele dist., sau dist;

in locul distantei euclidiene. Datorita echivalentei celor trei metrici,

multimea curbelor rectificabile ramane aceeasi, oricare dintre cele trei
metrici se folosegte; doar lungimile curbelor se vor schimba.

2. Distanta intre doua puncte z si y este lungimea celei mai scurte curbe
ce unegte punctele x si y.

1.2.3 Convexitate
O formi F C IR? se numeste convezd daci Vz,y € F, Yo € (0,1) avem:
ax+(l—a)y e F

Invelitoarea convezd a unei multimi F' este definitd ca intersectia tuturor
multimilor convexe in IR? care contin pe F.

Deoarece o intersectie de multimi convexe este o multime convexa, inveli-
toarea convexa a unei multimi F' este cea mai mica multime convexa care
include pe F.

1.3 Forme in domeniu discret

1.3.1 Conexitate

In cazul formelor discrete, o forma F' este numita conexd daca pentru
orice pereche de puncte din F' exista un lant, in sensul teoriei grafurilor,
inclus in F) care le uneste.
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Figura 1.2: Graful de vecinatate pentru 8-vecini

Pentru a defini lantul de mai sus se considera un graf avand ca varfuri
punctele domeniului D al imaginii. Punctele ce alcatuiesc domeniul D pot fi
varfurile unui caroiaj de patrate, caz in care putem considera vecinii directi
pe linie si coloana — sistem numit si 4-vecini — (fig. 1.1), sau si pe diagonala
— sistem numit §i 8-vecini — (fig. 1.2).

De asemenea, se pot lua ca puncte ale domeniului varfurile unui caroiaj
de triunghiuri, iar vecinii directi ai unui varf vor fi celelalte varfuri ale tri-
unghiurilor ce au ca varf varful considerat — sistem numit si 6-vecini —
(fig. 1.3).

In plan avem o proprietate (pe cat de intuitiva, pe atat de dificil de
demonstrat riguros), si anume faptul ¢ o curba simplu inchisa imparte planul
in exact doua componente conexe (teorema lui Jourdan).

In domeniu discret, numim curbi un lant, in graful vecinatatilor. O curba
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Figura 1.3: Graful de vecinatate pentru 6-vecini

simpla va fi atunci un lant cu urmatoarele doua proprietati suplimentare:
e lantul este simplu (nu trece de doud ori prin acelagi varf)

e nici un varf al lantului nu are alti vecini, printre varfurile din lant,
decat pe predecesorul si pe succesorul sau din lant.

Analog, o curba inchisa va fi un ciclu in graful vecinatatilor, iar o curba
simplu inchisa va fi un ciclu cu cele doua proprietati de mai sus.

Analogul teoremei lui Jourdan — o curba simplu inchisa imparte “planul”
(domeniul de lucru, D, considerat nemarginit) in doud componente conexe
— este valabila direct doar in cazul sistemului de 6-vecini.

Pentru sistemele de 4-vecini sau 8-vecini, pentru a pastra valabilitatea
echivalentului teoremei lui Jourdan va trebui sa consideram 4-vecini pentru
curbd si 8-vecini pentru verificarea conexititii, sau viceversa (a se vedea
figurile 1.4 gi 1.5).

1.3.2 Distante

In cazul imaginilor discrete, existd mai multe abordari distincte pentru
definirea notiunii de distanta:

1. Restrangerea distantei din cazul continuu: distanta intre doi pixeli p
si ¢ este definiti ca fiind distanta (una din cele trei variante) in IR,
dintre centrele lor ¢(p) si ¢(q)-

2. Distanta in graf. Distanta intre doi pixeli este definita ca distanta intre
varfurile asociate celor doi pixeli in graful vecinilor.
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Figura 1.4: Curba in 4-vecini; in 4-vecini, “interiorul” curbei este despartit
in doua componente conexe; in 8-vecini acestea sunt reunite

® )

Figura 1.5: Curba in 8-vecini: “interiorul” gi “exteriorul” sunt conectate in
8-vecini; In 4-vecini acest lucru este corectat



OO | | =] & OO
O | | Q| WO WO x| | O
R W N NN W |~
AW NN DN DLW &~
B WN O = DN W&~
AW DN NN W] &~
R W N NN W |
O | | Q| WO WO x| | O
O Y x| | | =] & OO

Figura 1.6: 4-8 distanta

3. Modele mixte. In aceasta categorie intra diverse incercari de-a aprox-
ima in numere intregi distanta euclidiana. Printre aceste incercari am-
intim:

(a) partea intreaga din distanta euclidiana;

(b) 4-8 distanta: Fie un pixel z: punem dist(z,z) = 0. In continuare,
consideram 4-vecinii lui z ca fiind la distanta 1 fata de x. 8-vecinii
acestora 1i consideram ca fiind la distanta 2 fata de z. La distanta
3 fata de x vor fi 4-vecinii pixelilor de la distanta 2, g. a. m. d.
(vezi figura 1.6).

1.3.3 Convexitate

Ca gi in cazul definirii unei metrici, definirea convexitatii pentru multimi
intr-un spatiu discret ridica anumite dificultati.

Este probabil dezirabil din partea oricarei definitii a convexitatii ca o
intersectie de multimi convexe sa fie 0 multime convexa.

O abordare directa ar fi si spunem ca o multime de pixeli este convexa
daca multimea centrelor lor este convexa sau daca reuniunea zonelor pixelilor
componenti este o multime convex. In conformitate cu prima varianti de
definitie, singurele mult{imi convexe sunt multimea vida gi multimile formate
dintr-un singur pixel. In conformitate cu cea de-a doua definitie, pentru un
pavaj din patrate, multimi convexe sunt doar dreptunghiurile.

O definitie mai elaborata este urmatoarea: o multime F' este convexa
daca orice segment determinat de centrele a doi pixeli din F' este inclus in
reuniunea zonelor pixelilor din F (figura 1.7).

In [14] si [15] sunt prezentate mai multe posibilititi, echivalente, de
definire a convexitatii pentru domenii discrete. Formularea echivalenta cea
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Figura 1.7: Prima incercare de definire a convexitatii

mai simpla este urmatoarea: O multime de pixeli F' este convexa daca interi-
orul invelitorii convexe a multimii centrelor pixelilor din F' nu contine centrul
niciunui pixel din afara lui F.



Capitolul 2

Transformari morfologice

Numim transformari morfologice functiile ce transforma o forma (sau,
echivalent, o imagine alb-negru) intr-o altd forma.

In cele ce urmeaza, daca nu este specificat altfel, domeniul D este de
forma D = IR¢ sau D = Z°.

2.1 Eroziunea si dilatarea

Cele mai simple transformari morfologice sunt eroziunea si dilatarea.

Ca operator pe multimi, eroziunea de parametru r a unei multimi X este
E,(X) = {x € D : D(z,r) C X}, unde prin D(z,r) am notat discul de
centru z gi de raza r. (vezi fig. 2.1)

Pe un caz mai general, eroziunea se poate defini ca Fg(X) = {x € D :
z+S C X}, unde S C IR¢ este o multime oarecare, care va fi numits element
structurant.

Dilatarea unei multimi este definitd prin G,.(X) = {z € D : D(z,r)NX #
0}. (vezi fig. 2.2)

Ca si 1n cazul eroziunii, putem definini dilatarea cu element structurant
S prin Gg(X)={zeD:2-5SNX #0}.

Eroziunea are urmatoarele proprietati:

1. Daca X C Y, atunci Es(X) C Eg(Y) (este monotona)

[\)

. Eg(X) C X (este antiextensivi)

3. Es(NX;) =NEs(X;) (comutd cu intersectia)
4. Eyus,(X) = NEg(X)

5. Es(UX;) D UEs(X;)

10



Figura 2.1: Eroziunea unei multimi. Multimea originala este desenata in gri;
In urma eroziunii ramane doar partea in negru.

Figura 2.2: Dilatarea unei multimi. Multimea originala este desenata in
negru, rezultatul dilatarii este marcat prin linia continua.
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6. Ens,(X) 2 UEs, (X)

7. Eso Ep = Er o Es = Eg,7 (comutativitatea)

Dilatarea are urmatoarele proprietati:

1. dacd X CY, atunci Gg(X) C Gs(Y) (monotonie)

2. Gs(D\ X) =D\ E_g(X) (dualitatea eroziune-dilatare)
3. X C Gs(X) (extensivitate)

4. Gg(X) = Gx(S) = X + S (altfel spus, dilatarea coincide cu suma
Minkovski)

5. Gs(UX;) = UGs(X;)

6. Gus, = UGs,(X)

7. Gs(NX;) C NGs(X5)

8. Gns,(X) € NG5, (X)

9. GgoGr = GroGg = Ggur

Pornind de la o multime oarecare S C IR%, putem obtine o familie de
elemente structurante prin scalarea multimii date. Altfel spus, notand AS =
{A\z : z € S}, putem defini familiile de eroziuni, respectiv dilatéri, F)g,
respectiv Gyg.

Se poate arata ca, daca elementul structurant S este o multime convexa,
atunci

Eotws = Exso Eus, YA, € (0,00)

si reciproc, daca proprietatea de mai sus este verificata, atunci S este o
multime convexa. Acelasi lucru este valabil si pentru dilatare.

Ca utilitate practica, eroziunile si dilatarile servesc in special la eliminarea
zgomotului din imagine. Eroziunile elimina “petele” de valoare 1 din imagini,
iar dilatarile pe cele de valoare 0.

Proprietatile 4 de la eroziune gi 5 de la dilatare ne premit o implementare
eficienta a operatiilor prin descompunerea elementului structurant.

Eroziunile gi dilatarile “deplaseaza” frontiera obiectelor; aga cum arata si
denumirea, eroziunea micsoreaza suprafata obiectelor, iar dilatarea mareste
suprafata.

12



2.2 Inchiderea si deschiderea

Pentru a contrabalansa cresterea ariei obiectelor datorata unei dilatari,
putem aplica ulterior o eroziune folosind acelasi element structurant. Trans-
formarea astfel obtinuta, Cs(X) = Es(Gs(X)), se numeste inchidere. De-
numirea este adecvata, deoarece C'g este un operator de inchidere, avand
proprietatile:

1. X C Cs(X) (extensivitate)
2. dacd X CY, atunci Cs(X) C Cs(Y) (monotonie)
3. Cs(Cs(X)) = Cs(X) (idempotentd)

Daca, dimpotriva, aplicam intai eroziunea gi apoi dilatarea, obtinem o
transformare numita deschidere: Og(X) = Gg(Es(X)).

Deschiderea este duala inchiderii in sensul ca Og(D \ X) = D \ C_g(X).

Deschiderea are proprietati similare cu inchiderea, i anume:

1. Og(X) C X (antiextensivitate)
2. dacd X CY, atunci Og(X) C Og(Y) (monotonie)
3. Os(0s(X)) = Os(X) (idempotents)

2.3 Convolutie cu discriminare

Fie o functie ¢ : D — IR masurabila, fie o € IR, i sa consideram ca
imaginea este la randul ei o functie masurabild (sau echivalent, forma este o
submultime masurabild a lui D).

Definim atunci transformarea numita convolutia cu functia ¢ cu discrim-
wnare la pragul o :

T(X) = {xED:/qﬁ(x—t)dtza}
X
Particularizand convolutia cu discriminare pentru cazul cand
¢(t) >0, Vt € D,

/D é(1)dt = 1

si
a=1/2,

13



obtinem transformarea numita filtru median.

De obicei, in cazul filtrului median functia ¢ are ca suport o multime
mérginitd (convexd) ce contine originea.

Filtrul median combina, intr-o oarecare masura, inchiderea si deschiderea.

Toate transformarile enumerate pana aici sunt utile in reducerea zgomo-
tului din imagini. Alegerea unui element structurant de dimensiuni mari
(respectiv, a unei functii ¢ cu suport de dimensiuni mari) duce la eliminarea
completa a elementelor din imagine de dimensiuni mai mici decat a elemen-
tului structurant.

Filtrul median are tendinta de-a deplasa frontiera formelor, cu atat mai
mult cu cat curbura frontierei este mai mare. Aplicat in mod repetat, el
elimina “punctele” gi sinuozitatile conturului, lasand pe loc partile rectilinii
din frontiera.

2.4 Transformarea Hit-or-miss

Transformarea hit-or-miss este definita in modul urmator: Fie B, By C
D, disjuncte. Atunci Hg, p,(X) = Ep,(X) N Ep, (D \ X).

Altfel spus, Hp, p,(X) este formatd din acele puncte in care daca de-
plasiam elementul structurant (Bj, By), By va fi inclus in X, iar By va fi
inclus in complementara lui X.

2.5 Scheletul unei forme

In cazul formelor in domeniu continuu, scheletul unei forme X este mul-
timea acelor puncte din X care au cel putin doua cele mai apropiate puncte
pe frontiera lui X.

Scheletul unei forme are aceleagi proprietati de conexitate ca gi forma
initiala; din acest motiv el poate fi folosit de exemplu in recunoasterea optica
a caracterelor.

Din pacate, scheletul este foarte sensibil la zgomot. Astfel, scheletul unui
disc este format dintr-un singur punct (centrul discului). Dacd adaugam
la marginea discului o proeminenta, aceasta “adauga o ramura”’ la schelet
(fig. 2.4).

Pentru a extinde scheletul i pentru cazul discret, vom observa mai intai
ca in cazul continuu un punct z al formei X apartine scheletului lui X daca
si numai daca frontiera discului maximal centrat in z si inclus in X are cel
putin doua puncte distincte comune cu frontiera lui X.

14



Figura 2.3: Scheletul unei forme

\

cheletului la zgomot

Figura 2.4: Sensibilitatea s
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In cazul discret, aproximand atat forma X cat gi discurile maximale in-
cluse in X, frontiera unui disc maximal va “insoti” frontiera formei de-a lun-
gul a mai multi pixeli. Pentru a obtine ceva asemanator scheletului definit
in cazul continuu, va trebui sa impunem restrictii suplimentare asupra celor
doua puncte comune ale frontierei discului maximal cu frontiera formei.

Vom putea impune conditia ca intre cele doua puncte sa fie o distanta mai
mare de o anumita valoare, ca unghiul arcului de cerc delimitat de cele doua
puncte sa fie mai mare de o anumita valoare, sau ca intre cele doua puncte sa
gasim un punct al frontierei discului care sa nu fie comun cu frontiera formei.

O alta abordare a definitiei scheletului in cazul discret este prin descrierea
unui algoritm iterativ de “subtiere” a formei initiale. Algoritmul de subtiere
va trebui sa pastreze conectivitatea gi sa nu elimine extremitatile scheletului.

Conform [2], scheletul cu element srtucturant B este definit prin

55(X) = U (FA(X)\ 05(E5(X)))

unde n este cel mai mic numar natural cu E%(X) = 0 si unde prin Ogp si
Ep am notat deschiderea gi respectiv eroziunea de element structurant B,
iar E% reprezint eroziunea aplicatd de k ori.

2.6 Imagini si multimi de nivel

Vom considera in cele ce urmeaza domeniul D pe care sunt definite imag-
inile, £ C P(D) o o-algebra de multimi gi F multimea functiilor f : D — IR
masurabile.

Definitia 2.1 Fiind data o functie f : D — IR, se numeste multimea de
nivel A\ a functiei f, si se noteaza X, mulfimea

Xaf ={z€D: f(x) > \}.

Aga cum se va arata mai jos, o functie este complet definita de multimile
sale de nivel. In aceste conditii, o transformare morfologica satisfacand
anumite proprietati se va putea extinde la o transformare asupra imag-
inilor monocrome, aplicand transformarea morfologica in mod independent
multimilor de nivel ale functiei si reconstituind functia care are ca mul{imi
de nivel multimile astfel obtinute.

Teorema 2.2 Familia multimilor de nivel X, f ale unet functii f satisface:

(i) daca p < X, atunci X, f DO Xy f;

16



(”) Xf=N Xuf§
<A

(i) N Xaf=0si U Xaf=D.

xR A€

Demonstratia este imediata.

Teorema 2.3 Daca doud functii f si g satisfac Xaf = Xof, VA € R, atunci
f=g

Demonstratie Presupunem f # g. Prin urmare, exista z € D cu f(z) #

g(z); fie f(z) < g(x). Atunci & & Xg) f 51 T € Xg()9, §i deci Xg@) f 7# Xg(2)9,
fapt ce contravine ipotezei. >

Teorema 2.4 Daca (X)) reR, €ste o familie de mulfimi din K care satisface
conditiile:

(i) daca p < A, atunci X, O X,
(it) X, = N X,
n<A

(i) N X\f=0s U Xoaf=D,

relR relR

atunci ea este familia mulfimilor de nivel ale functier data prin
flz)=sup{peR:ze X,}.

Demonstratie Si observam mai intéi ca, in virtutea ipotezei (i), multimea
{r € R:z € X,} este un interval cu marginea inferioard —oo; in plus, in vir-
tutea ipotezei (iii) acest interval nu este nici vid, nici egal cu IR; prin urmare
supremumul sau este un numar real, gi deci functia f este bine definita.

Fie f definita prin f(z) = sup{p € R : z € X} si fie X, f multimile de
nivel ale functiei f

Oricare ar fi x € X, f, avem, conform definitiei multimilor de nivel, f(z) >
A, si, conform definitiei lui f,

sup{p e R:z € X,} > A,

de unde
VN <AIp>Nize X,
Mai departe, daca p > X atunci, conform proprietatii (i), X, € Xy si deci
avem
VN < X:iz € Xy,

17



adica
S ﬂ X,
N<A
de unde, aplicAnd acum proprietatea (ii)

z € X,.
Reciproc, daca z € X, avem
Ae{peR:ze Xu},

gl ca urmare
sup{p e R:z € Xu} > A

adica f(z) > A, sau z € X\ f
Prin urmare, X, = X, f, adica X, sunt multimile de nivel ale functiei f.

¢

Sa observam in plus ca, deoarece € Xy(,) f, rezultd ca de fapt f(z) =
max{\ € R:z € X,}.

Cele trei teoreme de mai sus ne arata ca o imagine monocroma poate fi
reprezentata prin multimile sale de nivel, sau echivalent, printr-o familie de
imagini alb-negru.

In cele ce urmeazi, prin schimbare de contrast se intelege o functie g :
IR — IR, nedescrescatoare.

Daca doua imagini difera intre ele doar printr-o schimbare de contrast
strict crescatoare si continua, atunci ele vor avea aceleagi mul{imi de nivel,
asociate doar unor valori diferite. Altfel spus:

Propozitia 2.5 Fie f; si fo doud imagini monocrome astfel incat fo = go fi,
unde g : R — R strict crescatoare si continuda. Atunci pentru orice A € IR
exista un p € R (si reciproc, pentru orice u € R exista A € R) astfel incat
Xaf1 = Xqu-

2.7 Transformari independente de contrast

Multimile de nivel permit ca anumite transformari ale imaginilor alb-
negru sa fie extinse pentru imagini monocrome, in modul urmétor:

Definitia 2.6 Fie T : K — K o transformare pentru imagini alb-negru.
Numim extinderea transformdrii T la imagini monocrome transformarea T :
F — F care asociazd imaginii f € F imaginea f' = T(f) ce are ca multimi
de nivel

Xnf =T f).
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Pentru ca extinderea sd se poatd face, trebuie ca multimile T'(X, f) sa fie
multimile de nivel ale unei functii, adica sa verifice conditiile teoremei 2.4.

Teorema 2.7 Pentru ca transformarea morfologica T sa se poatd extinde
la o transformare pentru imagini monocrome, conform definitiei 2.6, este
necesar si suficient ca T sd indeplineascd urmdtoarele condifii:

(i) daca X CY, atunci T(X) CT(Y);

(i1) daca X1 2O X9 D ..., atunci
(ﬂX> N T(Xa);

(iii) T(D) =0 si T(D) = D.

De notat ca incluziunea in sens invers celei cerute de proprietatea (i)
este consecinta directa a monotoniei. De asemenea, de notat ca imaginea
rezultata in urma transformarii este masurabila intrucat multimile sale de
nivel sunt multimi masurabile.

Demonstratie
Necesitatea:
(i) Fie X, Y € K, cu X C Y. Consideram imaginea
, ¢y
flx)=< 1 ,z2eY\X
2 ,zeX

Avem X;f =Y si Xof = X. Imaginea transformata, f’, are multimile de
nivel X, f' = T(X,f). In particular, X, f' = T(Y) si Xof' = T(X). Deoarece
X1 f" g1 Xof" sunt multimi de nivel, rezulta X; f' O Xo f', adica T(Y) D T(X).

(ii) Fie (Xg)k>1 € K, cu X; D X3 D ... Considerdm imaginea

0 ,CE¢X1
f(.T) = 1—1/]€ , T EXk_l\Xk
1 ;T €N X

Avem Xi_ipf = Xi, Vk € N §i Xuf = ﬂ Xi. Functia f' = T(f)
va avea deci printre multimile sale de nivel mul§1m1]e Xioief' = T(Xy) si
Xif' = ( ﬂ Xk)- Deoarece 1—1/k 1 cand k — oo, din a doua proprietate

a mul’glmllor de nivel rezulta imediat ca

Xif' = ﬂ Xi—1/kf'
k=1
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adica
o o
T (n Xk> — A7),
k=1 k=1
(iii) Fie imaginea f(z) =0, Vz € D. Avem ) = ﬂ]RT(X,\f) =T(®) N
xe
T(D) = T(0). Analog se arati si ca T(D) = D.

Suficienta:

Va trebui sa demonstram ca dacd T satisface proprietatile (i), (ii) si (iii)
din enunt, si daca f este o imagine, atunci familia (X)), v data prin X, =
T(X,f) verificd ipotezele teoremei 2.4.

Mai intai, daca A < p, atunci X, f D X, f si din monotonia lui 7" rezulta
X, 2 X,.

Mai departe, deoarece X, C X,, Vu < A, rezultd X, C N,y Xpu. Mai
ramane de demonstrat incluziunea in sens invers.

Fie z € Ny« X,,. Consideram un sir (4;), N, crescator si convergent catre

A. Vom avea - - -
ve () X = () TGS :T<ﬂxmf>
i=1

i=1 i=1
si cum se demonstreaza imediat ca

o0
ﬂxuif: ﬂ Xuf =Xaf,
=1 n<A

rezultd N, X, C X,.

In sfarsit, N X, =0si U X, =D sunt imediate.

relR reR

Denumirea de eztindere este justificata de faptul ca, indiferent daca privim
o imagine alb-negru ca o submultime a domeniului D sau ca o functie cu val-
ori in {0, 1}, rezultatul aplicarii lui 7', respectiv 7', este acelagi. Mai exact:

Propozitia 2.8 Daca f € F este functia caracteristica a mulfimii X € K,
atunci T(f) este functia caracteristica a mulfimii T'(X).

Demonstratia este imediata.
Sa examinam ce proprietati are o transformare de imagini rezultata prin
extensia unei transformari de forme.

Definitia 2.9 O transformare T : F — F se numeste independents de
contrast daca, pentru orice imagine [ si pentru orice schimbare de contrast g
continud la dreapta (sau — echivalent datoritd monotoniei — semicontinud
inferior), avem

T(go f)=go(T(f))

20



Teorema 2.10 Dacd T : F — F este extinderea la imagini monocrome
a unei transformari de forme T : K — K, atunci pentru orice imagine
monocroma f si pentru orice schimbare de contrast g : IR — IR nedescrescatoare
st continud la dreapta, avem

go(I'(f)=T(go f),
altfel spus, T este independentd de contrast.

Demonstratie Pentru orice A € IR gi pentru orice x € D astfel incat
A < f(z) avem g(\) < (g o f)(x). Prin urmare, pentru orice A € IR, X, f C
Xgg o f si prin urmare T'(X) f) C T(Xyn)g o f). Luénd un z € D arbitrar
i punand A = T'(f)(x), obtinem

z € T(X\f) € T(Xgn 90 f)

de unde g(\) < T(go f) adica g(T(f)(z)) < T(go f)(x).

Pentru a demonstra egalitatea, sa presupunem prin absurd ca, pentru
un anumit z € D, g(T(f)(x)) < T(go f)(z). S& notdm p* = T(g o f)(z).
Fie \* = inf{\A € IR : g(\) > p*}. Deoarece u* > g(T(f)(z)), rezultd c&
X >T(f)(z) > —oo.

Mai departe, avem doua cazuri:

1. p* € g(R) : In acest caz, deoarece g este continu la dreapta, deducem
g(X*) = p* si de aici \* > T(f)(x). De aici rezultd ci x ¢ T(X ~f).
Pe de altad parte, deoarece \* = min{\ € IR : g(\) = p*}, orice y € D
care satisface g(f(y)) > g(\*) satisface si f(y) > A*. Prin urmare,
Xgrg © f € Xoof si prin urmare T'(Xyog © f) € T(Xx+f). Acum
din definitia lui p* rezultd € T (X,«g o f) si din incluziune rezultd
x € T (X« f), contradictie.

2. i ¢ g(R) : In acest caz, din continuitatea la dreapta a lui g deducem
g(X\*) > p*. Mai departe, cum pentru orice y € D, daca g(f(y)) > p*
rezultd f(y) > X\* si deci g(f(y)) > g(A*), rezulta X,.go f C Xgos)g0 f
§i prin urmare p* nu poate fi supremumul multimii {x € R : = €
T(Xugo f}

Prin urmare, in ambele cazuri am ajuns la o contradictie. Inseamni deci c&
presupunerea 1 (go f)(z) > g(T(f)(x)) a fost fals, de unde rezultd goT(f) =

T(gof).- ¢
Reciproc, orice transformare independenta de contrast este extinderea
unei transformari morfologice care satisface conditiile teoremei 2.7. Avem

urmatoarea teorema:
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Teorema 2.11 Fie T : F — F o transformare independenta de contrast.
Atunci T' este extinderea operatorului morfologic T definit prin

T(X)={z € D:T'(yx) =1},
unde prin ¥x am notat functia caracteristicd' a multimii X.

Demonstratie Incepem prin a demonstra cii T se poate extinde la o trans-
formare pentru imagini monocrome, altfel spus 7" satisface conditiile teore-
mei 2.7.

(i) Fie X, Y € D cu X CY. Consideram imaginea

0 ,z¢Y
flx)=<1 ,z2€eY\X
2 ,rekX

si schimbarile de contrast

() = 0 ,z<2
DI =31 2>2
() = 0 ,z<1
S |

Se vede imediat ca g1 o f = x §i go 0 f = Yy

Consideram acum un z € T'(X) oarecare si vom demonstra ca z € T(Y').
Dacid z € T(X), inseamna ca T'(1x)(z) = 1, sau T'(¢g1 o f)(z) = 1, de unde
0 (T'() (@) = 1.

Rezulta ca T'(f)(z) > 2, de unde T'(f)(z) > 1 si deci g2(T"(f)(z)) = 1.
De aici T"(go o f)(x) = 1, sau, echivalent, T"(¢y) =1 si deci z € T(Y).

(ii) Consideram imaginea

0 y .’L'g_le
f(.T): 1—1/k‘ , in(ok,l\Xk
1 , T € ﬂXZ
=1

si schimbarile de contrast

0 ,z<1=1/(k+1)

gk(x):{l e 1—1/k+1) , pentru k € INU {oo}

!De obicei functia caracteristici se noteazd cu X; in acest context insi X desemneazd
multimi de nivel
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Se vede imediat ca gy o f = Yx, §1 goo O f = wﬂf’ilXi'
o o
Consideram acum un z € () T'(X;) §i vom ardta ca z € T(ﬂ XZ) .
N L

1= =1

Avem:
Vi € N, z € T(X;)
adica
Vi € IN, T'(gio f)(z) =1
de unde
VieN,  g(T'(f)(z) =1
sau

Vi e N, T(f)(z) >1-=1/(i+1)
de unde rezulta ca
T'(f)(@) 21
De aici rezultd go(T"(f)(x)) = 1, si, deoarece T" comuta cu schimbarea de
contrast g, avem 7"(goo 0 f)(z) =1 adici z € T (ﬁol XZ-> :

1=
(iii) Presupunem prin absurd ca existd x € T'(()). Aceasta Inseamni ci

T' (o) (x) = 1.

Fie acum schimbarea de contrast g(z) = 2z. Avem

Vte D, g(yu(t)) =g(0) =0=1h(t)

adicd g oy = . Inlocuind, obtinem 7" (gop)(z) =1 gi cum 7" comuta cu
schimbarea de contrast g obtinem ¢(7"(¢y)(z)) = 1. Dar cum T'(¢)y)(z) = 1
obtinem ¢(1) = 1 adicd 2 = 1, absurd. Rezultd deci ¢ T'() = 0. Analog se
demonstreaza si ca T(D) = D.

Fie acum T extinderea lui T si si aritidm ci T = T'. Pentru aceasta,
sa consideram o imagine f € F oarecare si z € D. Fie A = T'(f)(z) s fie

schimbarea de contrast
0, t<A

7

Avem g(T'(f)(x)) = 1 si, din independenta de contrast a lui 7", deducem
T'(go f)(xz) = 1. Deoarece go f ia valori in {0, 1}, go f este functia caracteris-
ticad a multimii X;go f, de unde, conform definitiei lui 7', avem z € T'(X1go f).
Aplicind in continuare definitia lui T, deducem T'(go f)(z) > 1, sau, echiva-
lent, g(T(f)(x)) > 1, adicd T(f)(z) > A
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Am demonstrat prin urmare c& T(f)(z) > T'(f)(x). In mod cu totul
analog, se demonstreaza ca T'(f)(x) > T(f)(x), si prin urmare 7" =T.

In incheiere, si analizim, sub aspectul posibilitatii de extindere la o trans-
formare independenta de contrast, transformarile morfologice analizate mai
devreme in acest capitol, si anume eroziunea, dilatarea si convolutia cu dis-
criminare (celelalte transformiri nefiind monotone). Fie d = IR%,

Eroziunea satisface conditiile pentru a putea fi extinsa la o transformare
independenta de contrast (a se vedea proprietatiile 1 i 3).

Dilatarea nu indeplineste, in general, proprietatea (ii). Exemplu: fie X
discul centrat in origine si de raza 1/k, si fie S C IR¢. Se vede imediat c&

M X, =0
k=1

gl ca urmare
GS (m Xk) = (b:
k=1
in timp ce
ﬂ Gs(Xg) = S.
k=1

Pentru a recapdta proprietatea (ii), putem sa ne restrangem la multimile
inchise din IR%.

In sfarsit, convolutia cu discriminare poate fi gi ea extinsa la o transfor-
mare independenta de contrast.
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Capitolul 3

Reprezentarea formelor

3.1 Caracteristici globale

Ca proprietati globale ale unei forme, putem enumera:

e aria formei, adica masura contraimaginii lui 1;
e numarul de componente conexe;
e numarul de componente conexe ale complementarei;

e topologia formei.

3.2 Reprezentari geometrice

Reprezentarile geometrice sunt reprezentari care pleaca de la forme geo-
metrice elementare.

Cea mai simpla reprezentare geometrica este aceea prin poligoane: forma
de reprezentat este aproximata prin reuniunea interioarelor unui numar finit
de poligoane. Extinderea in spatiu 3D presupune reprezentarea formelor ca
reuniune de poliedre.

Reprezentarile poligonale, respectiv poliedrale, necesita un numar mare
de varfuri pentru o buna aproximare a formei. Aceasta se intampla indeosebi
daci se doregte folosirea reprezentarii pentru graficd (destinata a fi vizualizata
de om): aici “colturile” sunt observate imediat si “deranjeaza”. Din acest
motiv, se recurge fie la reprezentarea formelor prin zone delimitate de curbe
sau suprafete de ordin superior, fie la interpolari gi neteziri pe imaginile
generate spre a fi vizualizate.

La acelasi numar de puncte de control,reprezentarea formelor plane ca
zone delimitate de arce de curbe, de exemplu Bézier sau Spline, conduce la o
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aproximare mai buna. Din pacate, cregte de asemenea si dificultatea lucrului
cu asemenea reprezentari.

Reprezentarile prin figuri geometrice necesita o metoda de reprezentare
a pozitiei varfurilor. Cea mai comuna este prin coordonatele carteziene ale
varfurilor. Se pune insa problema tipului numeric folosit pentru coordo-
nate. Se pot alege reprezentari exacte, prin numere intregi sau rationale, sau
reprezentari aproximative, cu virgula mobila.

Algoritmii care lucreaza cu reprezentari geometrice au nevoie sa calculeze
coordonatele unor puncte, altele decat cele din datele de intrare — de ex-
emplu, punctele de intersectie ale unor segmente date la intrare prin coordo-
natele extremitatilor. Daca coordonatele extremitatilor a doua segmente sunt
date ca numere intregi pe n biti, atunci pentru reprezentarea coordonatelor
punctului de intersectie avem nevoie de numere ratinonale, reprezentate pe
3n biti (2n biti pentru numarator gi n biti pentru numitor). In alte cazuri,
este suficienta evaluarea unui predicat geometric; aceasta revine, in majori-
tatea cazurilor, la determinarea semnului unui polinom de un anumit grad,
aplicat asupra coordonatelor punctelor.

Exista mai multe metode pentru aflarea semnului polinoamelor (sau altor
functii) ce intervin in predicatele geometrice:

1. Cea mai naturala metoda este ca punctele de plecare sa aiba coordonate
intregi, iar calculele sa se faca folosind aritmetica intreaga pe numar
variabil de biti — obtinand astfel precizie nelimitata.

2. Daca este totusi necesara determinarea unor puncte (de exemplu, punctele
de intersectie ale unor drepte determinate de punctele initiale), se face
aritmetica cu numere rationale;

3. In anumite conditii, aritmetica in virgula mobila a calculatorului este
suficientd. In [12] se aratd ci pe aceastd cale se poate determina de ce
parte se gaseste un punct dat fata de o dreapta determinata de doua
puncte date, aceasta folosind doar aritmetica flotanta la aceeasi precizie
cu a datelor de intrare. Dubland precizia, se poate determina daca un
punct dat se gaseste in interiorul cercului determinat de alte 3 puncte
date.

4. In special acolo unde se cere determinarea unor coordonate sau unor
dimensiuni care nu rezulta ca functii polinomiale sau rationale aplicate
datelor de intrare, se poate tine intreaga expresie care le determina, iar
valoarea se calculeaza cu precizia necesara determinarii semnului;

5. Shewchuk propune [13] un algoritm rapid pentru aritmetica cu precizie
nelimitata, bazandu-se pe o reprezentare ne-normalizata
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O discutie asupra modului de alegere a reprezentarii coordonatelor punctelor
si implicatiilor asupra algoritmilor utilizabili §i modului de implementare se
gaseste in [8], [7], [9].

O alta abordare a problemelor legate de precizia reprezentarii este ca al-
goritmul geometric s nu incerce niciodata sa evalueze un predicat geometric
a carui valoare de adevar poate fi dedusa din valorile de adevar ale predi-
catelor deja evaluate, sau din constructiile efectuate de algoritm. De exem-
plu, daca un punct P este construit de algoritm ca fiind punctul de intersectie
al dreptelor d; si do, atunci valoaera de adevar a predicatului punctul P
apartine dreptei dy va fi gasita ca fiind adevarat fara a face calcule de coor-
donate, supuse eventual erorilor de aproximare. In felul acesta, reprezentarea
aproximativa (prin numere cu virguld mobild) a coordonatelor varfurilor nu
dauneaza bunei functionari a algoritmilor geometrici. Din pacate, deter-
minarea tuturor implicatiilor predicatelor geometrice este dificila (vezi [11]).

3.3 Reprezentarea prin pixeli

Cea mai simpla este reprezentarea directa, numita bitmap, folosind cate
un bit pentru fiecare pixel. Permite accesul rapid la valoarea fiecarui pixel,
cu pretul unui consum mare de memorie.

Consumul de memorie se micgoreaza prin folosirea metodelor de compre-
sie. Printre metodele de compresie amintim: compresia LZW (de la initialele
numelor autorilor, Lempel, Ziv, Welch) folositd de formatul GIF (Graphics
Interchange Format), sau metoda run-length encoding, folosita pentru trans-
miterea faxurilor.

Alte metode de reprezentare bazate pe pixeli reprezinta, intr-o forma sau
alta, conturul (frontiera) formei. In acest sens, au fost explorate urmstoarele
posibilitati:

e enumeratea coordonatelor pixelilior de pe contur,
e secvanta directiilor conturului, sau char secvanta curburilor,

e codul lant — numit si codul Freeman — este un tip particular de de-
scriptor prin directiile tangentelor, distanta intre doua puncte succesive
de pe contur in care reprezentam tangentele este de exact un pixel,

e semnatura, care consta in sirul distantelor de la un punct interior la
frontiera, in functie de unghi (altfel spus, sirul coordonatelor polare ale
pixelilor).
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3.4 Metode avansate de reprezentare a formelor

Pentru a fi utile in procesari ulterioare ale imaginilor, gi indeosebi in
recunoagterea obiectelor, sunt dezirabile reprezentari avand proprietati cum
ar fi:

e invarianta la translatie, rotatie, scalare;
e reprezentiri multiscalare (multirezolutie);

e sensibilitate redusa la zgomot (adicd mici variatii ale imaginii, datorate
zgomotului, sa se reflecte in variatii reduse la nivelul reprezentarii);

e sensibilitate redusa la transformari de tip difeomorfism.

Pentru o forma stelata (adica, avand proprietatea ca existd un punct
apartinand interiorului, cu proprietatea ca raza ce uneste acel punct cu orice
punct de pe frontiera este in intregime inclusi in interiorul formei) si in plan,

21k

se defineste semndtura ca fiind secventa ry = () = r(%57") a coordonatelor

polare ale pixelilor. Ca origine a sistemului de coordonate polare se ia cen-

N
troidul conturului, adica punctul ¢ = Y py.
. . . k:1 .
Semnatura este evident invarianta la translatie. De asemenea, aducand

punctul de raza maxima la 6y = 0, semnatura devine invarianta la rotatie.

Considerand punctele de pe contur ca fiind puncte in multimea numerelor
complexe, frontiera (si prin urmare, forma) poate fi reprezentata prin trans-
formata Fourier discreta a secventei punctelor de pe forntiera, Din nou, avan-
tajul este obtinerea invariantei la rotire, translatie si rotatie.

Aplicatiile de recunoasterea formelor se confrunta cu urmatoarea prob-
lema: daca imaginea (discretd) are rezolutie micd, obiectele nu pot fi re-
cunoscute; daca, dimpotriva, rezolutia imaginii este ridicata, atunci timpul
necesar procesarii este foarte ridicat. Este dezirabila prin urmate disponibil-
itatea imaginii de analizat in mai multe rezolutii.

De asemenea, este dezirabil ca imaginea de rezolutie scazuta sa conserve
cat mai mult din proprietatile topologice si geometrice ale imaginii initiale.

Metoda cea mai simpla de generare a unei imagini alb-negru de rezolutie
mai scazuta este urmatoarea:

1. consideram cdte un pixel (voxel) din imaginea de rezolutie scazuta
atagat unui patrat (respectiv cub) de pixeli (voxeli) din imaginea orig-
inala;

2. fiecare pixel (voxel) este rezultatul unei operatii AND sau OR asupra
valorilor pixelilor voxelilor) originali.
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Eventual se poate defini defini imaginea finala astfel: un pixel are valoarea
1 daca i numai daca cel putin & dintre pixelii corespunzatori din imaginea
originala au valoarea 1.

In [10] se arati cii alegerea grupérii pixelilor imaginii originale in vederea
reducerii rezolutiei influenteaza mult rezultatul. Astfel, pentru o imagine
plana din care se doregte obtinerea unei imagini cu rezolutia injumatatita
pe fiecare directie, fiecare pixel din imaginea rezultata este rezultatul com-
bindrii a 4 pixeli (formand un patrat 2 x 2) din imaginea originala. Exista 4
posibilitati de alegere a “grilei” de grupare in patrate de 2 x 2 a pixelilor din
imaginea originala, fiecare ducand la alt rezultat.

Borgefors i coautorii propun trei metode mai bune de reducere a rezolu-
tiei.

Prima metoda consta in combinarea imaginilor ce s-ar obtine alegand
fiecare din cele 4 (in cazul 2D) sau 8 (in cazul 3D) grupari distincte ale
pixelilor (voxelilor) vecini.

A doua metoda propusa porneste de la medierea valorilor pixelilor dintr-o
zona mai larga din imaginea initiala, dar pragul de discriminare folosit pentru
a decide daca pixelul din imaginea finala este influentat de pozitia pixelului
original ca maxim sau minim local, sau maxim sau minim local pe orizontala
sau verticala.

Cea de-a treia metoda se bazeaza pe transformata distanta a imaginii
originale. Transformata distanta asociaza fiecarui pixel de valoare 1 raza
celui mai mare disc centrat in acel pixel si inclus in multimea pixelilor de
valoare 1. Metoda propusa in articol consta acum in a face ca in imaginea
cu rezolutia redusa de n ori:

1. daca un pixel original, asociat unui pixel din imaginea cu rezolutie
redusd, este maxim local pentru transformata distanta, atunci si pix-
elul din imaginea de rezolutie redusa va fi maxim pentru transformata
distanta;

2. raza corespunzatoare pixelului din imaginea de rezolutie redusa va fi
1/n din raza corespunzitoare pixelului din imaginea initiala.
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