Elemente de geometrie computationala.
Sisteme de coordonate. Transformari 3D.

Sistem de axe de coordonate
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Punct
Un punct P din R® se poate preciza prin:
e Coordonate carteziene: P(x,y,z)
e Coordonate omogene: P(x,y,z,u)
e Coordonate cilindrice: P(a, r, 2)
e Coordonate sferice: P(r, a, B)
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Conversia de la coordonate carteziene la cele omogene: (x,y,z) => (x,y,z,1)
Conversia de la coordonate omogene la cele carteziene: (x,y,z,u) => (x/u,y/u,z/u), pentru
u=0
Avantajele folosirii coordonatelor omogene (dupa cum se va vedea in continuare):
e descriere unitara a transformarilor
e 0 succesiune de transformari se poate descrie cu ajutorul unei singure matrice

In OpenGL un véarf dintr-o primitiva de desenare se precizeaza astfel:
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unde numarul si tipul argumentelor se precizeaza in comanda.
Cu doua dimensiuni in comanda se preupune ca valoarea z=0, iar cu 4 valori se
precizeaza coordonatele omogene.
Exemple:

glVertex2i (1, 0);

glVertex3f(0.0£f, 1.5f, 2.0f);
In diferitele calcule ce apar un punct (dat prin coordonate omogene) se reprezinta printr-o
matrice coloana:
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Vector

e Un vector este determinat de doua varfuri si un sens
e Un vector are: origine, directie (suport si r'y
sens), lungime. y

Fie vectorul: ;ﬁé , A(X1, Y1, 21), B(X2, Y2, 22) P
Vectorul AB este paralel si de aceeasi

lungime cu vectorul oP , unde P(xz - X1, Y2 -
Y1, Z2 - Z1). A

Fie v (a, b, ¢), atunci (a, b, ¢) sunt
parametrii directori ai vectorului,

iar |[v|=+va’ +b*>+c* este lungimea vectorului

Fie ;(a, b, c), ;)(a', b', ¢'), doi vectori.




 Produsul scalar: scalar(u,v) = aa'+bb"+cc'= u|||v].cos(), unde t este unghiul dintre

cei doi vectori. Cu produsul scalar se poate calcula unghiul dintre doi vectori.
Daca produsul scalar este nul, atunci cei doi vectori sunt perpendiculari.

e Produsul vectorial: vect(u,v) este un vector w
perpendicular pe planul determinat de vectorii u w?
si v si pentru care triedrul (u,v,w) este drept
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deci w(bc'-b'c,ac'-a'c,ab'-a'b)
e Alte operatii utile cu vectori:
adunarea a doi vectori
produsul unui vector cu un scalar
scaderea a doi vectori
combinatia liniara a doi sau mai multi vectori
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Plan

Un plan se poate preciza in urmatoarele moduri:

1. Planul care trece prin punctul P(a,b,c) si este perpendicular pe vectorul ;(A, B, C):
Ax + By + Cz + D = 0, unde D= -Aa-Bb-Cc (punctul P apartine planului)
deci coeficientii variabilelor din ecuatia planului sunt parametrii directori ai normalei la

plan:

A

(A, B, C)

P(a,b,c)

2. Planul determinat de trei puncte P; (xi, yi, zi), i=1,2,3 (ecuatia planului sub forma de
determinant) este:
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3. Planul determinat de trei puncte P; (x;, yi, zi), i=1,2,3 (ecuatia planului sub forma
parametrica) este:



x=x+u(x,—x)+v(x;—x),
y=y +u(y,—y)+v(y;—y), unde u,ve R
2=z +u(z,—z)+v(z;—z),
Probleme utile:
e Determinarea distantei de la un punct P(a, b, c) la planul (a) Ax+By+Cz+D=0

e Determinarea unghiului dintre doua plane
e Conditia ca doua plane sa fie perpendiculare

Dreapta

1. O dreapta precizata prin intersectia a doua plane:
Ax+By+Cz+D, =0 x=mz+n,
{A2x+Bzy+C2z+D2=0 y=pz+gq
2. O dreapta care trece prin doua puncte P; (x;, yi, z)), i=1,2, are ecuatia:
X=X _ V=0 _ 274

sau echivalent: {

)

X=X T LTy
x=x, +t(x, —x,),
sau parametric (mai ugor de folosit): Sy =y, +t(y, — y,),
2=z, +t(z,—-z,), teR

3. O dreapta care trece prin punctul P(xo, Yo, Zo) $i are directia data de vectorul v (a, b, ¢):
X=X _ Y=Y _27%

a b c
x=x +1a,
sau sub forma parametrica (mai utild): 3y =y, +1b,
z=2z,+tc, teR

Transformari 3D de baza

Un punct P(x,y,2z) se poate transforma intr-un punct P'(x', y', 2') printr-o matrice
4x4, daca P si P' se precizeaza in coordonate omogene:
P(x,y,z,1) ---> P'(x', y', 2',1)
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In OpenGL se foloseste a doua varianta de precizare a transformarii, cu un vector
coloana pentru coordonatele omogene ale unui punct.
In continuare se va determina matricea T pentru diverse transformari de baza.



Translatia

Translatia este transformarea prin care toate punctele unui obiect se deplaseaza in
aceeasi directie gi cu aceeasi distanta.
Precizarea acestei transformari se poate face in trei moduri:
1. Prin indicarea deplasarilor, pe cele trei axe de coordonate, (dx, dy, dz), deplasari
pozitive sau negative, necesare pentru a transforma un punct Py (x1, y1, 1) in punctul
P2 (X2, Y2, Z2):

Xo = X1 + dX,
y2 = y1 + dy,
Zo =21+ dz

Lungimea cu care se face translatia este: d = \/dxz +dy* +dz’

2. Prin precizarea directiei, un vector: ;(a, b, c), si a lungimii deplasarii: d.
Ecuatia dreptei care trece prin P1 (X4, Y1, z1) (punctul care se transforma) si are directia
v este:
X= Xy+at, y=y,+bt, z=z;+Ct.
Deoarece punctul Pz (X2, Y2, z2)=P2(x1+dX, y1+dy, z1+dz) va fi pe aceasta dreapta, iar
distanta dintre P1 si P, va fi d, se determina: t =d /va’ +b* +¢* , deci:
dx=t*a=d*ala’> +b*+c?,
dy=d*biNa* +b> +c,
dz=d#c/\a®+b> +¢*
3. Prin coordonatele (xz, y2, Z2) in care se translateaza (x4, y1, z1), deci:
X =Xo-X1,dy=Yo-y1,dz=20-2;.

Folosind valorile (dx, dy, dz), care se pot determina pentru fiecare caz, matricea de
translatie este:
dx

dy

dz |
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In OpenGL aceasta transformare se precizeaza prin comanda:

T(dx,dy,dz) =

S O =
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glTranslate{f|d} (dx,dy, dz)

Rotatia in jurul unei axe

Rotatia se face cu un unghi in jurul:
e unui punct - daca transformarea are loc in plan (reprezentata in figura de mai jos)
e unei drepte (d) - daca transformarea se face in spatiu

Pentru rotatia in spatiu a unui punct P, fie a unghiul de rotatie si (1) planul care trece prin
punctul P si este perpendicular pe dreapta de rotatie (d), iar B punctul de intersectie dintre
(d) si (M). Punctul P, care nu este pe dreapta de rotatie (d), se transforma intr-un punct P'
astfel incat punctele P si P' sunt situate in planul (1), distantele de la dreapta de rotatie la
P si P' sunt egale (BP=BP'), si unghiul PBP' are masura a.



Pentru inceput vom analiza o rotatie in plan. Consideram un sistem de axe xOy in
plan gi un punct P(x,y) care se roteste in jurul punctului O. Dupa o rotatie de unghi a se
obtine un punct P'(x",y").
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Obtinem succesiv relatiile:
x =r#*cos(f); y =r*sin(f)
x'=r*cos(a + f)=r*cos(a) * cos(f) — r *sin(a) * sin(f) = x * cos(ax) — y * sin(), .
y'=r*sin(a+ f)=r*sin(a) * cos(f) + r * sin(fB) * cos(@) = x * sin(@) + y * cos(); )
Folosim relatiile de mai sus pentru a obtine formulele de translatie in R. Pentru o
rotatie in spatiu, in jurul axei Oz, un punct P(x,y,z) devine punctul P'(x', y', Z'), unde X' si y
se calculeaza dupa formulele (*) de mai sus, iar z'=z.
Pentru o rotatie in jurul axei Ox obtinem:

A

Zz
X'=X;
a y'=y*cos()— z *sin(),
A\ y z'=y *sin(a) + z * cos();
O



Pentru o rotatie in jurul axei Oy obtinem:

(y) ¢ X

z'=z*cos(a) — x *sin(ax),
y=y;
- z X'=z*sin(&) + x * cos();

Folosind coordonatele omogene, pentru rotatiile amintite mai sus se obtin
urmatoarele matrici de transformare:

1 0 0 0
0 —si 0
Rotatie in jurul axei Ox: T = C?S(a) sin(@) =RX ()
0 sin(x) cos(exr) O
0 0 0 1
cos() O sin(x) O
0 1 0 0
Rotatie in jurul axei Oy: T = ) =RY(@)
—sin(x) 0 cos(x) O
0 0 0 1
cos() —sin(x) 0 O
i 00
Rotatie in jurul axei Oz: T = sin(@) - cos(@) =RZ()
0 0 1 0
0 0 0 1

In OpenGL rotatia se precizeaza prin comanda:

glRotate{f|d} (a,p, g, r)

care precizeaza o rotatie de unghi "a", dat in grade, in jurul dreptei specificate de
parametrii directori (p,q,r). Pentru diferite valori particulare ale parametrilor directori (p,q,r)
se obtin rotatiile particulare descrise mai sus.

Scalarea

Scalarea presupune inmultirea coordonatelor cu anumite constante, numiti factori
de scara. Daca aceste constante sunt fy, fy, f, (corespunzator celor trei axe de
coordonate), atunci matricea de transformare este:

f£.0 0 0
0 0 O

r=| 0 _SC(fyfy f2)
0 0 f 0
O 0 0 1

Simetria

Vom preciza simetria (reflexia) pentru: origine, axele de coordonate, planele de
coordonate. Aceste transformari se pot descrie unitar prin matricea de transformare:



= SIM (a, b, c).
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Cazuri particulare de transformari obtinem astfel:
b=c=-1, se obtine simetria fata de origine;

b=1, c=-1, se obtine simetria fatd de planul xOy;

1, b=-1, c=1, se obtine simetria fatd de planul xOz;
-1, b=c=1, se obtine simetria fatd de planul yOz;

1, b=c=-1, se obtine simetria fata de axa Ox;

-1, b=1, c=-1, se obtine simetria fatd de axa Oy;
b=-1, c=1, se obtine simetria fatd de axa Oz;
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Observatie: Din matricea de transformare pentru scalare si simetrie se observa ca
acestea se pot descrie unitar, printr-o singura matrice, deci scalarea si simetria se pot
preciza in paralel printr-o singura matrice de transformare.

In OpenGL ultimele doua transformari se precizeaza prin comanda:
| glscale{f|d} (x,y,z) |

Forfecare (shear)

Aceasta transformare modifica dimensiune gi forma obiectelor. In imaginea
urmatoare se da un exemplu de astfel de transformare, unde primul obiect (cilindru) este
transformat in al doilea obiect.

Transformarea se poate face in directia axei Ox, a axei Oy, a axei Oz, a doua sau trei axe.
In urmatoarea figura se precizeaza faptul ca un punct (x,y) din plan se transforma in
punctul (x',y'), unde valoarea coordonatei x este proportionata cu valoarea lui y.

¥
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Urmatoarea figura precizeaza un patrat care se transforma in directia axei Ox, apoi Oy, iar
in final in directia ambelor axe.



In cazul in care aceasta transformare se face in spatiu, in directia axelor x iy, cu
coordonata z neschimbata, formula de calcul este:

x' = x + az
y' =y + bz
z' =z

In OpenGL nu existd comenzi pentru precizarea acestor tipuri de transformari. Ele se pot

specifica prin folosirea comenzilor:

o glLoadMatrix{f|d}(matrice, adr) - se incarca o matrice precizata de argument (se iau
datele Tncepand cu o anumita adresa)

e glMultMatrix{f|d}(matrice, adr) - matricea curenta se inmulteste din argument

Exemplu:
float M1([] = {1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1}; //matricea unitate
Ml [4]=a; //x'=x+a*y
M1[1]=b; //y"=b*x+y
gl.glMultMatrixf (M1,0); //coloana dupa coloana

Rezumat transformari 3D

translatie

original A scalare
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Transformari 3D compuse



Fie T1 si T> doua transformari, care transforma succesiv P(x,y,2) in P1(X1,Y1,21),
apoi P1 in Pa(X2,Y2,22).

Fie A1 si A, matricile corespunzatoare acestor doua transformari. In acest caz
obtinem formula de calcul pentru punctele Py si Pa:

X, x X, X, x
Vi = A y : Y = A, * Vi = A, %A, ¥ y .
Zl Z Zz Zl Z
1 1 1 1 1

Din ultima relatie se observa ca produsul matricelor de transformare (deci si
precizarea lor in OpenGL) se face in ordinea inversa efectuarii transformarilor (A2 A).
Deoarece produsul matricelor nu este comutativ, rezultatul succesiunii de transformari T,
urmata de T, este (in general) diferit de transformarea T, urmata de transformarea T;.

In continuare este un exemplu, in plan, din care se vede o justificare a acestei
afirmatii.
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Ex. Ex.

Transformarile din acest exemplu sunt:
Ex.1: 7 - translatie pe Ox; 2 - rotatie de 90°;
Ex.2: 1 - rotatie de 90°%; 2- translatie pe Ox;

Transformarile complexe pot sa fie descompuse in transformari de baza (descrise
mai sus). Ca exemplificare vom lua cateva astfel de transformari.
1. Simetria fata de un punct P(a,b,c) oarecare:

T+: Translatam P in origine: T(-a,-b,-c);
T,: Determinam simetria fata de origine: SIM(-1,-1,-1);
Ts: Translatam O in P: T(a,b,c).

De aici se deduce o matrice pentru transformare:

T(a,b,c)* SIM(-1,-1,-1)* T(-a,-b,-c) .

2. Rotatia in jurul unei drepte oarecare:




Presupunem ca dreapta (axa) de rotatie (d) trece prin punctul A(a,b,c) si are

parametrii directori v (p,q,r). Se cere efectuarea unei rotatii de unghi © in jurul dreptei (d).
Fie M un punct oarecare pentru care se face aceasta rotatie.

O modalitate de reducere a acestei transformari la transformari de baza amintite
mai sus este descrisa in continuare (nu este singura varianta). Se va aduce dreapta (d)
peste una din axele de coordonate, prin transformari de baza, iar in jurul acestei axe de
coordonate se va efectua rotatia de unghi ©. Dupa acesta rotatie se va readuce dreapta
(d) la locul ei initial.
Tq: Translatia lui A in O, descrisa de matricea T1=T(-a,-b,-c). Dupa aceasta transformare

dreapta (d) se va translata intr-o dreapta paralela (d'), iar vectorul v se va translata in

-

vectorul OP paralel cu v .

T2: Rotatie in jurul axei Ox astfel incat vectorul v sa ajunga in planul xOz, deci vectorul v
se transforma in vectorul v' = OP ;. Dupa aceasta rotatie punctul P ajunge in punctul
P, punctul P4 ajunge in P», iar dreapta (d') se transforma in (d"), inclusa in planul
xOz. Unghiul de rotatie a se poate determina din triunghiul P1OB. Transformarea
astfel precizata este T2=RX(a).

Ts: Rotatie in jurul axei Oy astfel incat dreapta (d") se suprapune peste axa Oz (vectorul

-

v' se suprapune peste Oz). Unghiul de rotatie B se poate determina din triunghiul
OP.P3. Rotatia in jurul axei Oy se face de la axa Ox spre Oz, deci transformarea de
baza asa cum este descrisa mai sus (care este descrisa de la z spre x) se face cu
unghiul (-B). Transformarea astfel realizata este T3=RY(-B).

Ts4: In jurul axei Oz se face rotatia de unghi ©, deci transformarea este T4=RZ(©).

Ts: Se efectueze transformarea inversa de la Ts, deci o retatie de unghi B in jurul axe Oy.
Transformarea astfel descrisa este T5=RY(3).

Te: Se face o rotatie de unghi (-a) in jurul axei Ox, deci avem transformarea T6= RX(-a)
(este transformarea inversa de la T».

T7: Se face o translatie T7=T(a,b,c), inversa transformarii T.



Din cele descrise mai sus rezulta ca matricea de transformare pentru rotatia in jurul
unei axe oarecare este:

T=T(a,b,c)* RX(-a) * RY(B) * RZ(©) *+ RY(-B) * RX(a) * T(-a,-b,-c).

Precizarea transformarilor succesive in OpenGL:

e la precizarea unui punct dintr-o primitiva se foloseste o matrice curenta de
transformare prin care se determina pozitia punctului curent in spatiu
e pentru stabilirea matricei curente de transformare se folosesc urmatoarele comenzi:

o Sse precizeaza o matrice initiala prin glLoadldentity() sau
glLoadMatrix{f|d}(matrice, adr)

o matricea curenta se poate inmulti (la dreapta) cu o matrice data prin comanda
glMultMatrix{f|d}(matrice, adr) sau printr-o matrice determinata de una din
transformarile descrise mai sus: glRotate, glScale, glTranslate.

o comenzile glLoadMatrix si glMultMatrix se folosesc pentru transformari
particulare (de ex. forfecarea)

o ordinea de precizare a comenzilor este inversa ordinii de efectuare a
transformarilor (ultima comanda/matrice precizata corespunde la prima
transformare care se aplica).

e In OpenGL se poate gestiona o stiva de matrici de transformare, cu ajutorul a doua
comenzi:

o glPushMatrix() - care salveaza matricea curenta (0 memoreaza in varful stivei),

o glPopMatrix() - care inlocuieste matricea curenta cu matricea aflata in varful
stivei (iar aceasta pozitie se elimina din stiva).

lerarhii de transformari

Sa presupunem ca dorim sa vizualizam
o figura asemanatoare cu cea din
imaginea alaturata (un robot). Pentru
construirea acestui obiect se poate
proceda astfel (se parcurg mai multi

pasi).




Pasul 1: Se pleaca de laun  Pasul 2: Se face o scalare. ~ Pasul 3: Se face o translatie.
patrat.

. -

Pasul 4: Se adauga un nou  Pasul 5: Se face o scalare. ~ Pasul 6: Se face o rotatie.
patrat.

e -

Pasul 7: Se face o translatie. Pasul 8: Se adauga un nou  Pasul 9: Se face o translatie.

patrat.
A

Pasul 10: Se face o scalare.
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Transformarile se pot face asupra:

e Intregului obiect (dupa construirea lui)

e Fiecarei componente (in momentul in care se adauga aceasta, pentru fiecare
componenta se foloseste o multime de transformari, independente de transformarile
celorlalte componente)

e Unor componente din obiect (daca ele se memoreaza eficient si se pot face astfel
de transformari pentru un grup de componente).

O astfel de memorare eficienta este cea ierarhica (arborescentd), sugerata in continuare:
Intregul obiect
1. Capul robotului
1.1. Gura robotului
1.2. Nasul robotului
1.3. Ochiul stang al robotului



1.4. Ochiul drept al robotului
2. Corpul robotului
3. Bratul stang al robotului
3.1. Brat inferior
3.2. Brat superior
4. Bratul drept al robotului
4.1. Brat inferior
4.2. Brat superior
5. Piciorul stang al robotului
5.1. Partea inferioara
5.2. Partea superioara
6. Piciorul drept al robotului
6.1. Partea inferioara
6.2. Partea superioara
La fiecare dintre aceste componente (noduri din arbore) se poate asocia o multime de
transformari



