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Partea I

Curbe






Curbe in spatiu

1.1 Introducere

Intuitiv, curbele nu sunt altceva decat deformadri ale unor drepte. Pot fi gandite, prin
urmare, ca fiind obiecte “unidimensionale”. Suntem familiarizati, deja, cu unele dintre
ele din matematica elementara, deoarece, desigur, graficele de functii pot fi considerate
ca fiind curbe, din acest punct de vedere. Pe de alta parte, de reguld, curbele nu sunt
grafice (cel putin, nu global). Este suficient sd ne gindim la o eliosa sau, in particular,
la un cerc. Astfel, in general, nu putem reprezenta o curbd printr-o ecuatie de forma
y = f(x), cum s-ar intdmpla in cazul unui grafic. Pe de altd parte, o conica se
poate reprezenta printr-o ecuatie implicitd de forma f(x, y) = 0, unde, in acest caz
particular, dupdc um se stie, f este o functie polinomiala de gradul al doilea in x si y.
In fine, putem reprezenta coordonatele fiecirui punct de pe o curbi ca functii de un
parametru real. Dupd cum vom vedea, aceasta este, de obicei, cea mai convenabild
modalitate de a reprezenta, local, o curba.

O problemd importantd pe care trebuie sd o avem 1n vedere este cea a gradului de
netezime a functiilor pe care le utilizdm pentru a descrie o curbd. Desigur, Tnainte de
toate suntem interesati sd utilizam tehnicile de calcul diferential. Vom presupune, de
aceea, ca toate functiile implicate sunt cel putin o datd continuu diferentiabile si cd, de
fiecare datd cand intervin derivate de ordin superior, acestea existd si sunt continue.
Vom folosi pentru functiile care verificd aceste conditii termenul generic de functii
“netede”. Pe langd aspectele computationale, mai existd i alte motive, mai profunde,
pentru care presupunem ca functiile sunt cel putin o datd continuu diferentiabile. Sa
presupunem, de exemplu, cd o curbd plana este descrisa printr-un sistem de ecuatii de
forma

x = f(t),
y=2g(@)

Se poate demonstra ci daca functiile f si g sunt doar continue, curba poate sa umple

11



12 Capitolul 1. Curbe 1n spatiu

un intreg patrat (sau chiar intregul plan). Primul exemplu de astfel de curbd anomala
(care, evident, contrazice imaginea pe care ne-o facem despre o curbd, ca obiect
unidimensional) a fost construit de catre matematicianul italian Giuseppe Peano, la
sfarsitul secolului al XIX-lea. In plus, acest fenomen nu dispare nici micar daci
functiile f si g sunt diferentiabile, dar nu continuu diferentiabile. In figura 1.1
indicdm un proces iterativ care defineste o curbd Peano care umple un patrat. Curba
nsdsi este limita curbelor obtinute prin acest proces iterative. Este posibil, de fapt, sa
descriem analitic aceastd curbd (adica putem gési o expresie pentru fiecare iteratie),
dar, cum aceste “curbe” nu constituie subiectul investigatiilor noastre, preferam sa-1
lasdm pe cititor sa-si satisfacd singur curiozitatea.

Trebuie sd spunem, totusi, ca functiile pe care le folosim pentru a descrie o curba
nu trebuie sd fie neapdrat continuu diferentiabile pentru a evita anomaliile mentionate
mai sus. Ceea ce trebuie este ceva mai putin, mai precis ca functiile sa fie cu variatie
mdrginitd. Este un fapt bine cunoscut ca functiile continuu diferentiabile verificd
aceastd conditie si, asa cum am spus deja, ele ne oferd tehnicile computationale
necesare, care nu sunt disponibile pentru o functie cu variatie marginita oarecare.

1.2 Curbe parametrizate (drumuri)

Fie I un interval pe axa reala R. Nu vom presupune intotdeauna ca intervalul este
deschis. Uneori este chiar important ca intervalul sa fie inchis. In particular, el poate fi
nemarginit si poate coincide intreaga axa reala.

Definitia 1.2.1. O curbd parametrizatd (sau drum) de clasa C k (k > 0) in spatiul
euclidian R? este o aplicatie C k

r:l >R3> (x(0), (@), z(1)). (1.2.1)

O curbi parametrizatd se noteazd, de regula, cu (/,r), (I,r = r(¢)) sau, cind interva-
lul este subinteles, doar cu r = r(¢). Remarcdm ci un drum este de clasa C k functiile
(cu valori reale) x, y, z sunt C k. Daci intervalul nu este deschis, vom presupune,
nainte de toate, ca functiile cu care lucram sunt de clasd C k 3n interiorul intervalului
si toate derivatele lor pana la ordinul k au limite laterale finite la capetele intervalului,
dacd aceste capete apartin intervalului.

Un drum se numeste compact, semi-deschis sau deschis daca intervalul de definitie
I este, respectiv, compact, semi-deschis sau deschis.
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(a) Prima iteratie (b) A doua iteratie

%&&&&&&ag
ssssssssg
92.9.9.9.9.9.9.9,

ORRAKAAARXRNK

(c) A treia iteratie (d) A patra iteratie

Figura 1.1 — Curba lui Peano (primele patru iteratii)

Daca intervalul I este marginit inferior, superior sau in ambele parti, atunci
imaginea oricdrei extremitati a lui / se numeste capdt al drumului. Daca, in particular,
curba este compactd, iar cele doud capete coincid, drumul se numeste inchis. O
denumire alternativa ce se utilizeaza pentru o curba inchisa este cea de bucld.

Ocazional (de exemplu, n teoria integralelor curbilinii) poate fi necesar si consi-
derim drumuri care sunt de clasi C* in toate punctele intervalului 7, cu exceptia unui
numdr finit de puncte. Urmatoarea definitie este mai precisa.

Definitia 1.2.2. Vom spune ci o curbi parametrizati r : [a,b] — R3 este C¥ pe
portiuni dacd existd o subdiviziune finitd (¢ = ag,a1,...,a, = b) of the interval
[a, b] astfel incat restrictia lui r la fiecare interval compact [a;—1, a;] sd fie de clasd
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Ck undei € {1,...,n}.

Observatie. Nu este dificil si ardtim ci o curbi parametrizati r : [a, b] — R3 este
C* pe portiuni daci si numai dacii urmétoarele conditii sunt indeplinite simultan:

(1) Multimea
S = {z ela,b]| f® nu existé}

este finitd.
(i) 7 este continui pe [a,b] \ S.
(i) f (&) are limite laterale la stinga si la dreapta finite in fiecare punct al lui S.

De acum inainte, vom presupune tot timpul ca ordinul de netezime k este suficient
de nalt si nu-1 vom mai mentiona (cu cateva exceptii). Vom folosi, In schimb, termenul
generic de curbd parametrizatd netedd, insemnand de clasi cel putin C! i, de fiecare
datd cand apar derivate de ordinul k£ — cel putin C k.

Imaginea r(/) C R3 a intervalului / prin aplicatia (1.2.1) se numeste suportul
drumului (/,r).

Daca r(tp) = a, vom spune ca curba parametrizaté trece prin punctul @ pentru
t = to. Uneori, pentru o exprimare mai scurtd, ne vom referi la acest punct ca fiind
punctul tg al curbei parametrizate.

Exemple

1. Fie rg € R3 un punct oarecare si a € R3 — un vector, a # 0, iar / = R. Curba
parametrizati R — R3, 1 — ro + ta se numeste dreaptd. Suportul siu este
dreapta care trece prin ry (pentru ¢ = 0) si are directia datd de vectorul a.

2. I =R, r(t) = ro + t3a. Suportul acestui drum este aceeasi dreapti.

3. I =R, r(t) = (acost,asint,bt), a,b € R. Suportul acestei curbe parametri-
zate se numeste elice cilindricd circulard (vezi figura ??).

4. I = [0,2x], r(t) = (cost,sint,0). Suportul drumului este cercul unitate,
situat Tn planul x Oy, cu centrul in originea coordonatelor.

5. 1 =10,2x], r(t) = (cos2t,sin2t,0). Suportul curbei este acelasi cu cel din
exemplul precedent.
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6. I =R, r(t) = (t2,3,0). Aceasti curbi are un punct de intoarcere pentru
t =0.

Definitia 1.2.3. O curbd parametrizatd (1.2.1) se numeste regulard pentrut = to daca
r'(to) # O si regulard dacd este regulari pentru fiecare ¢ € 1.

Dupéa cum vom vedea ceva mai tarziu, notiunea de regularitate Intr-un punct a unei
functii este legatd de existenta unei tangente bine definita la curbd 1n acel punct.

Curbele din exemplul precedent are regulare, cu exceptia celor de la punctele 2 si
6, care nu sunt regulare pentru ¢t = 0.

Observatie. Faptul cd acelagi suport poate corespunde atit unei curbe regulare, cat
si unei curbe neregulare sugereazd faptul cd absenta regularitdtii intr-un punct nu
inseamnd neaparat ca punctul corespunzator al suportului are vreo particularitate
geometricd. Atdta doar cd regularitatea garanteazd absenta acestor particularitati.
Intr-adevir, daci examinim, din nou, curbele 2 si 6 din exemplul precedent, remarcim
imediat cd, degi sunt ambele neregulare pentru t = 0, doare pentru a doua curba aceasta
singularitate analiticd implicd o singularitate geometrica (un punct de intoarcere), in
timp ce pentru prima curba suportul este o dreaptd, fard nici un fel de puncte speciale.

Fiecdrui drum ii corespunde o submultime a lui R3, suportul siu. Totusi, asa
cum demonstreaza exemnplele 1 si 2, curbe parametrizate diferite pot avea acelasi
suport. O curbd parametrizati poate fi ganditi ca o submultime a lui R3, impreuni
cu o parametrizare.! Suportul unei curbe parametrizate corespunde imaginii noastre
intuitive a curbei, ca obiect geometric unidimensional. Dupa cum vom vedea mai
tarziu, suportul unei curbe parametrizate poate avea autointersectii sau puncte de
intoarcere care, din multe motive, nu sunt de dorit 1n aplicatii. Conditiile de regularitate
elimind punctele de intoarcere, dar nu si autointersectiilor. Pentru a le elimina pe
acestea din urma, trebuie sd impunem niste conditii suplimentare.

Dupi cum am vizut, curbe parametrizate diferite pot avea acelasi suport. In final,
suportul, ca multime de puncte este cel care ne intereseaza. Este necesar, de aceea, si
identificim legdtura dintre curbele parametrizate care definesc acelasi suport. Pentru
motive care vor fi lamurite mai tarziu, pe moment, cel putin pe moment, suntem
interesati doar de curbe regulare. De aceea, de exemplu, trecerea de la o reprezentare
parametrica la alta nu trebuie sa schimbe regularitatea curbei.

Definitia 1.2.4. Fie (I,r = r(¢)), (J,p = p(s)) doud curbe parametrizate. Un
difeomorfism A : I — J :t — s = A(¢) astfel incitr = p o A, adicir(z) = p(A(2)),

IDesigur, informatia este redundanti, deoarece reprezentarea parametrici determini suportul.
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ME

/

Figura 1.2 — Elicea circulara

se numeste schimbare de parametru sau reparametrizare. Doud curbe parametrizate
pentru care existd o schimbare de parametru se numesc echivalente, in timp ce punctele
t si s = A(t) se numesc corespondente.

Observatii. 1. Relatia definitd mai sus este o relatie de echivalentd pe multimea
tuturor curbelor parametrizate.

2. Reparametrizarea are o interpretare cinematicd simpld. Dacd interpretim ecuati-
ile parametrice ale unui drum ca fiind ecuatiile de miscare ale unei particule,
atunci suportul curbei este traiectoria particulei, in timp ce vectorul r/(¢) este
viteza particulei. Efectul unei reparametrizéri este modificarea (ca modul) a
vitezei cu care este traversatd traiectoria. De asemenea, dacd A'(¢) < 0, atunci
traiectoria este traversatd In sens invers, dupd reparametrizare. Este de remar-
cat cd cei doi vectori vitezd a doud curbe parametrizate echivalente in puncte
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corespondente au aceeasi directie. Ei pot avea module diferite si sensuri diferite.

Exemplu. Curbele parametrizate din exemplele 1 si 2 nu sunt echivalente, desi, dupa
cum am mentionat, ele au acelasi suport.

Observatie. Uneori, clasele de echivalentd determinate de de relatia definitd mai sus
intre curbele parametrizate se numes curbe. Nu vom utiliza aceastd abordare aici,
deoarece vrem ca curbele sd fie niste obiecte mai generale decét suporturile de curbe
parametrizate. In particular, dupi cum vom vedea imediat, de obicei curbele nu pot fi
reprezentate global prin acelasi set de ecuatii parametrice. E suficient sd ne gandim
la cercul unitate, cu centrul 1n origine. Una dintre cele mai utilizate reprezentiri
parametrice ale cercului este

x = cos 0,

y =sinf

Acum, dacd 1dsdm parametrul si varieze doar in intervalul (0, 277), atunci unul dintre
punctele cercului nu este reprezentat. Desigur, putem extinde uintervalul, dar atunci
acelagi punct corespunde mai multor valori ale parametrului, ceea ce, din nou, nu este
acceptabil.

Printre toate curbele parametrizate echivalente cu o curbd parametrizatd datd,
existd una care are o valoare teoretica deosebitd si care simplificd multe demonstratii
n teoria curbelor, desi, Tn majoritatea cazurilor, este foarte greu s o gdsim analitic si,
prin urmare, valoarea ei practicd este limitata.

Definitia 1.2.5. Vom spune ci o curba parametrizata este parametrizatd natural daca
[¥'(s)|]| = 1 pentru orice s € I. De reguld, parametrul natural este notat cu s.

Observatie. Se poate observa imediat cd orice curbd neteda parametrizatd natural
(I, r = r(s)) este regulard, deoarece, In mod clar, r’(s) nu se poate anula nicdieri, din
moment ce norma sa nu se anuleaz.

Nu este, catusi de putin, evident cd pentru orice curba parametrizata neteda (si
regulard!), existA alta, echivalentd cu ea, care este parametrizatd natural. Pentru a
construi o astfel de curbd, avem nevoie, mai intai, de altd notiune.

Lungimea arcului unui drum (/,r = r(¢)) intre punctele #; si ¢, este numérul

real?
1%}
/ I (@) d
151

2Desi integrandul este pozitiv, nu am presupus ci 71 < f», de aceea integrala poate fi negativi, iar
modulul este necesar, dacd vrem sd obtinem o cantitate pozitiva.

lll,tz =
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Observatie. Existd o motivatie serioasa pentru definirea lungimii arcului Tn acest
mod. Sa presupunem, pentru fixarea ideilor, cd 1 < t». Alegem o diviziune arbitrara
) =ap <aj <---<ap =t asegmentului [f1,?;] si examindm linia poligonala
vn = r(ap)r(ay)---r(a,). Lungimea acestei linii poligonale este suma lungimilor
segmentelor sale. Se poate arita ca, daca curba parametrizatd (I, r) este “suficient de
bund” (de exemplu, cel putin o datd continuu diferentiabild), atunci limita lungimii
liniei poligonale y,, cand norma diviziunii tinde citre zero, existd si este egald cu
lungimea arcului de drum. Trebuie mentionat, de asemenea, cd definifia lungimii
arcului are sens si pentru curbe netede pe portiuni, deoarece, in acest caz, vectorul
tangent are doar un numdr finit de puncte de discontinuitate si, de aceea, norma sa este
integrabild.

Vom demonstra cd lungimile arcelor a doud curbe parametrizate echivalente
Intre puncte corespondente sunt egale, de aceea, lungimea arcului este, intr-un fel, o
caracteristici a suportului.

Intr-adevir, fie r(r) = p(A(¢)), atunci ¥'(t) = A’(¢)p"(A(¢)). De aceea,

1)
/ I (@) d:
t

1%}
/t ")l - [A'|dt

1

2] A2
/ 1o’ | X (1)t | = / 1o’ WlldA|.
11 T Al

Pentru curbe parametrizate natural, (/,r = r(s)),
lsl,sz = |S2 — 81 |
In particular, daci O € I (ceea ce se poate presupune intotdeauna, deoarece translatia
este un difeomorfism), atunci /o s = ||, adicd, abstractie facand de semn, parametrul

natural este lungimea arcului.

Propozitia 1. Pentru orice curbd parametrizatd regulard existd o curbd parametrizatd
natural echivalentd cu ea.

“

3Spunem “Intr-un fel”, pentru ci putem reprezenta aceeasi multime de puncte ca suport al altei curbe
parametrizate, care si nu fie echivalenta cu cea initiald. Noul drum poate, foarte bine, sa aibd o lungimea
a arcului diferitd intre aceleasi puncte ale suportului.
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Demonstratie. Fie (I,r = r(t)) o curba parametrizata regulard, to € I, si
t
Al >R, ¢ —>/ ¥/ (7)||d .
to

Functia A este netedd si strict crescdtoare, deoarece A'(t) = |r'(¢)|| > 0. Prin
urmare, imaginea sa va fi un interval deschis J, iar functia A : I — J va fi un
difeomorfism. Curba parametrizati (J, p(s) = r(A~!(s)) este echivalenti cu (/,r) si
este parametrizati natural, deoarece p’(s) = r'(A~1(s))(A~1) (s), in timp ce

1 B 1
MATHs) @)l

A 6) =

si, prin urmare,
1o’ @I = I A DI 1A ()] = 1.
O

Observatie. In demonstratia propozitiei precedente, am utilizat, in mod esential, faptul
cd toate punctele curbei sunt regulare. Pe un interval 1n care curba are puncte singulare,
nu existd o curba parametrizata natural echivalenta cu ea.

Exemplu. Pentru elicea circulara

X =acost
y = asint
z = bt,

obtinem, printr-o schimbare de parametru,

t t
s(t) = / I (7)|ldT = / [{—asint,acost,b}||dt = Va? + b2,
0 0

de aceea,
s

Ve

Asadar, parametrizarea naturald a elicei este datd de ecuatiile

s
X = dCOS —F/——=
va’+b?
; s
= aSin —F———=
Y va?+b?
z=b—=—.

va2+b2
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Exercitiul 1.2.1. Gasiti o parametrizare naturald a curbei

x = el cost, , Yy = elsint, z=-¢".

Exercitiul 1.2.2. Demonstrati ca parametrul de-a lungul curbei

x=%cos<ln%), y=%sin<ln%>, Z=%

este un parametru natural.

Observatie. Este de remarcat ca, de regula, parametrul natural de-a lungul unei curbe
nu poate fi exprimat in termeni finiti (adica folosind doar functii elementare) n raport
cu parametrul de-a lungul curbei. Aceasta este, de fapt, imposibil chiar si pentru curbe
foarte simple, cum ar fi elipsa

X = acost

y = bsint,

cua # b, pentru care lungimea arcului se poate exprima doar cu ajutorul functiilor
eliptice (de aici vine, de fapt, numele acestor functii!). De aceea, desi parametrul
natural este foarte important pentru consideratii teoretice i demonstratii, dupd cum
vom vedea, pentru exemple concrete n-o vom folosi aproape deloc.

1.3 Definitia curbei

Dupa cum am spus, ne putem imagina, intuitiv, o curbd ca fiind, pur si simplu, o
deformare a unei linii drepte, fara sd ne gindim, neapdrat, la o reprezentare analiticd.
Ne asteptim ca curba si aibi o tangenti bine definiti in fiecare punct. In particular,
aceastd conditie trebuie sd elimine atit punctele de Intoarcere, cat si autointersectiile.

Definitia 1.3.1. O submultime M C R3 se numeste curbd regulard (sau o subva-
rietate 1-dimensionald a lui R3) daci, pentru fiecare punct a € M, existi o curbi
parametrizata regulara (I, r), al cirei suport, r(/), este o vecinitate deschisd in M a
punctului a (adicd este o multime de forma M N U, unde U este o vecinatate deschisa
a lui @ in R3), in timp ce aplicatiar : I — r(/) este un omeomorfism, in raport
cu topologia de subspatiu a lui r(/). O curba parametrizata cu aceste proprietati se
numeste parametrizare locald a curbei M 1n jurul punctului a. Dacé pentru o curba
M existd o parametrizare locald (7, r) care este globald, adica pentru care r(/) = M,
curba se numeste simpld.
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Observatie. In unele cirti, in definitie se cere ca aplicatiar : I — r(/) si fie neteds,
ceea ce nu este complet riguros, deoarece r(/) nu este o submultime deschisa a lui
R3. Ceea ce se intelege prin aceasti cerinti este, totusi, acelasi lucru, adici aplicatia
r : I — R3 trebuie si fie netedi.

Exemple. 1. Orice dreaptd din R3 este o curbd simpli, deoarece are o parametri-
zare globali, dati de o functie de formar : R — R3,r(f) = a+b-¢, unde a si
b sunt vectori constanti, b # 0.

2. Elicea circulara este o curba regulard simpld, cu parametrizarea globaldr : R —
R3, datd de r(t) = (acost,bsint, bt).

3. Un cerc in R3 este o curbi regulari, dar nu este simpli, deoarece nici un interval
deschis nu poate fi omeomorf cu cercul, care este o submultime compactd a lui
R3.

Astfel, o curbi regulari este, pur si simplu, o submultime a lui R3 obtinuti “lipind
in mod neted” suporturi de curbe parametrizate. Dacd examinam cu atentie definitia
curbei, remarcdm ca nu orice curba parametrizata poate fi utilizatd ca parametrizare
locali a unei curbe. Pentru o curbi parametrizati (7, r) arbitrari, aplicatiar : / — R3
nu este injectiva si, astfel, nu poate fi o parametrizare locald. Mentiondm, de asemenea,
cd, chiar daca functia este injectiva, r : I — r(/) poate sd nu fie un omeomorfism
(chiar dacd aplicatia este continud si bijectivd, inversa ei ar putea sd nu fie continud).

Daca, de exemplu, consideram curba parametrizatd (/,r),cu / = Rsir: R —
R3,

r(t) = (cost,sint,0),
atunci suportul acestei curbe parametrizate este cercul unitate n planul de coordonate
x0y, cu centrul in origine. Nu trebuie, totusi, sa tragem concluzia ci cercul este o
curba simpld, deoarece r nu este un omeomorfism pe imagine (de fapt, aplicatia nu
este nici micar injectivd, deoarece este periodica).

S& presupunem, acum, cd (/,r = r(t)) si (J, p = p(t)) sunt doud parametrizari
locale ale unei curbe regulare M, 1n jurul aceluiasi punct a € M. Atunci, dupd cum
ne putem astepta, cele doud curbe parametrizate sunt echivalente, daca restrangem
intervalele de definitie astfel incat drumurile sd aiba acelasi suport. Mai precis, are loc
urmatoarea teorema:

Teorema 1.3.1. Fie M C R3 o curbd regulard si (I,x = r(t)), (J,p = p(1)) —
doud parametrizdri locale ale lui M astfel incat W = r(I) N p(J) # 0. Atunci
@ t(w), rl—1w)) si (W), Plo—1(wy) sunt curbe parametrizate echivalente.
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Demonstratie. Fie

(L, x(r) = (X(1). y(1). 2(1))

si
(J, p(r) = (x(2), y(7), 2(7))

doud parametrizdri locale ale lui M. Pentru a simplifica notatiile, vom presupune, de
la bun inceput, ci r(I) = p(J). In mod clar, aceastd ipotezi nu reduce generalitatea.
Afirmdm ca aplicatia A : [ — J, A = p_1 or, este un difeomorfism care, astfel,
furnizeaza o schimbare de parametru intre cele doud curbe parametrizate.

A este, in mod clar, un omeomorfism, ca si compunere a omeomorfismelor

r:I —»>r(l)

si
p Lip(d) > J.

In plus, r = p o A. De aceea, tot ce avem de demonstrat este ci aplicatiile A si A ™!
sunt ambele netede. Am putea fi tentati, in acest punct, sd reprezentam A ca

si sii tragem concluzia ci A este netedd, ca si compozitie de functii netede. In timp
ce reprezentarea este legitimad, Intrucat atat r cat si p sunt omeomorfisme pe imagine,
p ! nu este o functie diferentiabili si, cel putin pe moment, nu are sens si vorbim
despre diferentiabilitatea sa, deoarece domeniul sdu de definitie nu este o submultime
deschisd spatiului euclidian ambient. Vom demonstra, in schimb, ci, local, p_1
este restrictia unei aplicatii diferentiabile definita, de data aceasta, pe o submultime
deschisd a lui R3.

Deoarece notiunea de diferentiabilitate este o notiune locald, este suficient si
demonstram cd A este netedd intr-o vecinitate a fiecarui punct al intervalului 7.
Aceasta se poatre realiza, de exemplu, reprezentind, local, A ca o compunere de
functii netede. Fie to € I, 19 = A(fp). Datorita regularititii aplicatiei p, avem
p’(70) # 0. Pyutem presupune, fira a restringe generalitatea, cd prima componenta a
acestui vector este nenuld, adicid x’(7g) # 0. Din teorema functiei inverse, aplicata
functiei x, rezultd ci existd o functie netedd t = f(x), definitd si neteda intr-o
vecindtate deschisd IV C R a punctului xo = x(79). Atunci, in vecinatatea deschisa
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p(f(V)) a punctului (x(to). y(t0).2(t0)) din M vom avea p~'(x,y.z) = f(x),
ceea ce inseamnd c4, 1n fapt, avem

-1 _
p |p(f(V)) = forrleroy-

unde pry : R? — R este proiectia lui R3 pe primul factor.
Avand aceasti expresie pentru p !, putem scrie A intr-o vecinitate r~1 (p( £(V)))
aluifgca

_ 1 _
Me1Gor@m = P ey © Etorany = £ 0 Prilo(rary) © Pt (oirvyy) -

Cum functiile f, pr; si r sunt, toate, netede pe domeniile indicate, rezulta ci A este
neteddi pe vecinitatea deschisi r=!(p(f(V))) a lui 9. Cum fg era arbitrar, A este
netedi pe intregul /. Netezimea lui A~! se demonstreazi analog, schimband rolurile
luirsip. O

Rezultd din definitie cd orice curba regulard este , local, suportul unei curbe
parametrizate. Global, aceastd observatie nu este adeviratd, decét daca curba este
simpla. De asemenea, in general, suportul unei curbe parametrizate nu este o curba
regulard. Si consideram, de exemplu, lemniscata lui (R, r(z) = (x(2), y(¢), z(2))),
unde

_ t(1+1?)
x() = (1+t‘;)

(1t
y() = S5+

z=0

r este continui, chiar bijectiv, dar inversa nu este continui. in fapt, suportul are o
autointersectie, deoarece lim;— oo I = lim; o r = r(0) (vezi figura 1.3). Totusi,
putem restringe Intotdeauna domeniul de definitie al unei curbe parametrizate regulare
astfel Tncat suportul restrictiei s fie o curbd regulard.

Teorema 1.3.2. Fie (I,r = r(t)) o curbd parametrizatd regulard. Atunci fiecare
punct ty € I are o vecindtate W C I astfel incdt v(W) sd fie o curbd regulard.

Demonstratie. Regularitatea lui r in fiecare punct inseamnd, in particular, cd r/(to) #
0. Fird a restrAnge generalitatea, putem presupune cd x’(z9) # 0. S considerdm
aplicatia ¥ : I x R? — R3, dati de

Y(t,u,v) =r)+ (0,u,v),
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)

Figura 1.3 — Lemniscata lui Bernoulli

unde (u,v) € R2. ¥ este, in mod clar, netedi iar matricea sa Jacobi in punctul
(t0,0,0) este datd de

X/(l‘()) 0 0
J(Y)(t,0,0) = [ y'(to) 1 O
Z/(l()) 0 1

Determinantul sau este
det J(¥)(o.0,0) = x'(to),

de aceea v este un difeomorfism local in jurul punctului (79, 0,0). In consecinti,
existd vecinititile deschise U C R3 alui (19,0,0) si V C R3 alui ¥ (¢, 0, 0) astfel
incét ¥ |y sd fie un difeomorfism de la U la V. Sanotam cu ¢ : V — U inversa ei
(care, desigur, este, de asemenea, un difeomorfis, de la V' la U, de aceastd datd). Daca
punem

W:={tel: (00U},

atunci, in mod clar, W este o vecinatate deschisa a lui #o in / astfel Incat

p(V Nr(W)) = oy (W x{(0.0)}) = W x {(0,0)}.
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Observatie. Teorema precedentd joacd un rol conceptual foarte important. Prectic,
ne spune ca orice proprietate locald a unei curbe parametrizate regulare este adeva-
ratd si pentru curbe regulare, daca roprietatea este invarianta relativ la o schimbare
de parametru, fdrd sa facem ipoteaza ca curba parametrizatd, ca aplicatie, este un
omeomorfism pe imagine. Desigur, trebuie sd ne ludm toate masurile de precautie
atunci cand investigdm proprietdti globale ale curbelor regulare.

1.4 Reprezentari analitice ale curbelor

1.4.1 Curbe plane

O curbi regulardi M C R? se numeste pland daci este continuti intr-un plan 7. Vom
presupune, de reguld, cd planul & coincide cu planul de coordonate x Oy si, de aceea,
vom folosi doar coordonatele x si y pentru a descrie astfel de curbe.

Reprezentarea parametrica. Alegem o parametrizare locald (1, r(t) = (x(¢), y(¢))
a curbei. Atunci suportul r(/) al acestei parametrizari locale va fi o submultime
deschisd a curbei. Pentru o parametrizare globala a unei curbe simple, r(/) este
intreaga curbd. Astfel, fiecare punct a al curbei are o vecinitate deschisi care este

suportul curbei parametrizate
= x(t
x=x0) (1.4.1)
y = y()

Ecuatiile (1.4.1)se numesc ecuatiile parametrice ale curbei In vecinitatea punctului a.
De reguld, cu exceptia cazului in care curba este simpld, nu putem utiliza acelasi set
de ecuatii parametrice pentru a descrie toate punctele unei curbe.

Reprezentarea explicitd. Fie f : I — R o functie netedd, definitd pe un interval
deschis de pe axa reald. Atunci graficul sdu

C={kxf(x)|xel} (1.4.2)
este o curbd simpla, care are parametrizarea globala

X =t

1.4.3
y= /@) 49
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Ecuatia
y = f(x) (1.4.4)
se numeste ecuatia explicitd a curbei (1.4.2).

In literaturd, pentru reprezentarea expliciti a unei curbe se mai utilizeazi si
termenul de formd neparametricd. Aceastd denumire nu ni se pare foarte potrivitd
deoarece, de fapt, o reprezentare explicitd poate fi privitd ca fiind un caz particular de
reprezentare parametricd, parametrul fiind chiar coordonata x .

Reprezentarea implicitd. Fie F : D — R o functie neteda, definitd pe un domeniu
D C R?, i fie
C={(x.y)eD|F(x,y) =0} (1.4.5)

mulfimea de nivel 0 a functiei F. In general, C nu este o curbi regulari. Tot ce putem
spune despre aceastd multime este cd e o submultime inchisa a planului. Totusi, daca
in punctul (xo, yo) € C, vectorul grad F = {0x F, 0, F'} nu se anuleazd, de exemplu
dy F(x0, y0) # 0, atunci, din teorema functiilor implicite, exista:

e 0 vecinitate deschisi U a punctului (xo, yo) in R?;

e o functie netedd y = f(x), definita pe o vecindtate deschisda / C R a punctului
X0,

astfel Incat
CNU ={(, fx)|x e I}.

Dacé grad F # 0 in toate punctele lui C, atunci C este o curba regulara (desi, in
general, nu una simpld).

Figura 1.4 — Bisectoarele axelor de coordonate

Exemple. 1. F:R* >R, F(x,y) = x2 + y2 — 1. Fie
(x0,y0) € C = {(x,y) e R? | x> + y* — 1 = 0}.

Atunci avem
grad F(xo,y0) = {2x0,2y0}.

Evident, intrucat xg + y% = 1, vectorul grad F nu se poate anula pe C si, astfel,
C este o curba (cercul unitate cu centrul in origine).
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2. F:R? >R, F(x,y) = x>—y2. C nueste o curbi, in acest caz (gradientul se
anuleazd in origine). De fapt, multimea C are o autointersectie in origine (C nu
e altceva decat reuniunea celor doua bisectoare ale axelor de coordonate, vezi
figura 1.4). S-ar putea sd nu fie foarte clar de ce avem probleme In vecinitatea
originii pentru aceastd “curbd”. Adevirul este cd nu existd nici o vecinatate a
originii (pe C) care si fie omeomorfd cu un interval deschis de pe axa reala.
O vecindtate a originii pe C este o intersectie dintre o vecindtate a originii
in plan si mulfimea C. Acum, daci restringem vecindtatea originii in plan,
intersectia sa cu C va fi In formd de cruce. Daca Inldturdm originea din cruce,
rdman patru componente conexe. Pe de alta parte, sd presupunem ca ar exista
un omeomorfism f de la cruce la un interval deschis de pe axa reald. Daca
inlaturam din interval imaginea originii prin omeomorfismul f, vom obtine, in
mod clar, doar doud componente conexe. Totusi, se poate demonstra cd numéarul
de componente conexe rezultate prin Tnlaturarea unui punct este invariant fata
de omeomorfisme.

Observatie. Conditia de nesingularitate a gradientului lui F este doar o conditie
suficientd pentru ca ecuatia F(x, y) = 0 si reprezinte o curbd. Daci gradientul lui
F este zero Intr-un punct, nu putem afirma cd ecuatia descrie o curba in jurul acelui
punct, dar nu putem face nici afirmatia contrard. Sa considerdm, ca un exemplu trivial,
ecuatia
— 2
Fx,y)=(x—-y)*=0.
Atunci avem
grad F(x,y) = 2{x — y, —(x — y)}
iar dacd notdm
2
C ={(x.y) eR"| F(x,y) =0},
atunci grad F' = 0 in toate punctele lui C. Dar, Tn mod clar, C este o curba (e usor de
vazut cd este prima bisectoare a axelor de coordonate, adicd o dreaptd).

1.4.2 Curbe in spatiu

Reprezentarea parametricd. Ca si in cazul curbelor plane, printr-o parametrizare
locald
x =x(1)
y=y(@) (1.4.6)
z=12z(t)
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putem reprezenta fie intreaga curba, fie doar o vecindtate a unuia dintre punctele sale.

Reprezentarea explicitd. Daca f, g : I — R sunt doua functii netede, definite pe
un interval deschis al axei reale, atunci multimea

C={(x, f(x),gx) eR3|xel} (1.4.7)

este o curbd netedd, cu parametrizarea globald data de

X =1
y=f@) . (1.4.8)
z=2g(n

Ecuatiile
y=/70 (1.4.9)
z=g(x)

se numesc ecuatiile explicite ale curbei. Remarcdm ca, de fapt, fiecare dintre ecuatiile
sistemului (1.4.9) este ecuatia unei suprafete cilindrice, cu generatoarele paralele
cu una dintre axele de coordonate. De aceea, reprezentarea explicitd a unei curbe
inseamnd, de fapt, reprezentarea ei ca o intersectie a doud suprafete cilindrice, cu cele
doua familii de generatoare avand directii ortogonale.

Reprezentarea implicitd. Fie F,G : D — R, definite pe un domeniu D C R3.
Consideram mulfimea

C ={(x,y,z)e D| F(x,y,z) =0, G(x,y,z) =0},
cu alte cuvinte, multimea solutiilor pentru sistemul

F(x,y,z) =0,

1.4.10
G(x,y,z) =0. ( )

In general, multimea C nu este o curbi regulari. Totusi, daci intr-un punct ¢ =
(x0, 0, z0) € C rangul matricii Jacobi

(axG 5 G 8ZG) (1.4.11)
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este egal cu doi, atunci existd o vecinatate deschisd U C D a punctului (xg, yo, Zo)
astfel incat C N U — multimea solutiilor sistemului (1.4.10) In U — sd fie o curba.
Intr-adevdr, sa presupunem, de exemplu, ca

9,F(a) 9,F(a)
det (G;G(a) azG(a)) 7 0.

Atunci, din teorema functiilor implicite rezultd ca existd o vecindtate deschisa U C D
astfel incat multimea C N U si poata fi scrisd sub forma

CNU ={(x f(x).gx)|x e Wj,

unde W este o vecinatate deschisd in R a punctului xg, in timpce y = f(x),z = g(x)
sunt functii netede, definite pe W. Evident, C N U este o curbd simpl4, iar perechea
(W,r(t) = (¢, f(¢t), g(¢)) este o parametrizare globali a sa.

Daca rangul matricei (1.4.11) este doi peste tot, atunci C este o curbd (desi, in
general, nu una simpla).

Exemplu (Fereastra lui Viviani). Un exemplu important de curbd in spatiu data prin
ecuatii implicite este asa-numita fereastrd a lui Viviani*. Aceastd curbi se obtine ca
intersectie dintre sfera cu centrul in origine si de razd 2a si cilindrul circular de razd a
si cu axa paraleld cu axa Oz, situatd la distanta a fata de aceastd axa. Cu alte cuvinte,
ecuatiile ferestrei lui Viviani sunt

x2 4+ y% 4 22 = 4a?,
(x —a)®> + y? =a>.

Este instructiv sd facem niste calcule pentru cazul ferestrei lui Viviani. Dupd cum vom
vedea, ea nu este, global, o curbd. Va trebui sa indepartam un punct pentru a obtine,
Intr-adevdr, o curbd regulard. Forma ferestrei lui Viviani este usor de inteles. Ea este
similara cu o lemniscata Bernoulli agsezatd pe suprafata unei sfere. Fie, asadar,

F(x,y,z)= x?2 +y2 + 2% — 442,
G(x,y,z) = (x —a)2 + y2 — a2

4Vincenzo Viviani (1622-1703) a fost un matematician si arhitect italian, care a fost in contact cu
Galileo Galilei 1n ultimii ani de viatd ai acestuia si cdruia 1i plicea sd se recomande ca “ultimul student al
lui Galileo™.
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Atunci ecuatiile curbei se scriu

F(x,y,z) =0,
G(x,y,z) =0.

Avem, acum,

Fy Fy F7\ _ 2x 2y 2z o X vz
Gy G, G;) \2(x—a) 2y 0) “\x—a y 0)°

Pentru a obtine un punct singular, urmatorul sistem de ecuatii trebuie sa fie verificat:

y=0
yz=0
(x—a)z=0

In mod clar, singura solutie a sistemului care verifici si ecuatiile curbei este x =
2a,y = z = 0. Astfel, fereastra lui Viviani (vezi figura 1.5) este o curba regulard peste
tot, cu exceptia punctului care are aceste coordonate. Nu este dificil de demonstrat ca
fereastra Iui Viviani este, de fapt, suportul curbei parametrizate

t
r(t) = (a(1 4 cost),asint, 2a sin 5),
cut € (—2m,2m). Cand calculdm r/(¢), obfinem
t
r'(t) = {—asint,acost,acos 5}’

ceea ce aratd ci aceastid curbi parametrizati este regulard. In particular, existenta
acestei reprezentdri parametrice regulare a ferestrei lui Viviani aratd ca punctul de
coordonate x = 2a,y = z = 0 este, In fapt, un punct de autointersectie, nu un punct
singular.

1.5 Tangenta si planul normal la o curba. Normala la o
curba plana

Definitia 1.5.1. Pentru o curbid parametrizati r = r(¢) vectorul r'(z9) se numeste
vectorul tangent sau vectorul vitezd al curbei in punctul z9. Daca punctul ¢y este
regular, atunci dreapta care trece prin r(fo) si are directia datd de vectorul r/(z9) se
numeste tangentd la curbd in punctul r(tg) (sau in punctul zg).
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Figura 1.5 — Fereastra lui Viviani

Ecuatia vectoriald a tangentei este, prin urmare:
R(7) = r(to) + tr'(t0). (1.5.1)
Exemplu. Elicea cilindricd circulard are parametrizarea
r(t) = (acost,asint, bt),
de aceea, pentru un punct fg,
r'(to) = {—acosty,asinty,b}.
Astfel, ecuatia tangentei la elice este

R(t) =(acosty — tasinty, asinty + ta costy, bty + th) =
=(a(costy — tsinty), a(sinty + T costy), b(to + 1)).

Propozitia 1.5.1. Vectorii tangenti la doud curbe parametrizate echivalente, in puncte
corespondente, sunt coliniari, in timp ce tangentele coincid.
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Demonstratie. Fie (I,r = r(t)) si (J,p = p(s)) cele doud curbe parametrizate
echivalente §i A : I — J — schimbarea de parametru, adici r = p(A(¢)). Atunci, in
conformitate cu regula de derivare a functiilor compuse,

r'(1) = p' (A1) - X (1),
unde A'(¢) # 0. O

Observatii. 1. In mod clar, ¥’ si p’ au acelasi sens atunci cadnd A’ > 0 (schim-
barea de parametru nu modificd sensul 1n care este parcurs suportul curbei
parametrizate) si au sensuri opuse atunci cind A’ < 0.

2. Deoarece schimbarea de parametru modificd, in general, vectorul tangent, nu
putem defini vectorul tangent intr-un punct al unei curbe regulare folosind
o parametrizare locala. Totusi, dupd cum am vazut, doar sensul si lungimea
vectorului tangent pot sd varieze, nu si directia. Astfel, are sens sd vorbim despre
tangenta intr-un punct al unei curbe regulare, definita prin orice parametrizare
locald a curbei 1n jurul punctului ales.

=9

Putem utiliza o modalitate mai “geometricd” pentru a defini tangenta la o curba
parametrizatd. Fie r(to + At) un punct de pe curba apropiat de punctul r(zp). Atunci,
din formula lui Taylor, avem

r(to + At) = r(to) + At -v'(t9) + At - €, (1.5.2)

unde Alim € = 0. Considerdm o dreaptd arbitrard s, care trece prin r(fg) si are
t—0

directia data de versorul m. Fie
def
d(At) = d((r(to + A1), 7).

Teorema 1.5.1. Dreapta m este tangentd la curba parametrizatd r = r(t) in punctul
to dacd §i numai dacd
d(At)
im =
At—0 | At

(1.5.3)

Demonstratie. Din formula lui Taylor (1.5.2), avem

Ar = r(tg + At) —r(tg) = At -Y'(tg) + At - €.
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Distanta d (At) este egali cu

IAr x m|| = |At[[|r'(to) x m + € x m].
Astfel,
d(At) . , ,
= 1 r'(fo) X m xm | = |r' (o) x m]|.
Ao | At| Ao ' (z0) +‘\,O_,|| [’ (o) I
—

Acum, daci dreapta 7 este tangenta in 7o, atunci vectorii r’(¢9) si m sunt coliniari,
atunci r'(fp) x m = 0.

Invers, dacd este Indeplinitd conditia (1.5.3), atunci ||r/(z9) x m| = 0, de aceea, fie
r'(to) = 0 (ceea ce nu se poate intimpla, deoarece curba parametrizati este regulari),
fie vectorii r’(fo) si m sunt coliniari, adica 7 este tangenta n . O

Observatie. Conditia (1.5.3) este exprimatd prin cerinta ca tangenta si curba sa aiba
un contact de ordinul intdi (sau un contact de tangentd). Un alt mod de a interpreta
aceastd formula este acela cd tangenta este pozitia limita a unei drepte determinate de
punctul ales si de un punct vecin de pe curbd, atunci cdnd punctul vecin se apropie
indefinit de punctul dat.

In continuare, dacd nu se precizeaza altfel, toate curbele parametrizate vor fi
considerate regulare.

Definitia 1.5.2. Fie r = r(¢) o curba parametrizata si to € I. Planul normal in
punctul r(zo) al curbei r = r(t) este, prin definitie, planul care trece prin r(zp) si este
perpendicular pe tangenta la curba in punctul r(z).

Dacar = r(t) este o curba parametrizata pland (adica suportul sdu este continut
Intr-un plan, pe care 1l vom presupune identic cu planul de coordonate xOy), atunci
normala la curbd in punctul r(#) este, prin definitie, dreapta ce trece prin r(zp) si este
perpendiculard pe tangenta la curba in punctul r(¢).

Observatie. Intrucat are sens sd definim tangenta Intrun punct al unei curbe regulare,
folosind o parametrizare locald oarecare a curbeivin jurul punctului respectiv, acelasi
lucru este adevarat pentru planul normal (normala, in cazul curbelor plane).

Ecuatia vectoriald a planului normal (respectiv a normalei) rezultd imediat din
definitie:
(R —r(t9)) - ¥'(to) = 0. (1.5.4)
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1.5.1 Ecuatiile tangentei si planului normal (normalei) pentru diferite
reprezentari ale curbelor

Reprezentarea parametrica

Dacd plecam de la ecuatia vectoriald (1.5.1) a tangentei si o proiectaim pe axele de
coordonate, obtinem ecuatiile parametrice ale tangentei, adicd, pentru curbe 1n spatiu,

X(7) = x(t0) + ' (20),
Y(r) = y(to) + ¥’ (t0). (1.5.5)
Z(t) = z(to) + vz’ (t0),

si, pentru curbe plane,
X(t) = x(t0) + tx'(t0),

, (1.5.6)
Y(r) = y(to) + 7y’ (t0).
Dacd elimindm parametrul t, obtinem ecuatiile canonice:
X—x Y-y Z-z
= I =— (1.5.7)
pentru curbe 1n spatiu, respectiv
X - Y —
B (1.5.8)
X y

pentru curbe plane.
Cat despre ecuatia planului normal (normalei), o obtinem din ecuatia (1.5.4),
exprimand-o ca
(X —x,Y—y,Z—-z}-{x',y',Z2/} =0,

pentru curbe 1n spatiu si
X —x,Y —y}-{x',y'} =0,
pentru curbe plane. Dezvoltand produsele scalare, obtinem:
X —x)x"+ X =y +(Z-2)2 =0, (1.5.9)
pentru ecuatia planului normal la o curbd in spatiu si, pentru normala la o curba pland,

(X —x)x'+ (X —y)y =0. (1.5.10)



1.5. Tangenta si planul normal 35

Reprezentarea explicita
Dacd avem o curbd in spatiu datd de ecuatiile

y=f(x)
z = g(x)

’

atunci putem construi o parametrizare (globald)

x =t
y=f(@)
z =g(t).

Pentru derivate, obtinem imediat expresiile

x'=1
y=f
Z/:g/,

ceea ce, dupa inlocuire 1n ecuatiile (1.5.7), ne conduce, pentru tangenta, la ecuatiile
P S (O B Ay 160
A= / - /
S(x) g'(x)
in timp ce, pentru planul normal, dupd inlocuirea derivatelor in ecuatia (1.5.9), obtinem

X—x+ X - f(x)f'(x)+(Z—-gx)g'(x) =0. (1.5.12)

Pentru o curbd pland data explicit,

: (1.5.11)

y = ),
avem reprezentarea parametrica
X =1
y=f,
si, astfel, ecuatia tangentei este
X—x= Y——f(x) (1.5.13)

J'x)
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sau, Intr-o forma mai familiara,

Y — f(x) = f')X —x),

while for the normal we get

X—x+¥ - f)f'(x)=0

sau
1

—f’(x) (X —x).

Y — f(x) =—

Reprezentarea implicita

Consideram o curba datd prin ecuatiile implicite

F(x,y,z)=0
G(x,y,z)=0.

Sa presupunem ca intr-un punct (xg, Yo, Zo)

F! F’)
det{ J Z)#0
(G} Gz

(1.5.14)

(1.5.15)

(1.5.16)

(1.5.17)

Atunci, dupa cum am vazut mai sus, 1n jurul acestui punct, curba poate fi reprezentata

sub forma
{y = f(x)
z = g(x),

adicd sistemul (1.5.17) poate fi scris ca

F(x, f(x).g(x)) =0
G(x, f(x).g(x)) = 0.

(1.5.18)

Calculand derivatele totale in raport cu x ale lui F si G, obtinem sistemul

Fy+ /() F +¢g'(x)F; =0
Gy + f'(x)G;, + g'(x)G; =0,
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de aceea
JE 48 F =k
f’GJ’, + ¢'G, = -G/.

Din acest sistem, putem obtine f” si g’, prin regula lui Cramer:

F. F!|wt D(F,G) I

A=\ | = ———= £0,
¢, Gi|~ Do) 7
A — |7Fe FI| _|F Fi|u D(F.G)
7T =GL G T |GL G| T D(zx)
Ay = F)ﬁ —F] . F; Fy’ not D(F,G)
- / / - / / - ’
Gy _Gx Gx Gy D(x,y)
de aceea,
D(F,G)
!/ __ D(er)
f ~ D(F,G)
D(y,z)
D(F.G) (1.5.19)
! __ D(X,y)
8 = DF.G)
D(y,z)

Asa cum am viazut mai sus, pentru curba (1.5.18) ecuatiile tangentei sunt

Y —f(x0) Z—g(xo)

X — Xo = =
S (x0) g’ (xo)
sau, folosind (1.5.19),
¥ o = Y — f(xo)  Z—g(xo)
X0 = "pFEG T T DEG
D(z,x) D(x,y)
D(F.,G) D(F.,G)
D(y,z) D(y.z)

de unde, tinand cont de faptul ca f(xo) = yo si g(x0) = zp, avem

X—X()_ Y—y() . Z—Z()

D(F,G) ~ D(F.G) ~ D(F.G)"
D(y,z) D(z,x) D(x,y)

Pentru o curbd pland
F(x,y)=0,
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dacd, intr-un punct (xg, yo) este verificatd conditia FJﬁ # 0, atunci, din teorema
functiilor implicite, local celputin, putem scrie y = f(x), deci ecuatia curbei se poate
scrie
F(x, f(x)) =0.
Diferentiind aceasta relatie in raport cu x, obtinem
F/
Fi+fF=0= f=——.

Fy

Astfel, din ecuatia tangentei:
Y —yo = f'(x0)(X — xo),

deducem ca
Fy
Y —yo =~ (X —xo)
y
sau
(X —x0)Fy + (Y — yo) Fy, =0,

n timp ce pentru normald obtinem ecuatia

(X —x0)Fy — (Y — yo) Fy = 0.

1.6 Planul osculator

Definitia 1.6.1. O curbi parametrizata r = r(¢) se numeste biregulard (sau in pozitie
generald) n punctul 7o dacd vectorii ¥’ (7g) si r”(f9) nu sunt coliniari, adic

r'(20) x r"(to) # 0.

Curba parametrizata se numeste biregulard daci ea este biregulara in fiecare punct al
domeniului de definitie’.

Observatie. Nu este dificil de verificat ca notiunea de punct biregular este independenta
de parametrizare: daca un punct este biregular pentru o curba parametrizatd datd, atunci
corespondentul sdu prin orice schimbare de parametru este, de asemenea, un punct
biregular.

50 curbi biregulari se mai numeste, in unele ciirti, o curbd completd. Termenul ni se pare nepotrivit,
deoarece el are, de obicei, alt Inteles in teoria globald a curbelor (si, mai ales, a suprafetelor).
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Definitia 1.6.2. Fie (/, r) o curbi parametrizata si f9 € I —un punct biregular. Planul
osculator al curbei 1n r(#p) este planul care trece prin r(fo) si este paralel cu vectorii
' (t9) sir” (¢), adici ecuatia planului este

(R —r(to) ' (t0). r"(t0)) = O, (1.6.1)
sau, dezvoltand produsul mixt,

X — X0 Y — Yo Z — Z0
x’ y' | =0. (1.6.2)
x// y// Z//
Teorema 1.6.1. Planele osculatoare a doud curbe parametrizate echivalente in puncte
biregulare corespondente coincid.

Demonstratie. Fie (I, = r(t)) si (J,p = p(s)) doua curbe parametrizate echiva-
lente si A : I — J — schimbarea de parametru. Atunci

r(r) = p(A(1)).
r'(t) = p" (A1) - V(1)
(1) = p" (A(0) - WV (1)* + p' (A (1) - A" (1)

Intrucat A'(r) # 0, din aceste relatii rezulti ci sistemele de vectori {r'(¢),r”(¢)} si
{p"(A(2)), p” (A(t))} sunt echivalente, adici ele genereazi acelasi subspatiu vectorial
al lui R3, prin urmare, planele osculatoare la cele doua curbe in punctele (biregulare)
corespondente 7o si A(¢p) au acelasi subspatiu director, de aceea ele sunt paralele.
Cum, pe de altd parte, ele au un punct comun (deoarece r(zg) = p(A (%)), ele trebuie
sd coincida. 0

Observatie. Din teorema precedentd rezultd ca notiunea de plan osculator are sens si
pentru curbe regulare.

La fel ca 1n cazul tangentei, existd o modalitate mai geometrica de a defini planul
osculator, care este, in acelasi timp, mai generald, deoarece se poate aplica si pentru
cazul punctelor care nu sunt biregulare.

Fie r(tp) si r(to + At) doud puncte vecine pe o curbd parametrizatd, cu r(Zp)
biregular. Considerdm un plan «, de versor normal e, care trece prin r(fp), si notam
cud(At) =d(r(to + At), ).
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Teorema 1.6.2. « este planul osculator la curba parametrizatd r = r(t) in punctul
biregular r(ty) dacd si numai dacd

d(Ar)
m =
At—0 | At |2

’

adicd planul si curba au un contact de ordinul al doilea.

Demonstratie. Din formula lui Taylor, avem

r(to + At) = r(to) + At ¥ (1) + %(AZ)2 - (to) + (A1)* - €,

cu lim € =0.
At—0

Pe de alti parte,

d(At) = |e- (r(to + At) —r(to))| =

= (e ¥ 0) - At + 5(e(10)) - (A1) + (e €) - (Ar)],

Astfel,
d(Ar) . e-r'(tg) 1 y
im —— = lim |————4+ —--(e-r'(fg))+ e-€ | =
Ai—0 |At|2 Ar—0| At 2 ( (fo)) ~—
-0
e l‘/(l()) 1 7
= h —-(e-r (¢ .
At—0| At + 2 ( (t0))
Dacd lim d(Atz) = 0, atuncie-r'(f9p) = 0sie-r"(t9) = 0, adici e || r'(t9) x " (),
At—0 1411
ceea ce inseamna cd o este planul osculator.
Reciproca este evidenta. O

Observatii. (i) Teorema precedenta justifici numele de plan osculator. De fapt,
numele (inventat de Johann Bernoulli), provine din verbul latin osculare, care
inseamna a sdruta si scoate in evidentd faptul cd, printre toate planele care trec
printr-un punct dat al unei curbe, planul osculator are contactul de ordinul cel
mai Tnalt (“cel mai apropiat”).
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(i) Dacad definim planul osculator prin intermediul contactului, putem defini notiunea
de plan osculator si pentru puncte care nu sunt biregulare, dar, In acest caz, orice
plan care trece prin tangentd este osculator, 1n sensul cd are un contact de ordinul
al doilea cu curba. A spune cd planul osculator Intr-un punct biregular este
singurul plan care are care are un contact de ordinul al doilea cu curba este
acelasi lucru cu a spune ci ca planul osculator este pozitia limitd a unui plan
care determinat de punctul considerat si de doud puncte vecine, atunci cand
aceste puncte se apropie indefinit de cel dat. De asemenea, putem defini planul
osculator intr-un punct biregular al unei curbe parametrizate ca fiind pozitia
limita a unui plan care trece prin tangenta in punctul dat i un punct vecin de pe
curbd, atunci cind punctul vecin se apropie indefinit de cel dat.

O intrebare naturald pe care ne-o putem pune este: ce se intimpla in cazul curbelor
parametrizate plane? Raspunsul este dat de urmédtoarea propozitie, a carei demonstratie
o ldsdm in seama cititorului:

Propozitia 1.6.1. Dacd o curbd parametrizatd biregulard este pland, adicd suportul
sdu este continut intr-un plan m, atunci planul osculator in fiecare punct al acestei
curbe coincide cu planul curbei. Reciproc, dacd o curbd parametrizatd biregulard
are acelagsi plan osculator in fiecare dintre punctele sale, atunci curba este pland, iar
suportul sdu este continut in planul osculator.

1.7 Curbura unei curbe

Fie (I,r = r(¢)) o curbi parametrizata regulara. Fie (J, p = p(s)) o curbd parame-
trizatd natural echivalenti cu ea. Atunci ||p’(s)|| = 1, in timp ce vectorul p” (s) rdtr
perpendicular pe p’(s)°.

Se poate demonstra cd p” (s) nu depinde de alegerea curbei parametrizate natural
echivalenti cu curba dati r = r(¢). Intr-adevir, daci (J1,p; = p;(5)) este o altd
curbd parametrizatd natural echivalend cu cea datd, cu schimbarea de parametru
§ = A(s), atunci, din conditia

lo" ()1l = Py A (NI = 1,

SIntr-adevir, intrucit p’ este un vector unitate, avem p’ 2=, Diferentiind aceasta relatie, obtinem
cd p’- p” =0, ceea ce exprimd faptul ci cei doi vectori sunt ortogonali.
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obtinem |A’(s)| = 1 pentru orice s € J. Astfel, A’ = +1 i, de aceea, § = +s + 50,
unde sq este o constanta. Rezulta ca

p"(s) = P13 X' (9))? +p"1 - A7(s) = p"1(5).
—— ——
=1 =0
Definitia 1.7.1. Vectorul k = p”(s(¢)) se numeste vectorul de curburd al curbei

parametrizate r = r(z) in punctul 7, iar norma sa, k(¢) = ||p”(s(¢))||, se numeste
curbura curbei parametrizate in punctul .

Vom exprima acum vectorul de curbura k(¢) in functie de r(¢) si de derivatele sale.
Alegem ca parametru natural lungimea arcului de curbd. Atunci avem

r(?) = p(s(1)) =

r'(@) = p'(s(t)) - s'(0)
(1) = p"(s(1) - (5"(0)> + p'(s(1)) - 5" (1),

d I+ . pl!
unde s'(1) = PO, s"() = IO = 7 (VIO F©) = % Ast-
fel, avem

” B r’ B r-r o

Acum, Intrucit vectorii p’ si p”” sunt perpendiculari, in timp ce p’ este de lungime 1,
avem
k(@) = k@) = 1" = llp"x p"|.

/

Inlocuind p’ = h, si p” prin formula (1.7.1), obtinem
p
L
k(t) = —— (1.7.2)
[I']|?
Observatii. 1. Din formula (1.7.2) rezulta ci o curba parametrizatd r = r(¢) este

biregulard ntr-un punct ¢y daca si numai daci k(zo) # O.

2. Intrucét pentru 2 curbe parametrizate curbele parametrizate natural echivalente
cu ele sunt echivalente intre ele, rezultd ca notiunea de curburd are sens i pentru
curbe regulare.
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Exemple. 1. Pentru dreapta r = rgy + ta vectorul de curbura (si, de aceea, si
curbura) se anuleaza identic.

2. Pentru cercul Slle ={(x,y,z) € R3|x? 4+ y? = R?, z = 0}, alegem parame-

trizarea
X = Rcost
y = Rsint 0<t<2m.
z=20

Atunci

r'(t) = {—Rsint, Rcost,0}, r’(t) = {—Rcost, Rsint, 0}

si, astfel, |[r'(¢)|| = R, ¥'(¢t) - ¥"(t) = 0. De aceea, pentru vectorul de curburd
obtinem
1 1 1 1
k(z) = R cost, R sint,0; = —E{x, y,z}, k(@)= 3
Observatii. 1. Calculele pe care le-am fiacut mai sus explicd de ce inversa curburii

unei curbe se numeste raza de curburd a curbei.

2. Am vizut ca curbura unei drepte este identic nuld. Reciproca acestei afirmatii
este, de asemenea, adevaratd, cel putin intr-un anume sens, dupd cum arata
urmaétoarea propozitie.

Propozitia 1.7.1. Dacd curbura unei curbe parametrizate regulare este identic nuld,
atunci suportul acestei curbe este situat pe o dreaptd.

Demonstratie. Presupunem, de la bun Tnceput, ca avem de-a face cu o curba parame-
trizatd natural (7, p = p(s)). Din ipotezd, p”(s) = 0, de aceea p’(s) = a = const,
p(s) = po + sa, adicd suportul p(/) este situat pe o dreaptd. Cum doud curbe pa-
rametrizate echivalente au acelagi suport, rezultatul riméne adevirat si pentru curbe
care nu sunt parametrizate natural. O

Observatie. Faptul cd o curbd parametrizatd are curburd zero inseamna doar ca suportul
curbei este situat pe o dreaptd, dar nu Tnseamnd, neapdrat, ca acea curbd parametrizata
este o aplicatie afind de la R la R3 sau restrictia unei astfel de aplicatii, nici ci curba
este echivalentd cu o astfel de curba parametrizata particulard. Putem considera, ca mai
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inainte, curba parametrizatir : R — R3, r = ro + ar3,unde a este un vector constant
nenul din R3. Atunci avem, imediat, ci r/(t) = 2ar? sir”(¢) = 3at, adici viteza si
acceleratia curbei sunt paralele, adica curba are curbura zero dar, agsa cum am vazut
deja, aceastd curbd parametrizatd nu este echivalentd cu o curbi cu o parametrizare
afind.

1.7.1 Semnificatia geometrica a curburii

Consideram o curba parametrizatd natural (/,r = r(s)). Notim cu Ap(s) misura
unghiului format de versorii r(s) si r(s + As). Atunci

A
(s + As) — r(s)]| = 2 |sin 22|
De aceea,
- Ap(s)
17 . I'(S + AS) — l'(S) . 2 |sin 2
k(s) = [lr"(s)[| = || lim = lim ———— =
As—>0 As As—0 |As|
- Ap(s)

lim | 426 sin 262 Ap(s)| | de
= 1m . = = |—].

As—0| As As—0| As ds

‘ Ap(s)
2

Astfel, dacd tinem cont de faptul cd Ag(s) este masura unghiului dintre tangentele la
curbd in s si s + As, ultima formula ne da:

Propozitia 1.7.2. Curbura unei curbe parametrizate este modulul vitezei de rotatie a
tangentei la curbd, atunci cand punctul de tangentd se miscd de-a lungul curbei cu
vitezd unitate.

1.8 Reperul Frenet (reperul mobil) al unei curbe parame-
trizate

In fiecare punct al unei curbe parametrizate biregulare (I, r = r(¢)) putem construi
un reper afin al spatiului R3. Ideea este ci, daci vrem si investigim proprietitile
locale ale unei curbe parametrizate 1n jurul unui punct dat al curbei, atunci este mult
mai usor si facem asta daci nu utilizim sistemul de coordonate standard al lui R3, ci
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un sistem de coordonate cu originea intr-un punct dat al curbei, In timp ce axele de
coordonate au anumite legdturi cu proprietdtile locale ale curbei. Un astfel de sistem
de coordonate a fost construit, in mod independent, la mijlocul secolului al XIX-lea,
decdtre matematicienii francezi Frenet si Serret.

Definitia 1.8.1. Reperul lui Frenet (sau reperul mobil al unei curbe parametrizate
biregulare (I,r = r(t)) in punctul ¢y € I este un reper ortonormat al spatiului R3,
cu originea 1n punctul r(zp), versorii de coordonate fiind vectorii {7 (to), v (o), B(t0)},
unde:

T (o) este versorul tangentei la curba in ¢y, adica

r'(to)

20 = ol

e v(tg) = k(to)/k(to) este versorul vectorului de curbura:

k
v(to) = %

si se numeste versorul normalei principale in punctul 7g;

o B(t9) = T(to) x v(to) se numeste versorul binormalei in punctul #g.

e Axa de directie 7 (#g) este, evident, tangenta la curba in ty.

e Axa de directie v(¢o) se numeste normald principald. De fapt, aceastd dreapta
este continud in planul normal (deoarece este perpendiculara pe tangentd), dar
este, de asemenea, continutd in planul osculator. Astfel, normala principald
este normala continutd in planul osculator.

e Axa de directie (o) se numeste binormald. Binormala este normala perpendi-
culard pe planul osculator.

e Planul determinat de vectorii {7 (f9), v(¢o} este planul osculator (O in figura ??).
e Planul determinat de vectorii {v(¢g), B(¢0)} este planul normal (N 1in figura ??).

e Planul determinat de vectorii {T (¢9), B(¢o)} se numeste plan rectificator, pentru
motive care vor deveni clare mai tarziu (R in figura ??).
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Figura 1.6 — Reperul Frenet al unei curbe parametrizate

Pentru o curba parametrizati natural (J, p = p(s)), expresiile pentru vectorii triedrului
Frenet sunt destul de simple:

JOREFLC
bs) = p” (s)
lo” )] o (1.8.1)
Bls) = 1(s) x v(s) = LX)
10" )]

Pentru o curbi parametrizata biregulara oarecare (/,r = r(t)) situatia este ceva mai
complicatd. Astfel, In mod evident, din definitie, intr-un punct oarecare ¢t € / avem

_ro
G

(1) (1.8.2)
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Astfel, intrucat

'’ (1) r'(t)-r’(t)

k(1) = _ o
O=wor wor "?
si
1Y) x ()]
k() = IO X" O
O ="
obtinem
kIOl Y@ (0) ,
=0 () — (), (183
YO=70 " o xrol O T ol o xeop T 8
n timp ce

r' (1) xr’(t)
lr'(8) < ¥"(D)]|°
Observatie. Calculele de mai sus arati cd, Tn practicd, pentru o curba parametrizata

oarecare (/,r = r(t)) este mai simplu sd calculam direct 7 si B i apoi sé calculam v
cu formula

Bt)=t(@t)xv(t) = (1.8.4)

v=8XxXrt.

1.8.1 Comportamentul reperului Frenet fata de o schimbare de para-
metru

O notiune definitd pentru o curbd parametrizata are sens si pentru o curbd regulara daca
s1 numai dacd este invariantd fatd de o schimbare de parametru, cu alte cuvinte, daca
nu se modificd atunci cand inlocuim curba parametrizati cu altd curbd parametrizata,
echivalentd cu ea. Reperul Frenet este “aproape” invariant, adica avem:

Teorema 1.8.1. Fie (I,r = r(t)) si p = p(u) doud curbe parametrizate echivalente,
cu schimbarea de parametru A . I — J, u = A(t). Atunci, in punctele corespondente
t siu = A(t), reperele lor Frenet coincid dacd A'(t) > 0. Dacd A'(t) < 0, atunci
originile §i versorii normalelor principale coincid, in timp ce celelalte doud perechi
de versori au directii comune, dar sensuri opuse.

Demonstratie. Intrucat r(t) = p(A(t)), originile reperelor Frenet coincid intotdeauna.
Dupd cum am védzut mai sus, vectorii de curburd a doud curbe parametrizate echivalente
coincid si, astfel, acelasi lucru este adevarat si pentru versorii normalelor principale.
Din r'(t) = p’(A(t)) - A'(¢) rezultd coincidenta reperelor Frenet pentru A'(¢) > 0.
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Dacid A/ () < 0, atunci vectorii tangenti, p”(u) si r’(¢) au sensuri opuse si acelasi lucru
este adevdrat si pentru versorii lor. Din § = T X v rezulté cd, 1n acest caz, si versorii
binormalelor au sensuri opuse, desi directiile lor coincid. O

1.9 Curbe orientate. Reperul Frenet al unei curbe orientate

Dupa cum am védzut mai sus, reperul Frenet al unei curbe parametrizate nu este
invariant fatd de o schimbare de parametru (sau, cel putin, nu fatd de orice schimbare
de parametru). De aceea, pentru a putea folosi acest aparat si pentru curbe regulare,
trebuie sd il facem invariant. Ideea este sd modificam putin definitia curbei regulare,
pentru a ne asigura cd schimbdrile de parametru nu modifica reperele Frenet.

Definitia 1.9.1. Doui curbe parametrizate (/,r = r(z)) si (J, p = p(u)) se numesc
pozitiv echivalente daca existd o schimbare de parametru A : [ — J, u = A(f), cu
AM(t)>0,Vtel.

Definitia 1.9.2. O orientare a unei curbe regulare C C R3 este o familie de parame-
trizari locale {(/y,rq = ro(?))}aca astfel incét

a) C = | ro(ly);
a€A
b) pentru orice componentd conexd C OIZB a intersectiei Cog = ro(ly) Nrg(lg)
cu o, € A, curbele parametrizate (Iolf,rg) si (Ig,rg), cu Iolf = r;l(Co’l)ﬂ),

rg = ra|1‘§, Ié’ = rEI(CO?ﬁ), rg =rg |I§ sunt pozitiv echivalente.
Exemplu. Pentru cercul unitate S! parametrizirile:
(11 = (0,2m),r1(t) = (cost,sint, 0))
si
(I = (—m, ), ra(t) = (cost,sint, 0))

dau o orientare a curbei.

Intr-adevir, se observd imediat ci suporturile celor doud curbe parametrizate
acopera S 1. Pe de alti parte, intersectia C1» = r1(/1) Nra(/2) are doud componente
conexe (semicercul superior si cel inferior).
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Incepand cu componenta superioara, C 112, avem

111 = rl_l(C112) = (0, 7),
121 = rgl(cllz) = (0,7)

iar schimbarea de parametru este identitatea, A : (0,7) — (0,7), A(t) = ¢,
VYt € (0,m), de aceea cele doua curbe parametrizate sunt, in mod evident, pozi-
tiv echivalente.

In ceea ce priveste componenta inferioard, C 122, obtinem

12 =r71(CH) = (m.2m),
17 =r;'(CH) = (-7.,0)

iar schimbarea de parametru este o : [ 12 — 122, w() =t — 2w, de aceea, intru-
cat u/(t) = 1 > 0, si de data aceasta cele douii parametriziri locale sunt pozitiv
echivalente.

Definitia 1.9.3. O curbi regulari C C R3, pe care s-a ales o orientare, se numeste
curbd regulard orientatd.

Exemplu. Dacd C este o curba regulara simpla, ea poate fi transformata intr-o curba
orientata folosind orientarea datd de orice parametrizare globald (1, r).

Observatie. Dacd C este o curba regulara conexa, ea are doar doud orientéri distincte,
corespunzdtoare celor doud sensuri posibile de miscare pe curba.

Definitia 1.9.4. O parametrizare locald (/, r) a unei curbe regulare orientate C se nu-
meste compatibild cu orientarea definitid de familia {(/y, ry)}oec 4 dacd pe intersectiile
r(/) Nry(ly) curbele parametrizate (1,r) si (I, ry) sunt pozitiv echivalente.

Observatie. Pentru o curba regulard orientata C, cu orientarea data de familia de
parametriziri locale {(/y, ry)}ac 4, putem defini, folosind vectorii I’y (7), un sens pe
fiecare tangenta, deoarece, cand trecem la o altd parametrizare locald rg (), vectorii
r'y §i1'g au aceeasi directie si acelasi sens (doar normele lor, eventual, diferd).

Orientarea insasi poate fi datd printr-o alegere a sensului pe fiecare dreapta tangenta.
Astfel, dacd directia tangentei in r at x € C este data de vectorul a(x), atunci trebuie
si impunem continuitatea aplicatiei C — R3, x — a(x). Pentru aceasti definitie a
orientdrii, o parametrizare locala (/,r) este compatibila cu orientarea dacd, pentru
orice punct x € C, x = r(t), vectorii a(x) si r’(¢) au acelasi sens.
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Definitia 1.9.5. Reperul Frenet al unei curbe orientate biregulare C intr-un punct
x € C este reperul Frenet al unei curbe parametrizate biregulare r = r(¢) in #9, unde
r = r(t) este o parametrizare locald a curbei C, compatibild cu orientarea, astfel incat

r(tp) = x.

Observatie. In mod clar, aceastd definitie nu depinde de alegerea parametrizdrii locale,
compatibild cu orientarea curbei.

1.10 Formulele lui Frenet. Torsiunea

Fie (I,r = r(¢)) o curbd parametrizata biregulara. Atunci vectorii t(¢), v(¢), B(t)
sunt, in fapt, functii vectoriale netede 1n raport cu parametrul . Vrem sd gdsim
derivatele lor in raport cu ¢, mai precis, descompunerile acestor derivate in raport cu
vectorii {t, v, B}. Aceste derivate arata, in fapt, modul in care variaza vectorii lui
Frenet de-a lungul curbei. Din definitie, avem

r r

T = = .
Il /2

De aceea,
/W
o L L R _ s SO
T4E I’
— |- " x| (L r-r’ Y
(L E N e [/ - [ x x|
%,—/
k 4
Astfel,
= |X||k-v. (1.10.1)
Mai mult,

’ ’ 14 ’ ’ ’
=T XV =1t'x+rxv =k(vxv XV =1 XV,
B = B + ( ) + = B
=0

deci B’ L 7. Pe de altd parte,
B-B=1= p-B=0= p LB
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Astfel, vectorul B’ este coliniar cu vectorul r v = B X T si putem scrie

B’ =~ - yv.
unde y este un factor de proportionalitate, a carui semnificatie va fi 1amuritd mai
tarziu.
Derivdam, acum, egalitatea
v=8xrt.
Avem
V=B xt+Bxt=—|r|- x(vx 1)+ '] - k(B x V),

de aceea,

v = ||'||(=kT + xB). (1.10.2)

Am obtinut, astfel, ecuatiile

/(1) = X' [[k(1)v(0)
v'(t) = [Xll(=k@)T () + x(@)B (1)) (1.10.3)
B'(1) = =l x(1)v ().

Aceste ecuatii se numesc formulele lui Frenet pentru curba parametrizati r = r(¢).
Daci avem de-a face cu o curba parametrizatd natural p = p(s), atunci ecuatiile lui
Frenet sunt un pic mai simple:

') =k@)v(?)
v'(t) = —k(@)T(t) + x()B() (1.10.3")
B'(t) = —x(t)v(r).

Definitia 1.10.1. Marimea x(¢) se numeste forsiunea (sau cea de-a doua curburd) a
curbei parametrizate biregulare r = r(¢) in punctul ¢.

Vom calcula, mai intii, torsiunea pentru o curbd parametrizatd natural p = p(s).
Pentru o astfel de curbd, versorii triedrului Frenet sunt dati de expresiile:
T=yp
1 n

v:zp
B=1gp xp".
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Din cea de-a treia formula Frenet, avem:

B"-v=—x(s) (vxv)=—x().
=1

Dar, pe de altd parte, din definitie,

ﬂl — (l)/"i_ lp”xp,,+1p’xp”,,

k k2 Tk
=0
deci )
X=_ﬂ, " _ l (p'xp")-lp"—l(p'xp'")-lp”
k k k k"
=0
de aceea,
1
X = 2 (p’,p”, p”’) . (1.10.4)

Urmaitoarea teorema ne oferd o modalitate de a calcula torsiunea pentru o curba
parametrizata biregulard oarecare:

Teorema. Dacd (I,xr = r(t)) si (J,p = p(u)) sunt doud curbe parametrizate
biregulare pozitiv echivalente, cu schimbarea de parametru A = I — J, A’ > 0, atunci
ele au aceeasi torsiune in punctele corespondente t si u = A(t).

Demonstratie. Fie {T,v, B}, respectiv {T1,v1, 1} reperele Frenet ale celor doud
puncte parametrizate in punctele corespondente ¢ i uA(¢) si y si y1 — torsiunile lor in
aceste puncte. Atunci

B1(A(2)) = B(1)
v1(A(1) = v(0),

d
r'(@) =p'A@0)- V(@) = r'(t) = E(ﬂﬂu))k'(f)-

Din ultima ecuatie Frenet pentru curba r, obtinem

B'(t)-v(t) = —IIK'®) - x(@),



1.10. Formulele lui Frenet. Torsiunea 53

adica
1 1

wor PO 0= maor o

(=llp" ANl - x1 (A (@) = x1 (A1),

B (A1) - A1) - v1(A(0) =

x(t) =—

1
RTIOR

unde am folosit incd o datd ultima ecuatie a lui Frenet, dar de data asta pentru curba p,
ca si faptul cd vectorul v (A(?)) are lungimea unu. O

Fie acum p = p(s) o curbd parametrizatd natural, positiv echivalentd cu curba
parametrizatd r = r(¢), unde s = A(¢) este schimbarea de parametru. Atunci r si
derivatele sale pana la ordinul al treilea se pot exprima in functie de p si derivatele
sale ca:

r(t) = p(A(1))
') = p'(A(0) - (1)
(1) = p"(A0) - 220 + p (M) - 2 (2)
(1) = p" (M0) - X7 () + 3p” (M) - A (1) - X (0) + p' (A1) - A (0),

de aceea produsul mixt al primelor trei derivate ale lui r devine

(K@, 01" ) = (5 Q) - V(1) " A1) - A2 1) + p A1) - A1),
p" (A1) - A (1) 4 3p" (A(0)) - A'(2) - A (1) + p'(A(2)) - k”’(t)) =
= 1°@) (" (A (1)), p" (A (1)), p"" (A(2))) .

Toate celelalte produse mixte din membrul al doilea se anuleaza, deoarece doi dintre
factori sunt coliniari. Deci

(6 A0, 0" A1), 87 A(0) = »61@) (K07 (0.5 (1))

Dar, intrucat p este parametrizata natural, iar cele doud curbe sunt pozitiv echivalente,
avem A’ = ||r’||, de aceea formula precedeti devine

/ /! /1!

’ 144 n (r’r ’r )

(0" 0", 0") = — e
[[x]|6
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In plus (vezi (1.7.2)), curbura poate fi exprimati in functie de derivatele lui r prin

formula

_ I x|

k - ’
eI

deci, din expresia torsiunii, (1.10.4) si relatia precedentd, obtinem

(r/ , r// , r///)

- 1.10.5
||I‘/ X r//||2 ( )

x(@) =

Exercitiul 1.10.1. Fie w = yt + kB. Aratati cd formulele lui Frenet se pot scrie
astfel:

' =wx1
vV =w X0 (1.10.6)
B =wxp

Vectorul @ se numeste vectorul lui Darboux.

1.10.1 Semnificatia geometrica a torsiunii

Torsiunea este, intr-un anume sens, analoaga curburii (acesta este motivul pentru care,
1n cartile vechi, ea se numeste cea de-a doua curburd). Ceea ce vrem sd spunem este
cd gi torsiunea poate fi interpretatd ca fiind viteza de rotatie a unei drepte, de data asta
fiind vorba despre binormald. Cu alte cuvinte, avem

Propozitia 1.10.1. Dacd (I,r = r(s)) este o curbd parametrizatd natural si A
este unghiul dintre planele osculatoare la curbd in v(s) si r(s + As) (cu alte cuvinte,
unghiul dintre binormalele la curbd in acele puncte), atunci avem

x(s) = lim &.
As—0 As

Remarcim ca, de data aceasta, spre deosebire de cazul curburii, torsiunea este
valoarea algebricd a limitei, nu valoarea absolutd. Trebuie sd spunem, totusi, ca
curbura unei curbe n spatiu este is definitd ca fiind pozitiva, deoarece nu s-a putut
gdsi o semnificatie geometricd a semnului curburii. Dupd cum vom vedea 1n cele ce
urmeaza, pentru curbe plane putem defini o curburd cu semn a cérei valoare absoluta
va fi egald cu curbura si care ne va ajuta s obtinem informatii suplimentare despre
curba.
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Asa cum am spus deja, torsiunea este analoagd curburii. Astfel, curbura este
mdsura abaterii curbei de la o linie dreaptd. Pe de alta parte, torsiunea este o médsurd a
abaterii a curbei de la o curbd pland. Mai precis, avem

Teorema 1.10.1. Suportul unei curbe parametrizate biregulare se afld intr-un plan
dacd §i numai dacd torsiunea curbei este identic nuld.

Demonstratie. Fie (I,r = r(t)) o curba parametrizati biregulara astfel incat r(/) C
7, unde 7 este un plan. Atunci, in mod evident, vectorii r/(¢) si r”’(¢) sunt paraleli
cu acest plan care, dupa cum stim, este planul osculator al curbei. De aceea, B(¢) =
const,deci avem

0=p@®=— K]l -x@®)- vt) = x@=0.
#0 #0

Reciproc, dacd y(¢) = 0, atunci versorul binormalei, (), este intotdeauna egal cu un
vector constant, 8. Dar B(¢) = r/(¢) x r”(r),de aceea vectorul r’(¢) este intotdeauna
perpendicular pe vectorul constant . Astfel, avem seria de implicatii

r'(1)-Bo=(xr-Bo)' =0 = r-Bo=const =rg-Bo = (r—rg)xfo=0.

adicd suportul lui r(/) al curbei este continut intr-un plan perpendicular pe vectorul
constant 8 si care trece prin punctul rg . U

1.10.2 Alte aplicatii ale formulelor lui Frenet

Am vidzut cd curbura unei curbe parametrizate se anuleazd identic daca si numai dacd
suportul curbei se afld pe o dreaptd. Pe de altd parte, stim ca curbura unui cerc este
constantd si este egald cu inversa razei cercului. Ne putem astepta ca gi reciproca sa
fie adevarata, cu alte cuvinte, dacd curbura unei curbe parametrizate este constanta,
atunci suportul curbei si fie situatd pe un cerc. Din pécate, aceastd afirmatie nu este
adevdratda. E suficient sd ne gandim la elicea cilindricd circulara care are curbura
constanta (si, de asemenea, torsiune constantd). Avem, totusi, urmdtorul rezultat, mai
slab:

Propozitia 1.10.2. Dacd (I,x = r(s)) este o curbd parametrizatd natural, cu curbura
k egald cu o constantd strict pozitivd ko, in timp ce torsiunea sa este identic egald cu
zero, atunci suportul curbei se afld pe un cerc de razd 1/ k.
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Demonstratie. Intrucit torsiunea este identic nuld, curba este pland. consideram curba
parametrizata (I, r; = ri(s)), unde

1
= —_ *
r r+k0v. )

Derivdm in raport cu s si obtinem, folosind cea de-a doua formuld lui Frenet pentru r,

/ 1 1
rl=r’+k—0v’=r+g(—kor)=r—r=0.

Astfel, curba ry se reduce la un punct, de exemplu r;(s) = ¢ = const. Dar din (*)
obtinem

o=l = |-
r—c|l=1|—v-v
ko

ceea ce inseamna cd orice punct al suportului curbei r se afld la o distanta (constantd)
1/ ko fatd de punctul fix ¢, adica suportul r(/) se afla pe cerul de raza 1/ k¢, cu centrul
inc. O

O alta situatie interesantd este cea 1n care suportul curbei este situat nu intr-un
plan, ci pe o sferd. In acest caz, avem

Propozitia 1.10.3. Dacd o curbd parametrizatd natural (I,x = r(s)) are suportul pe
o sferd cu centrul in origine si de razd a, atunci curbura curbei verificd inegalitatea

k >

IS

Demonstratie. Distanta de la un punct al curbei pana la origine este egala cu ||r||,
adici avem r? = a?. Derivand aceasti egalitate, obtinemr-r' = Osaur-7 = 0.
Dacd mai derivam o datd, obtinem

/
r-t+r-7v' =0,

sau
l+r-t' =0 < 14kr-v=0 =kr-v=-—1.

Din proprietdtile produsului scalar, avem

e-vl < e[ -[Iv]| = [lr]| = a,
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de aceea,
1 1 1

= Z = —.
e-vl = el -lvll a

k= k|
O

In figura 1.7 ddm un exemplu de curbd situatd pe o sferd. Este asa-numita elice
sfericd, deoarece este atit o elice generala (vezi sectiunea care urmeaza), cit si o curba
sferica.

Figura 1.7 — O elice sferica

1.10.3 Elici generale. Teorema lui Lancret

Definitia 1.10.2. O curba parametrizati (/, r) se numeste elice generald daca tangen-
tele sale fac un unghi constant cu o directie fixa In spatiu.

Urmaitoarea teorema a fost formulata 1n anul 1802, de catre matematicianul francez
Paul Lancret, dar prima demonstratie cunoscuté apartine unui alt celebru matematician
francez, A. de Saint Venant (1845).

Teorema 1.10.2 (Lancret, 1802). O curbd in spatiu cu curbura k > 0 este o elice
generald dacd si numai dacd raportul dintre torsiunea si curbura sa este constant.
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Demonstratie. Sa presupunem, pentru inceput, ca avem de-a face cu o curba para-
metrizatd in raport cu lungimea arcului. Pentru a demonstra prima implicatie, sd
presupunem cd r este o elice generald si fie ¢ versorul directiei fixe:

T :-C = COS0gy = COnst.

Derivand relatia de mai sus, obtinem

deci

Cum, prin ipotezd, k > 0, rezultd ca
c-v=0,

adica, in fiecare punct al curbei, ¢ L v. Aceasta inseamnad cd ¢ este planul rectificant
si, de aceea,
B - ¢ =sinap.

Derivand relatia v - ¢ = 0, obtinem, tinand cont de faptul ca ¢ este constant si folosind
a doua formuld a lui Frenet:

(kT + xB)-c=0,

ceea ce conduce la
—k -cosag + x - sinag = 0,

adica
X .
= cotag = const.

Reciproc, sd presupunem ca

& = co = const,
k(s)
sau
co-k—y=0.

Pe de alta parte, din prima si a treia formuld a Iui Frenet, obtinem

(co-k—yw=cot'+p =0.
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Integram o data si obtinem

cot + B =c",
unde ¢* # 0 este un vector constant.
Definim
_ ¢ ct+B _ cor+p
=—= = ,
[ " Teor + 81~ i1 2
in timp ce
€o
c'T=—— =const <1.

\/1+c§

Prin urmare, vectorii ¢ si T fac un unghi constant, iar curba este o elice generald. [

Incheiem acest paragraf remarcand, ca o curiozitate istoricd, faptul ci, desi in
majoritatea cartilor aceastd teoremad este atribuitd lui Lancret, 1n realitate, el (ca si Saint-
Venant), au demonstrat o singurd implicatie, prima: pe o elice generald, raportul dintre
curbura si torsiune este constant. Cealaltd implicatie a fost enuntatd si demonstrata
abia mai tarziu, de citre Joseph Bertrand (vezi, de exemplu, cartea lui Eisenhart [16]).

1.10.4 Curbe Bertrand

O problema interesantd in teoria curbelor este dacd este posibil ca mai multe curbe
sd aiba aceeasi familie de tangente, de normale principale sau de binormale. Pentru
tangente, se constata cu usurintd cd raspunsul este negativ: familia de tangente de-
termind complet curba. Pentru normalele principale, problema, ridicatd de acelasi
Saint-Venant, a primit un raspuns din partea lui Joseph Bertrand, care a descoperit cd,
pentru o curba arbitrard, raspunsul este negativ, dar ca exista, totusi, curbe care au
aceleasi normale principale cu alte curbe. Aceste curbe se numesc curbe Bertrand.
De reguld, pentru o curba Bertrand data, existd o singurd (altd) curbd care are aceleasi
normale principale. Vom spune cd cele doud curbe sunt perechi Bertrand sau ca ele
sunt curbe Bertrand asociate sau conjugate. Surprinzator, daca o curba Bertrand are
mai mult de o pereche Bertrand, atunci are o infinitate, iar curba este o elice cilindrica
circulard (si acelasi lucru este valabil pentru toate perechile sale).

Vom demonstra, in cele ce urmeazd, o serie de rezultate interesante legate de
curbele Bertrand, fard a respecta ordinea istoricd. Fie r si r* o pereche Bertrand. Vom
presupune cd prima curbd este parametrizatad natural. Atunci a doua curba depinde,
de asemenea, de lungimea arcului s al primei curbe si vom presupune ci r*(s) este



60 Capitolul 1. Curbe 1n spatiu

punctul de pe perechea Bertrand care are aceeasi normald principald ca si prima curba
in s. Cele doud puncte se numesc corespondente. Avem urmatorul rezultat:

Teorema 1.10.3 (Schell). Unghiul tangentelor la doud curbe Bertrand asociate in
puncte corespondente este constant.

Demonstratie. In mod clar, daci v(s) este versorul normalei principale la prima curb,
atunci avem
r*(s) = r(s) + a(s)v(s). (1.10.7)

Cum cele doud curbe au aceleasi normale principale, cea de-a doua curba trebuie sa
aiba acelasi versor al normalei principale

v*(s) = £v(s), (1.10.8)
Derivam relatia (1.10.7) in raport cu s i obfinem

dr* dr dv da

= — s 1.10.9
ds ds ta ds + dsr ( )
sau, folosind cea de-a doua formula a lui Frenet,
dr* d
L —ak)r+ 2y ayB. (1.10.10)
ds ds

Vectorul % este tangent la cea de-a doua curbd, de aceea este perpendiculard atat
pe v* cét si pe v. Deducem, inmultind ambii membrii ai ecuatiei (1.10.10) cu v, ca
fl—‘; = 0, adicd a este o constantd. Prin urmare, relatia (1.10.10) se transforma 1n

dr*
ds

= (l—ak)r +ayxp. (1.10.11)

Notdm cu s* lungimea arcului celei de-a doua curbe. Atunci

o dr* dr* ds (1.10.12)
~ds*  ds ds* o
sau, folosind (1.10.11)
ds ds
*=(1—-ak . 1.10.1
= (1—ak) ST ay P (1.10.13)
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Fie w unghiul dintre tangentele la cele doud curbe in puncte corespondente. Atunci
acest unghi este dat de
cosw = tT*¥, (1.10.14)

unde, desigur, T* este versorul tangentei celei de-a doua curbe in punctul r*(s). In
functie de w, T* si versorul binormalei celei de-a doua curbe, B*, pot fi scrisi ca

¥ = coswt + sinwp, (1.10.15)
B* = e(—sinwt + coswp), (1.10.16)
unde ¢ = £1.
Derivam relatia (1.10.15) in raport cu s si obtinem:
dt* ) ) 1) .
= —sinw—71 + kcoswv + cosw—f — ysinwv. (1.10.17)
ds ds ds

Dacé inmulfim scalar ambii membrii ai relatiei (1.10.17) cu 7 si apoi cu B si folosim

faptul ca, pe baza primei formule a lui Frenet, % este coliniar cu v* i, astfel, si cu

v, obtinem relatiile:

. dw dow
sma)% =0, cosa)ﬁ =0, (1.10.18)
adica ‘fl—‘;’ = 0, deci w este constant. O

Urmatoarea teorema a fost demonstratd de cétre Joseph Bertrand si este considerata
rezultatul central al teoriei curbelor Bertrand.

Teorema 1.10.4 (Bertrand). O curbd r este o curbd Bertrand dacd si numai dacd
curbura si torsiunea sa verificd o relatie de forma

a-k+b-y=1, (1.10.19)
cu a §i b constante.

Demonstratie. Sa presupunem cd r este o curbd Bertrand. Comparand relatiile
(1.10.13) 5i (1.10.15), obtinem

d
cosw = (1 — ak) d—s*, (1.10.20)
S

ds
ds*’

sinw =ay (1.10.21)
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Impaértind aceste relatii membru cu membru, obginem

1—ak
ctgw = (1.10.22)
ay
sau
l—ak =ayctgw. (1.10.23)
Daca notam
b=actgw, (1.10.24)

obtinem relatia (1.10.19).

Reciproc, s presupunem cd are loc relatia (1.10.19). Fie r* curba dati de (1.10.7),
unde a este constanta din ecuatia (1.10.19). Derivand relatia (1.10.7), obtinem, dupa
cum am vazut mai devreme, relatia (1.10.11). Cum baza {t, v, B} este ortonormati,
conchidem, din (1.10.11), ca

ds*\?
(ds) = (1 —ak)? + a?y? (1.10.25)
sau, folosind (1.10.25),
ds* 2
( ; ) = (a® + b)) 2 (1.10.26)
s
de unde
ds
de* = const. (1.10.27)
In acelasi mod, rezulti ci
d
(1— ak)d—s* — const. (1.10.28)
s

Tinand cond de aceste doud relatii, derivdm relatia (1.10.13) si obtinem, folosind
prima si a treia formula ale lui Frenet pentru curba r:

dt* 57 ds
— = [k(1 —ak) —ay ]ds*" (1.10.29)
sau, folosind prima formuld a lui Frenet pentru curba r*:
* 2 ds 2
k*v* = [k(1 —ak) —ax”] v (1.10.30)
s

de unde rezultd ci v* = +v, adici, intr-adevir, r este o curbi Bertrand. O
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Corolarul 1.10.1. Elicele cilindrice circulare, curbele de torsiune constantd (in
particular, curbele plane) si curbele de curburd constantd sunt curbe Bertrand.

Observatie. Pentru o curbd pland, normalele principale sunt, de fapt, normalele la
curbd, de aceea, dupd cum se poate vedea usor, orice curba pland are o infinitate de
perechi Bertrand, toate congruente intre ele (ele sunt, de fapt, paralele cu curba datd).

Corolarul 1.10.2. Dacd o curbd Bertrand are mai mult de o pereche, atunci are o
infinitate si este o elice cilindricd circulard.

Demonstratie. Dupd cum am vazut in demonstratia teoremei lui Bertrand, constanta a
din relatia (1.10.19) este cea care identificd o pereche Betrand a curbei noastre. Astfel,
dacid o curba r are mai mult de o pereche Bertrand, aceasta inseamna ca exista (cel
putin) doud perechi de numere reale (a, b), (a1, by) astfel incat

a-k+b-y=1,
Cll-k+b1'X=1.

Scdzand aceste doud relatii membru cu membru, obtinem
(a—a1)-k=(b1-b) 1.

Cel putin unul dintre coeficientii (a — ay) si (b — b) este diferit de zero, de aceea,
raportul dintre curburi gi torsiune este constant. Aceasta inseamna, via teoremei lui
Lancret, ci curba este o elice generald. Totusi, cum, de exemplu, y = ¢ -k, cu ¢ —
constantd, din (1.10.19) rezulta ca

(@a+b-c)- k=1,

ceea ce inseamna cd curbura k (si, deci, si torsiunea y) este o constanti, deci elipsa este
o elipsi cilindrici circulard. in mod clar, pentru cazul unei elici cilindrice circulare,
cand atat curbura, cat si torsiunea sunt constante, putem gasi o infinitate de perechi
de numere reale care verifica (1.10.19), prin urmare curba noastra are o infinitate de
perechi Bertrand. Ele sunt situate pe cilindrii circulari care au aceeati axa de simetrie
cu cilindrul asociat cu curba data. O
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1.11 Comportamentul local al unei curbe parametrizate in
jurul unui punct biregular

Fie (1,r) o curbéd parametrizatd natural. Vom presupune ca 0 € /, ca punct interior,
iar My = r(0) este un punct biregular al curbei. Vom folosi urmatoarele notatii:

79 = 7(0), vo = v(0), By = B(0).
Dezvoltam r 1n serie Taylor in jurul originii. Dacd ne oprim la ordinul trei In s,
obtinem

r(s) = r(0) 4 sr'(0) + %szr”(O) - %s3r”/(0) + o(s?). (1.11.1)

Vrem sd exprimdm derivatele lui r 1n functie de vectorii Frenet ¢, vg, By. Cum r este
parametrizatd natural, avem
r'(0) = 1. (1.11.2)

Pe de alta parte, din definitia vectorului de curburd avem
r’(0) = k(0) = k(0) - vo. (1.11.3)
In plus, daci derivim relatia
r’(s) = k(s) = k(s)-v (1.11.4)
obtinem

() = k'(s)v + k(s)v' = k'(s)v + k(s)(—k(s)T + x(5)B) =

2 / (1.1 1.5)
= —k“ ()T + k' (s)v + k(s) x(s)B,
unde am folosit ce-a de-a doua ecuatie a lui Frenet
Inlocuind s = 01n (1.11.5), obtinem
r"(0) = —k?(0)to + k'(0)vo + k(0) x(0)B,. (1.11.6)

Astfel, relatia (1.11.1) devine

r(s)—r(0) = sro+%s2k(0)vo+és3 (—k*(0)To + k' (0)vo + k(0)x(0)Bo) +o(s?)
(1.11.7)
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sau
r(s) — r(0) = (s — ékz(O)s3 + o(s3)) T + Gk(O)s2 + ék’(O)s3 + o(s3)) vo-+

1
+ (gk(O) x(0)s® + 0(s3)) Bo.
(1.11.8)
Consideram, acum, un reper de coordonate cu originea in My si avand ca axe axele

lui Frenet 1n acest punct. Vectorul de pozitie al unui punct de pe curba relativ la

—_—
acest reper este chiar vectorul r(s) — r(0) = MoM, unde M = r(s). De aceea,
proiectand (1.11.8) pe axe, obtinem,

x(s) =s—1k2(0)s3 + o(s3)
y(s) = 1k(0)s% + Lk'(0)s3 + o(s?) . (1.11.9)
z(s) = £k(0)x(0)s® + o(s?)

Nu e dificil de constatat cd local, suficient de aproape de 0, avem urmatoarele relatii

intre coordonate, care ne dau, in fapt, ecuatiile proiectiilor curbei pe planele de
coordonate ale reperului lui Frenet:

y = 3k(0)x2,

z = £k(0)x(0)x3, (1.11.10)
2 _ 2x%0) .3

2= 9% V-

Astfel, proiectia curbei pe planul xOy (planul osculator) este o parabold, proiectia
pe planul x Oz (planul rectificant) este o cubica, in timp ce proiectia pe planul yOz
(planul normal) este o parabold semicubica.

1.12 Contactul dintre o curba in spatiu si un plan

Consideram o curba parametrizata natural (/, r). Presupunem, ca si pand acum, ca 0
este un punct interior al intervalului / si ca punctul My = r(0) al curbei este biregular.
Considerdm o curba pland II care trece prin punctul My. Alegem ca si reper de
coordonate reperul lui Frenet al curbei r in punctul My, Ro = {Mo; To, vo, Bo}- in
raport cu acest reper de coordonate, ecuatia carteziand a planului /7 va fi de forma

F(x,y,z)=ax +by +cz=0. (1.12.1)
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] — ]

(a) Planul osculator (b) Planul normal

(c) Planul rectificant

Figura 1.8 — Proiectia unei curbe in spatiu pe planele reperului lui Frenet
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Acum, dacd x = x(s),y = y(s),z = z(s) sunt ecuatiile locale ale curbei in raport
cu reperul lui Frenet (vezi (1.11.9)), conditia de intersectie dintre plan si curba este
F(x(s), y(s),z(s)) = 0, adicd

a (s - ékz(O)s3 + o(s3))+b (%k(O)sz + ék’(O)s3 + 0(s3)) +c (ék(O)X(O)s3 + o(s3)) =
(1.12.2)
sau

as + %bk(O)sz + é (—ak?(0) + bk'(0) + ck(0)x(0)) s> + o(s®) = 0. (1.12.3)

IPEURO

a) Dacd a # 0 (adicd planul nu contine tangenta), atunci planul are un contact de
ordinul zero cu curba (intersectie, ele au un singur punct in comun sau curba
inteapd planul).

b) Daca a = 0, atunci ecuatia de intersectie are pe s = 0 ca solutie dubla, ceea ce
inseamna cd planul are un contact de ordinul 1 cu curba (contact de tangentd). Se
poate obseva imediat cd, in acest caz, planul [T trece prin tangenta la curba in
punctul My (ea fiind, 1n reperul de coordonate considerat de noi, dreapta de ecuatii
y =0,z = 0, adicd axa Ox).

¢) Daca vrem un contact de ordin cel putin 2 (contact de osculatie), atunci coeficientul
lui 52 din ecuatia de intersectie trebuie si se anuleze si el. Aceasta se poate intimpla
doar dacd b = 0 (cum punctul My este biregular, curbura este diferita de zero in
acest punct). Astfel, avem contact de osculatie dacd impunem a¢ = 0 and b = 0.
Dar aceasta alegere ne conduce la ecuatia z = 0 pentru planul I7, adica planul este
deja complet determinat (planul osculator).

d) Cum planul IT este complet determinat prin conditia de a avea un contact de
ordinul al doilea cu curba, nu putem acea cazuri si mai speciale, ca sd avem contact
de ordin mai Inalt (de superosculatie) Totusi, dacd examindm ecuatia de intersectie,
putem sa tragem concluzia ca planul osculator are un contact de superosculatie cu
curba In punctele planare ale curbei, adicd in punctele 1n care se anuleazi torsiunea
curbei. In toate celelalte puncte, contactul este doar de ordinul al doilea (osculatie).
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1.13 Contactul dintre o curba in spatiu si o sfera. Sfera
osculatoare

Ca si 1n paragraful precedent, considerdm o curba parametrizata natural (/, r), presu-
punem ci 0 este un punct interior al intervalului / si cd r(0) este un punct biregular
al curbei. Alegem ca reper de coordonate reperul lui Frenet al curbei r in punctul
Mo =r1(0), Ro = {Mo; T0,v0, Bp}- Atunci o sferd arbitrara care trece prin punctul
My va avea, in raport cu acest sistem de coordonate, ecuatia

F(x,y,z) = x? 4+ y2 4+ 22 —2ax — 2by — 2¢z = 0, (1.13.1)
unde £2(a, b, c¢) este centrul sferei. Atunci, conditia de intersectie va fi, din nou,
F(x(s),y(s),z(s)) =0,

unde x = x(s),y = y(s),z = z(s) sunt ecuatiile locale ale curbei 1n raport cu
reperul lui Frenet In punctul My. Astfel, in cazul nostru, avem

2 2
F(x(s), y(s),z(s)) = (s — ékz(O)s3 + 0(s3)) + (%k(O)sz + ék/(O)s3 + o(s3)) +

2
+ (ék(O)X(O)sz’ + o(s3)) —2a (s — ékz(O)s3 + o(s3)) —

25 (%k(O)Sz + ék’(O)s3 + 0(s3)) —2c (ék(O)X(O)s3 + o(s3)) = 0.
(1.13.2)

sau
—2as + (1 — bk(0))s* + %(akz(O) — bk'(0) — ck(0)x(0))s> + o(s®). (1.13.3)

Discutia care urmeazi este, de asemenea, similard celei din cazul contactului dintre o
curbd si un plan. Totusi, aici avem mai multe cazuri de luat n considerare.

a) Dacd a # 0, atunci s = 0 este o solutie simpli a ecuatiei de intersectie. Astfel, in
acest caz sfera si curba au un contact de ordinul zero (contact de intersectie).

b) Sfera si curba au un contact de ordinul intai (contact de tangentd) daca si numai
daca ecuatia de intersectie are un zerou dublu in origine. Asta se intampld, in
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d)

mod evident, daca si numai dacd a = 0. Aceasta inseamna ca prima coordonata a
centrului sferei este 0, adicd acest centru este situat in planul normal la curbd in
M. Este ugor de constatat cd, Tn acest caz, tangenta la curba in My este situatd in
planul tangent la sferd in acelasi punct, ceea ce justificd, incd o datd, denumirea de
contact de tangentd.

Pentru un contact de osculatie (de ordinul al doilea), coeficientul lui s din ecuatia
de intersectie trebuie si se anuleze si el si obtinem

b= 0) R(0), (1.13.4)
unde R(0) este raza de curburd a curbei in punctul M. Astfel, in acest caz, centrul
sferei osculatoare se afld pe dreapta de intersectie a planelor x = 0 (planul normal)
si y = R(0). Aceasta dreaptd, care, dupd cum se constata usor, este paraleld cu
binormala curbei in punctul My, se numeste axd de curburd sau axd polard a
curbei. Ea intersecteaza planul osculator in My al curbei in centrul de curburi al
curbei In My. Astfel, orice sferd cu centrul pe axa de curburd a unei curbe are un
contact de osculatie cu aceasta.

Vom spune ca sfera are un contact de superosculatie cu curba daca ele au un contact
de ordin cel putin trei, ceea ce Inseamna ca in ecuatia de intersectie coeficientii
puterilor pana la trei ale lui s trebuie sd se anuleze simultan. Se afirma, de obicei, ca
existd o singurd sferd care are un contact de superosculatie cu curba si aceastd sferd
este numiti sfera osculatoare a curbei in puntul considerat. In realitate, lucrurile
sunt ceva mai subtile, dupd cum vom vedea imediat.

1) Sa presupunem, mai 1ntéi, ca torsiunea curbei In punctul My nu se anuleaza,
adicd y(0) # 0. In acest caz, se observa imediat cd Intre sferd si curba exista
un contact de superoscultie dacd si numai dacd avem

a=20,
1
¢ = _K©
k2(0)x(0)°

adici in acest caz sfera este unic determinati si o vom numi sferd osculatoare’.

"1n unele cdrti, toate sferele care au un contact de osculatie cu curba se numesc sfere osculatoare, iar

cea care un contact de superosculatie se numeste sferd superosculatoare.
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2) Dacid y(0) = 0, in timp ce k’(0) # 0, atunci, dupd cum se poate vedea
usor, coeficientul lui s3 nu se anuleazi niciodati, de aceea nu existi nici o
sferd care sd aiba un contact de superosculatie cu curba. Totusi, asa cum am
vazut 1n paragraful precedent, in acest caz planul osculator are un contact de
superosculatie cu curba si ne putem gandi ca planul osculator joacd rolul unei
sfere osculatoare, de raza infinita.

3) Daci atat y(0) cat si k’(0) se anuleazi, atunci coeficientul lui s3 in ecuatia de
intersectie se anuleaza pentru orice valoare a lui ¢, cua lte cuvinte, in acest
caz, orice sferd care are un contact de osculatie cu curba are, de asemenea,
un contact de superosculatie. Astfel, In acest caz, avem o infinitate de sfere
osculatoare.

1.14 Teoreme de existenta si unicitate pentru curbe para-
metrizate

1.14.1 Comportamentul reperului lui Frenet la o deplasare

Definitia 1.14.1. O deplasare a lui R? este o aplicatie D : R3> — R3, D(x) =
A-x+b,unde A € M3x3(R) este o matrice ortogonald, A’ - A = I3, cu determinantul
egal cu unu: det A = 1, in timp ce b € R3 este un vector constant. Aplicatia liniari
A:R3 = R3, A(x) = A- x se numeste partea homogened a deplasairii.

Observatii. (i) O deplasare a lui R3 nu e altceva decit o rotatie urmati de o transla-
tie.

(i) Daci nu cerem ca det A = 1, obtinem, de asemenea, o izometrie a lui R3. Totusi,
in acest caz, (dacd det. A = —1), o transformare D(x) = A-x + b nu se mai
reduce la o rotatie si o translatie, trebuie sd mai addugam si o reflexie fatd de un
plan. In multe cirti, termenul “miscare” implicd doar faptul ci matricea A este
ortogonald, iar pentru ceea ce numim noi “deplasare” se utilizeazi termenul de
“deplasare proprie”.

Definitia 1.14.2. Fie D : R® — R3 o deplasare, cu partea omogeni 4 : R3 —
R3. Imaginea curbei parametrizate (I,r = r(t)) prin D este, prin definitie, curba
parametrizatd (I,r; = (D or)(?)).

Observatie. Intrucat A este o aplicatie liniard nedegeneratd, imaginea unei curbe
parametrizate regulare este, de asemenea, o curbd parametrizatd regulara.
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Teorema 1.14.1. Fie D o deplasare a lui R3, cu partea omogend A, (I,r = r(t))
— o0 curbd parametrizatd biregulard, (I,x1 = D or) — imaginea ei prin D si
{r(t);T(t),v(t), B(t)} — reperul Frenet al curbei parametrizate r in t. Atunci re-
perul {r1(t); A(z(¢)), A(w(r)), A(B(t))} este reperul Frenet al luirq int.

Demonstratie. Fier(t) = (x(¢), y(¢),z(t)), D(x,y,z) = (x1, ¥1,21), unde

X1 =onx + a2y +a13z + by
Y1 = 021X + @22y + 03z + by (1.14.1)
Z1 = 031X + @32y + @332 + b3

Atunci
ri(t) = (x1(1), y1(2), 21 (1)),

deci
r'i(t)=AFX (@), r'i@)=AC"@1)). (1.14.2)

Intrucat A este o izometrie liniari care pistreazi orientarea lui R3, avem

Iyl = 1ACH T = K[l &'y -x"y =10,

r'y xr’y =A@ x1”), |1 x"q|| = ||r x17|.

o= rp A@) _A(r/)_A(|r/ ):A(t)

I 1A |l /]|
(LR r-r] , I’ i
V1= TR ST 7 T = ,/'A(r )—
||r1 Xr1|| ||r1||-||r1 Xr1|| ' Xr
v r
- L AMX) = AWy
e AT =AY
ry xry
Bi=F—=r = AB).
||l’1 XTI |

O]

Consecinta. Curbele parametrizate (I,r) si (I,r1 = D or) au aceeasi curburd si
forsiune.
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Demonstratie. Avem

<l s

ki = = =k.
Iy (gl

Pentru torsiune, situatia este ceva mai complicatd. Ave, din teorem4,

Bi(1) = A(B(r)) and vi(r) = A(v(1)).

A fiind un operator liniar, un rezultat similar este adevarat si pentru derivatele celor
doi vectori Frenet, adica avem

B1(t) = A(B'(1)) and () = AW (1)).

Folosind ultimele ecuatii Frenet pentru cele doud curbe, avem egalitdtile

—x1@Ov1(t) = A(=x v () = —x @O AW@@)) = —x@)v1 ().

si, astfel, cele doud torsiuni sunt egale, asa cum am afirmat. O

1.14.2 Teorema de unicitate

Teorema 1.14.2. Fie (I,r = r(t)) si (I,ry = r1(t)) doud curbe parametrizate
biregulare. Dacd k(t) = k1(t), x(t) = y1(t) si ¥ @)| = ||r/1(l)|| vVt € I, atunci
existd o singurd deplasare D a lui R? astfel incatry = D or.

Demonstratie. Fie to € I un punct arbitrar si D — o deplasare a lui R? care duce
reperul Frenet {r(¢9); T¢,vo, B¢} I in 7o in reperul Frenet {ri(f); 10, V10, B1o} al
curbei ry In acelasi punct. Evident, existd o singurd deplasare cu aceastd proprietate.
Fie (I,ra(t=D o r(t)) — imaginea curbei r prin D, si k, y2» — curbura, respectiv
torsiunea curbei parametrizate rp. Atunci

ko(1) = k(1) = k1(7)

x2(t) = x(t) = x1(t)

si, In plus,

o) = [Iry)]l.
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De aceea, functiile vectoriale 71(¢), v1(t), B1(¢) si T2(2), v2(t), B2 (?) care ne dau
reperul lui Frenet sunt solutii ale aceluiasi sistem de ecuatii Frenet

’
T/ = [ryllkiv
/ /
vi = —|ryllkiT + [ryllx1B
4
B = —lryllxiv.

Intrucat pentru ¢t = f solutiile coincid, din unicitatea solutiei problemei Cauchy
coincid, ele trebuie sa coincida global. In particular, avem

N0 )

I, IOl

T1(1) = 72(1)

deci
ry(t) —r(t) =0 = ri(t) —r2(f) = const.

Dar pentru t = fg, r1(¢f9) — r2(fp) = 0, deci cele doui functii coincid pentru orice
valoare a lui ¢, prin urmare ry(¢) = ra(t) = D or(¢).

Cat despre unicitatea lui of D, remarcam cd pentru orice alt punct 1 € I, cum
r; = rp, D trimite reperul lui Frenet al curbei r in #; in reperul lui Frenet al curbei ry
in 7. O

Observatie. Pentru curbe parametrizate natural, conditia ||[r/(z)|| = ||r/1 ()|l este
indeplinitd Intotdeauna.

1.14.3 Teorema de existenta

Teorema 1.14.3. Fie f(s) si g(s) doud functii netede, definite pe un interval 1, astfel
incdt f(s) > 0, Vt € I. Atunci existd o curbd parametrizatd natural (I,r = r(s))
pentru care f(s) = k(s) Vs € I si g(s) = x(s) Vs € 1. Aceastd curbd este unic
definitd, pand la o deplasare a lui R3.

Demonstratie. Fie {rg; T¢, No, Bo} un reper ortonormat drept in R3. Considerim
sistemul de ecuatii diferentiale liniare

T'(s) = f(s)N(s)

N'(s) = — F(s)T(s) + g(s)B(s) (1.14.3)
B'(s) = —g(s)N(s)
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in raport cu functiile vectoriale T(s), N(s), B(s).
Dacd notam
X(s) = (T(s),N(s), B(s)), (1.14.4)

atunci sistemul (1.14.3) se poate scrie ca

X'(s) = A(s) - X(5), (1.14.5)
cu
0 f(s) 0
A@)=|—-f() 0 g@)
0 —g(s) O

In teoria ecuatiilor diferentiale ordinare se demonstreaza ca sistemul (1.14.5) are o
singurd solutie care verifica

X(s0) = (Ty.Ny.By),

unde so € [, in timp ce coloanele matricei X (sg) sunt vectorii Tg, Ng, By ai bazei
ortonormate initiale.

Vom demonstra, mai intii, ca pentru orice s € I vectorii din (T(s), N(s), B(s))
formeazd o baza ortonormatd. Este suficient sd demonstrdm ca, pentru orice s € I,
X () este ortogonald, adicid X’ (s) - X(s) = I3. Avem

d

t _i t . t_i _ vl gt _ w4t
E(X -X)_dt (X' (s))-X+X P (X(s) = X' (A'X+A4X) = X' (A" +A)X.

dar, cum A este antisimetricd, A* + A = 0, de aceea

d

E(X’~X) =0 = X' -X =const.

Pe de altd parte, din conditia initiald, (X’ - X) (so) = I3, deci X’(s) - X(s) = I3
pentru orice s € 1.

Séa definim acum
S

r=ro+ /T(s)ds, (sol)

S0
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unde rg este originea reperului ini tial, in timp ce T(s) este prima coloana a lui X (s).
Vom arata ci (I, r(s)) este curba cautata. Avem, in mod clar:

r'(s) = T(s),
I () = [T =1,
r’(s) = T (s) = f(s)N(s).

Remarcdm imediat cd r'(s) x r’(s) # 0, de aceea r(s) este o curbi biregulara,
parametrizatd natural. Pe de altd parte,

r"(s) = (f(&)NY = f'N+ fN = f'N+ f(—fT+gB) = —f>T+ f'N+ fgB,
deci

(', r",x") = (T, fN,— f>T+ f'N+ fgB) = (T, /N, fgB) = f?¢ @E = f%g.
=1

Tot ce mai raméne de facut este sd calculdm curbura si torsiunea:

k(s) = % — 1/ )] = fGs).
298
X(S) = W = g(s),

deci curba r indeplineste conditiile teoremei.
Unicitatea lui r, pand la o deplasare, rezulta din teorema precedentd. O






Curbe plane

2.1 Introducere

Dupa ce am expus teoria curbelor 1n spatiu in toatd generalitatea, ne vom focaliza
in acest capitol asupra unor subiecte care sunt specifice teoriei curbelor plane. In
particular, vom discuta aici notiuni care nu pot fi definite pentru curbe in spatiu (cum
ar fi curbura cu semn), sau care sunt mai ugor de investigat in contextul curbelor plane.

2.2 Infisuritori de curbe plane

In aceastd sectiune, daci nu se mentioneazi altfel, toate curbele sunt curbe parametri-
zate. Fie
r=r(,A) (2.2.1)

o familie de curbe parametrizate care depind neted de parametrul A.

Definitie. Infisurdtoarea familiei (2.2.1) este o curbd parametrizati (J, I') care, in
fiecare punct al sdu, este tangentd unei curbe din familie.

Teorema. Punctele infdsurdtorii familiei v(t, 1) verificd

r=r(,A) (2.2.2)
r, xr, =0. (2.2.3)
Demonstratie. Dacd I' este Infaguritoarea familiei () ), iar P este un punct al lui I,

atunci P este un punct de tangentd intre /" si o curba din familie, corespunzitoare
unei valori a parametrului A. Astfel, ecuatia lui I va fi de forma

r =ri(A).

77
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Pe de altd parte, P este pe una dintre curbele y; si, de aceea, verifica
r; =r(t(1),A).
Conditia de tangenta dintre I" si Y, se scrie
1'/1). I v,

sau
4 /
r;, xr, =0

A (VPN A 4 I / /
sau, inca, intrucatr , =r,-1; +7r,,
4 / ’ /7
(15 +13) X1, =0,
. o ’ ’
si teorema este demonstratd, deoarece ry x r, = 0. O

Observatii. 1. Multimea de puncte descrisd de ecuatiile (2.2.2) si (2.2.3) se nu-
meste multime discriminant a familiei y,. Ea contine nu doar suportul infasura-
torii, ci si punctele singulare ale curbelor din familie, pentru care r; = 0, deci
nu existd tangenta.

. ’ ’ . .
2. Ecuatiar, xr, = 0 se poate scrie si ca

i j ok
xpo ¥y 0l=0 & xjy;—xy, =0 &
x; yi 0
x/ y/
x—%:y—%. (2.2.4)
t t

Exemplu. Sa consideram familia de curbe
r(t,A) = (A +acost,A + asint), AteR,a>0.

In mod clar, avem de-a face cu o famile de cercuri de raza a, cu centrele pe prima
bisectoare a axelor de coordonate. Atunci, avem

vy = {11},
r'; = {—asint,acost},
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de aceea, punctele infaguratorii (si numai ele, intrucat cercurile nu au puncte singulare)
verificd
X =A+acost

y =A+asint

X) Ve =Xpe Y
sau

X =A+acost

y = A +asint

acost = —asint.

Eliminand 7, obtinem ecuatiile parametrice ale infasuratorii:

x(k)zx\:t%
NOEPE NS

adica infaguritoarea este, in fapt, o pereche de drepte paralele cu prima bisectoare a
axelor de coordonate.
2.2.1 Curbe date printr-o ecuatie implicita

Propozitia 2.2.1. Punctele infdsurdtorii unei familii de curbe plane datd prin ecuatia
implicitd

F(x,y,A)=0 (2.2.5)
verificd sistemul de ecuatii
F(x,y,A)=0
(x,7.4) (2.2.6)
Fi(x,y,A)=0

Demonstratie. Local, n jurul fiecarui punct al unei curbe din familie, putem parame-
triza curba, adicd o putem reprezenta sub forma

x =x(t,A)
y =y A)

Inlocuind 1n ecuatia familiei, obtinem

F(x(r,4),y(.1),4) =0,
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de unde, derivand in raport cu ¢, respectiv A, obtinem sistemul:
Fyxp + Fyyp =0
Fyx) + Fyy, + F; =0

Dar, din (2.2.4),
xy = Kx;, vy, = Kyy,

cu K = const., de aceea, a doua ecuatie de mai sus devine

K(Fyx;+ Fyy) + F; =0

| ——
=0
sau
[
F, =0.

O]

Exemplu. Considerdam, din nou, famila de cercuri din paragraful precedent, de data
aceasta data prin ecuatia implicitd

F(x,y. 1) = (x—=2)>+(y—1)>—a®>=0.
Atunci, a doua ecuatie a mulfimii discriminant va fi
Fi(x,y,A) = =2(x + y —21) =0,

de unde obtinem

ceea ce, dupa Inlocuirea In ecuatia familiei, ne da
(x — y)? =242,
adica obtinem, din nou, aceleasi ecuatii ale Infasuritorii, adica

y=x+av2.
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2.2.2 Familii de curbe care depind de doi parametri

Propozitia 2.2.2. Sd presupunem cd ni se dd o familie de curbe care depinde neted
de doi parametri, A si |

F(x,y, A, pn) =0, (2.2.7)
unde parametrii A §i L sunt legati printr-o relatie
¢(A.pn) =0, (2.2.8)

atunci punctele infdsurdtorii verificd sistemul

F(x,y,A,u) =0

p(A,pn) =0 . (2.2.9)
D(F.¢) _
D(A, )

Demonstratie. Din ecuatia
@A, p) =0,

putem presupune, de exemplu, ca

w= pu(d),

de aceea, Tnlocuind 1n F si ¢,

F(x,y, A, u(A)) =0,
@(A, (1)) = 0.

Derivand in raport cu A aceste doud ecuatii, obtinem:

Fy+ F,p, =0
@)t oy =0.

Eliminand derivata ,uiintre cele doud ecuatii, obtinem a treia ecuatie din (2.2.9), dupa
cum se cerea. O
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2.2.3 Aplicatie: evoluta unei curbe plane

Definitie. Fie (/,r = r(¢)) o curbd parametrizata pland. Evoluta lui r este, prin
definitie, infdsurdtoarea familiei de normale la curba.

Avem urmatorul rezultat:

Propozitia 2.2.3. Ecuatiile parametrice ale evolutei curbeir = r(t) = (x(t), y(t))

sunt
Yoo y/(x/Z + y/Z)
x;(y///z—er”lyz/) (2.2.10)
X (X

x’y” _ x//y/

Demonstratie. Dupd cum se stie, ecuatia normalei la o curba plani este
FX. Y1) = (X —x(®)-x'(t) + Y = () - y'(t) = 0.

Relatiile verificate de punctele infasuratorii familiei de normale (si numai de ele,
deoarece, in acest caz, curbele din familie sunt drepte, deci nu au puncte singulare)
sunt (vezi (2.2.6)):
F(X,Y,t)=0
F/(X,Y,1)=0

’

adica

XX + Y)Y =x@)-xX'() + y(t) -y (1)
XX + Y'Y = x2() + x"() - x (1) + Y7 (@) + y(0) -y (@)

Ecuatiile (2.2.10) rezultd acum imediat, rezolvand acest sistem de ecuatii liniare in
raportcu X si Y. O

Exemplu. Pentru elipsa
X =acost
{ y = bsint
obtinem, dupd calcule,
X = ‘12‘1;1’2 cos>t
Y = bzb;“z sin ¢
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2 2 2 2 2 2 2
a3)k ~;+b3) 3 —(a b )j.

Curba descrisd de aceastd ecuatie se numeste astroidd alungitd (vezi figura ??).

Figura 2.1 — Evoluta unei elipse

2.3 Curbura unei curbe plane

Dupd cum am véazut, in cazul unei curbe In spatiu oarecare, curbura este intotdeauna
un scalar pozitiv. Desigur, acest concept de curbura se poate aplica, In egald masura, si
curbelor plane. Se dovedeste, totusi, cd 1n acest caz particular, putem obtine mai multe
informatii despre curba dacd folosim o notiune de curbura usor diferitd, permitand
curburii sd aibd un semn. Pentru a defini curbura unei curbe plane vom folosi un
truc tehnic, care ne va permite sa construim definitia intr-un mod independent de
coordonate.

Definitie. Se numeste structurd complexd pe R? aplicatia J : R? — R?, definiti prin

J(x,y) = (=y,x).
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Observatie. A aplica J inseamnd, pur si simplu, a roti vectorul {x, y} cu 7 sau a
fnmulfi numarul complex x + iy cu unitatea imaginara i (de aici provine, de fapt,
numele).

Cateva proprietiti evidente ale structurii complexe sunt continute in urméatoarea
propozitie:

Propozitia 2.3.1. a) Jv-Jw=v-w.
b) (Jv)-v=0.
c) J(JV) = —v (adicd J? = —id).

Toate aceste proprietiti rezultd imediat din interpretarea geometricd a structurii
complexe.

Anticipand putin, vom spune cateva cuvinte despre genul de curbura pe care il vom
defini. Ne amintim c& curbura unei curbe parametrizate in spatiu r = r(¢) oarecare se
poate calcula cu formula
_ @) xr" @]

e ()13

Acum, dacd r este o curba pland, cu suportul situat in planul de coordonate xOy,
atunci vectorii r/(¢) si r”(¢) sunt situati, de asemenea, in acest plan. De aceea,
produsul lor vectorial este un vector directionat de-a lungul axei z si, prin urmare,
norma vectorului este, pur si simplu, valoarea absolutd a componentei pe axa z. Ideea
definitiei curburii cu semn este sd inlocuim valoarea absolutd cu componenta Tnsagi.
In acest scop, urmitoarea caracterizare a produsului vectorial a doi vectori din planul
x Oy se va dovedi foarte utila.

k(t)

Propozitia 2.3.2. Fie u(xy, y1), v(x2, y2) € R2. Atunci
uxv=|[v-Ju]-k.

Demonstratie. Dupa cum se stie, produsul vectorial al vectorilor u si v (priviti ca
vectori in R3, cu ultima componenti nuli) poate fi calculat cu formula

i j Kk
uxv=|x; yr 0= (x1y2—x2)1) k
X2 Y2 0
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Pe de altd parte,

v-Ju={x2, y2} - {—y1, X1} = —x2y1 + x1y2,
de unde rezultd egalitatea anuntata. O
Suntem, acum, gata sa definim curbura unei curbe plane.

Definitie. Fie r = r(¢) o curbad parametrizatd pland. Curbura cu semn a lui r este,
prin definitie, cantitatea
r// . Jr/

ky = ———.
]|

(2.3.1)

Observatie. Conform propozitiei 2.3.2, curbura cu semn este proiectia vectorului de
curburd pe axa z. Cum vectorul de curbura este paralel cu axa z, avem

I xr

//||
kt| = ——5— =
I3

Alt rezultat imediat, dar important din punctul de vedere al calculului este urmato-
rul:

Propozitia 2.3.3. Fie (I,r = r(t)) o curbd parametrizatd pland. Dacd r(t) =
(x(2), y(t)), atunci curbura cu semn a lui r poate fi exprimatd ca
_ X" —x"@)y' @)

(<20 + y2(1) "

Consecintd. Dacd y = f(x) este ecuatia explicitd a unei curbe plane, atunci curbura
sa cu semn este datd de .
S (x)

R

Observatie. Consecinta precedenta arata cd pentru o curba plana datd explicit (adica
graficul unei functii de o singurd variabild) semnul curburii cu semn este, de fapt,
semnul derivatei a doua a functiei f, adicd, dupid cum se stie din analizd, semnul
curburii cu semn este o indicatie a convexitdtii sau a concavitdtii functiei.

k(1)

+(x)

Exact aga cum se Intdmpla cu torsiunea unei curbe in spatiu, curbura cu semn a
unei curbe plane este “aproape” invarianta fatd de o schimbare de parametru, adica
avem
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Teorema. Fie (I,r = r(t)) o curbd parametrizatd pland, (J, p = p(u)) — o curbd
parametrizatd echivalentd cu ea, cu schimbarea de parametru A : [ — J, u = A(2).
Atunci

k+[p](u) = sgn(}) - kx[r](r).

Demonstratie. Avem

r(t) = p(A(1))

(1) = p" (A1) - A (1)

r(1) = p" (A1) - A2 (1) + p (A1) - A (1)

v Jp = ("N 4 p AT (V') =
=220 T NN T =0=2"p"Tp
N——

ARSIV TR

de aceea

¥ Jr _ )L’3 . p”(u)'-]p’(u)
(L R VIS N T O]

k+[r]() = = sgn(1) - kx[p](u),

de unde
k+[p](u) = sgn(}) - kx[r](r).
]

Observatie. Teorema precedentd aratd cd curbura cu semn este invariantd fatd de orice
schimbare de parametru pozitivd, de aceea are sens sd o definim gi pentru curbe plane
regulare orientate.

Vectorul de curburd al unei curbe plane parametrizate natural poatre fi exprimat
usor in functie de curbura cu semn:

Lema. Fie (I,r = r(s)) o curbd pland parametrizatd natural. Atunci
r’(s) = ki (s) - Jr'(s).

Demonstratie. Avem r'?(s) = 1 (curba este parametrizati natural), de aceea r’ - 1’/ =
0, de unde rezultd cd r” L r’ sau, ceea ce este acelasi lucru, v’ || Jr'.

Pe de altd parte, din definitia curburii cu semn, k4 (s) = r”(s) - J¥'(s). Daca
punem r”(s) = a(s)-Jr'(s), atunci trebuie sd avem 1’/ (s)- Jr'(s) = a(s)-[J ¥ (s)]* =
a(s), de unde a(s) = k1 (s). O
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2.3.1 Semnificatia geometrica a curburii cu semn

Pentru curbura cu semn a unei curbe plane avem o interpretare geometricd similard cu
interpretarea geometricd a curburii unei curbe In spatiu, doar cd, de data asta, se ia in
considerare si semnul. Avem nevoie, mai intai, de urmatoarea definitie.

Definitie. Fie (/,r = r(¢)) o curbi parametrizatd pland. Unghiul de rotatie al lui r
este functia O[r] : I — R, definita prin:

T(t) = {cos O[r](z),sin O[r](z)} = exp(iO][r](z)), (2.3.2)

unde 7 (¢) este versorul tangentei, adica 6[r] este unghiul dintre versorul tangentei si
directia pozitivd a axei Ox.

Observatie. Aceastd definitie pare foarte inocentd si naturald. La urma urmei, ar
trebui si fie clar pentru oricine ci 6 este chiar unghiul format de versorul tangentei
cu directia pozitivi a axei x. In realitate, totusi, pentru o curbi plani arbitrari, nu
este deloc evident ci se poate gasi o functie unghi continud, ca s nu mai vorbim de
una netedd. Astfel de functii existd (vezi, de exemplu, cartea lui Bér [1], pentru o
demonstratie moderna) si orice doua astfel de functii diferd printr-un multiplu intreg
de 2.

Urmadtoarea lema furnizeaza legitura dintre curbura cu semn si variatia unghiului
de rotatie. Continutul acestei leme este destul de asemandtor interpretdrii geometrice a
curburii unei curbe in spatiu. De fapt, cAnd curba pland este privitd ca un caz particular
al unei curbe in spatiu, variatia unghiului de rotatie este egald (ca valoare absolutd)
cu variatia unghiului de contingentd, de aceea, in realitate, interpretarea geometricd a
curburii absolute a unei curbe plane (privitd ca o curbd In spatiu) este un caz particular
al acestei leme.

Lema. Dacd (I,r = r(t)) este o curbd parametrizatd pland, 6 este unghiul sdu de
rotatie, iar k+ — curbura sa cu semn, atunci:

o
o = IOk ().

J/
Demonstratie. Din definitia versorului tangentei avem t (¢) = % de unde

dr _ ) ,1(1 )
a ~eol T %% Gron)-
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Pe de altd parte, daca folosim expresia lui T (¢) ca functie de unghiul 8, dat de (2.3.2),

: dt
obtinem pentru ‘7= formula

dt do . d
- = E{_ sinf(t),cos 6(¢)} = EJT(I)-

Combinand cele doua relatii, obfinem egalitatea

I.// (t)

e @)l

H,m%( 1 )=d0 do  Jr'(t)

— V=""Jr) =" L
e @)l a’ T = 17/ @)l

Inmultind scalar ambii membrii cu Jr/(¢) si tinnd cont de faptul ci Jr/(¢) - ¥/ (¢) = 0
si JY'(t) - Jr'(t) = ||r'(¢)||?, obtinem:

() - JY'(t)  do

I @)l TR e’ ()],

de unde, folosind definitia curburii cu semn, rezulta ca

do
R I @) = ka(t) - ¥/ @)
t
sau, dupa simplificare,
DB ks IF O
- = - r s
dt ' F
adica ceea ce trebuia demonstrat. O]

Corolar. Pentru o curbd parametrizatd natural, (I,r = r(s)), avem

do
k() = 7.

Observatie. Din formula precedentd obtinem

do
k= lkell = |5

’

ceea ce este exact formula pentru curbura curbura unei curbe in spatiu oarecare care,
astfel, raimane validd, dupd cum ne asteptam, pentru cazul particular al curbelor plane.
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2.4 Centrul de curbura. Evoluta si evolventa unei curbe
plane

Definitie. Un punct £2 € R? se numeste centru de curburd in rog = r(ty) al unei
curbe parametrizate planec r : / — R? daci existi un cerc (y), cu centrul in £2, care
este tangent curbei in ro = r(fp), cu to € I, astfel incat curburile cu semn ale lui r si
y In rg sd coincida, de unede rezulta pozitia lui §2 pentru un ¢ € [ arbitrar:

1 Jr@)
k(0 I

Observatie. Notiunea de centru de curburd este invarianta relativ la o schimbare de
parametru: dacid (J, p = p(u)) este echivalentd cu r, cu schimbarea de parametru
AT — J,atunci ¥'(¢) = p’(A(t))A'(¢), iar k+[r](z) = sgn(A)k+[p](A(¢)). In mod
evident, putem avea probleme doar cAnd A’ < 0, dar in acest caz Jr' 1gi schimba
sensul, iar k4 1si schimba semnul, aga ci, pe ansamblu, situatia rimane neschimbata.

Q2(t) = r(t) +

Am definit evoluta unei curbe plane ca fiind infasurdtoarea familiei normalelor la
curbad. Urmaétoarea teorema furnizeaza o abordare alternativa.

Propozitia 2.4.1. Evoluta unei curbe plane este locul geometric al centrelor de
curburd ale curbei.

Demonstratie. Centrul de curburd al unei curbe pentru o valoare arbitrard a parame-
trului este
OIE , X+y?
L) =r@t)+ —————-Jr'(t) = (x(@),y(t)) + ————{—y", x'}.
O =10+ o IO = GO0 + ey

Astfel, dacd £2(t) = (X(¢), Y(¢)), proiectand ecuatia precedenti pe axele de coor-
donate, obtinem ecuatiile parametrice ale locului geometric descris de centrele de
curburi: ) )
Y+ ")
x/y// _ x//y/ ’
X+ y")
x/y// _ x//y/ ’

X(@)=x@) —

Y() =y +
care sunt tocmai ecuatiile evolutei. O

Din observatia precedentd deducem imediat:
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Corolar. Definitia evolutei are sens si pentru curbe regulare (cu alte cuvinte, doud
curbe parametrizate echivalente au aceeagi evolutd).

Exercitiul 2.4.1. Determinati evoluta astroidei

x(t) = acos3t,
y =asin’t.

Demonstrati cd evoluta unei astroide este tot o astroida (vezi figura 2.2).

Figura 2.2 — Evoluta unei astroide

Exercitiul 2.4.2. Determinati evoluta unei cicloide

x(t) = a(t —sint),
y =a(l —cost).

Demonstrati ca evoluta este tot o cicloidd (vezi figura 2.3).

O alta curbd pland interesantd asociatd unei curbe plane date este asa-numita
evolventd, care este, asa cum vom vedea imediat, intr-un sens, inversa evolutei.

Definitie. Fie (/,r = r(s)) o curbd parametrizatd natural si ¢ € I. Evolventa lui
r cu originea in r(c¢) (sau, mai pe scurt, in ¢) este curba parametrizata (/, p[r, c] =
p[r. c](s)), unde

plr.cl(s) = r(s) + (c — )r'(s).
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Figura 2.3 — Evoluta unei cicloide

Observatie. In general, s nu este parametru natural de-a lungul curbei p.

Daca (I,r = r(t)) este o curba parametrizata oarecare, putem inlocui parametrul ¢
t
cu lungimea arcului s = [ |[r/(7)||d 7 si defini evolventa lui r ca fiind evolventa curbei

0
parametrizate natural echivalenta cu ea, parametrul natural fiind lungimea arcului.
Este ugor de constatat cd are loc urmédtoarea propozitie:

Propozitia 2.4.2. Fie (I,r = r(t)) o curbd parametrizatd. Evolventa luir cu originea
inc € I este datd de

r'(1)
e @)1

p(1) =r(1) + (c —s(1))

unde s = s(t) este lungimea arcului lui r.

Exemplu. Fier(t) = (acost,asint) un cerc. Atunci
r'(t) = {—asint,acost}
x/2 + y/2 = g2

t
s(t) = [adt = at,
0

deci ecuatia evolventei este

(c —at)

p(t) = (acost,asint) + ————{—asint,acost}
a
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sau, in proiectie pe axe,

X(t) =acost —(c —at)sint
Y(¢t) = asint 4 (¢ —at) cost

Am reprezentat, in figura ?? o evolventd a cercului de razd 1.5, cu originea in punctul
de parametru 0.

7T
U
]

Figura 2.4 — An involute of a circle

Urmaitoarea lema stabileste o legdturd dintre curbura cu semn a unei curbe para-
metrizate si cea a evolventei sale si va servi ca mijloc pentru a stabili o legitura Intre
evolutd si evolventa.

Lema. Fie (I,r = r(s)) o curbd parametrizatd natural si p evolventa lui r cu originea
in c € I. Atunci curbura cu semn a lui p este datd de

sen(ks[r(s))

k+[pl(s) = o —s|



2.5. Cercul osculator al unei curbe 93

Demonstratie. Avem
p'(s) =1'(s) + (c =) (s) —1'(s) = (c = )1 (s) = (c — )kx[r](s) - J¥'(s)
p"(s) = —k£[r](s.JY (5) + (c = $)(kx[r](s))" - JX'(s) + (¢ — $)kx[r](s) - Jr"(s)
= [—k=[r](s) + (c = $) (k£ [r](5))'] - J¥'(s) = (¢ = ) (k£ [r](5))* - X' (s),

de unde
Jp" = —(c = 9)k[r](s) - ¥'(s),
n timp ce
p"(s) - Jp'(s) = (c —5)* - (kx[r](5))>.
Concluzia rezultd acum din definitia curburii cu semn. O

Urmatoarea teorema ne dd o legdtura intre evolventd si evolutd. In multe manuale
aceastd legdtura este luatd, de fapt, ca definitie a evolventei.

Teorema. Fie (I,r = r(s)) o curbd parametrizatd natural si p — evolventa sa cu
originea in ¢ € I. Atunci evoluta lui p ester.

Demonstratie. Evoluta lui p este datd, dupd cum se stie, de ecuatia

~Jp(s)
kx[p](s) o’

Folosind lema precedenta pentru a exprima curbura cu semn a lui p ca functie de
curbura cu semn a lui r, obtinem

pi(s) = p(s) +

e=sl  (c—9kell() - I ()
sen(k+[r](s)) (e —s)k<[rl(s) - T

p1(s) =1(s) + (¢ —s)r'(s) + r(s).

O

2.5 Cercul osculator al unei curbe

Definitie. Fie (/,r = r(¢)) o curba parametrizatd. Cercul osculator al lui r Intr-un
punct ¢ € [ este cercul cu centrul in centrul de curburd §2(¢), cu raza egala cu raza de
curburd % a curbei n acel punct.
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Asa cum planul osculator intr-un punct al unei curbe in spatiu poate fi privit ca
fiind pozitia limitd a planului determinat de trei puncte vecine, cand ele se apropie
indefinit de punctul dat, cercul osculator este pozitia limitd a unui cerc determinat de
trei puncte vecine, atunci cand acestea se apropie indefinit de punctul dat. Mai precis,
avem:

Teorema. Fie (I,r = r(t)) o curbd parametrizatd pland §i t; < tp < t3 € I.
Fie C(t1,12,t3) cercul care trece prin x(ty1), r(t)2), r(t3). Presupunem cd, pentru o
valoare t € I a parametrului avem ki.(t) # 0. Atunci cercul osculator al lui r in
punctul x(t) este cercul
C = lim C(t1,13,13).
11—t

1r—>t
13—t

Demonstratie. Fie A(t1,t,t3) centrul cercului C(#1,12,¢3) si f : I — R — functia
definitd prin f(¢) = ||r(t) — A||?>. Atunci, in mod clar, f este netedi si avem:

@) =2 (r(t) — 4)
(@) =2r"(t) - (x(0) = A) + 2| ()]

Intrucat f este diferentiabili si f(t1) = f(t2) = f(t3), din teorema de medie rezulti
cd existd doud puncte u1,up € I,cut) <ujp <1tr < up < t3 astfel incat

f'(u1) = f(uz) = 0.

Pe de altd parte, dacd aplicam 1ncd o datd teorema de medie, de data aceasta derivatei
[/, care este de asemenea diferentiabild, rezulti cd existd un v € (11, uy) astfel incat

f"(v) = 0.

Acum, daca facem ca 1, t, 13 — ¢, atunci vom avea, de asemenea, U1, 4, v — ¢, de
aceea, la limita, trebuie sd obtinem:

(1) (x(t) — A@) =0

(1) - (x(t) — A@0) = ~I' O 1>~ @

unde
A(Z) = lim A(Zl,lz,l3).
11—t

tr—t
13—t
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Din (*) si definitia curburii cu semn rezulta ca

-1 Jr@)
r(r) — A(r) = : :
k(@) (@)
deci C este cercul osculator al curbei r in punctul r(z). O

2.6 Teorema de existanta si unicitate pentru curbe plane

Teorema de existentd si unicitate pentru curbe parametrizate plane este similara
teoremei analoage pentru curbe in spatiu si poate fi demonstratd In acelasi mod, de
aceea vom omite aici demonstratia.

Teorema 2.6.1. Fie f : I — R o functie continud. Atunci existd o curbd pland
regulard, parametrizatd natural, (I,r = r(s)) astfel incdt Vs € I, ki (s) = f(s). r
este unicd, pand la o migcare proprie a lui R2.

Pentru a da un exemplu, vom gisi curba r pentru cazul particular 1n care functia
f este o constanta «, pentru orice valoare reald a parametrului s.
Plecand de la interpretarea geometrica a curburii cu semn, obtinem

do
a=ki(s) = s’

de aceea 6 (unghiul de rotatie) va fi o functie afina de s:
0 = as + 6,

unde 6y este o constantd. Pe de alta parte, din definitia unghiului de rotatie, obtinem:

T(s) = {fl_)sc’ %} = {cos 0(s),sin O(s)} = {cos(as + 6p), sin(as + Op)}

de unde rezulta sistemul de ecuatii diferentiale:

G+ = cos(as + 6o)
% = sin(as + 6p)

Intrucat ecuatiile sunt separate, sistemul poate fi integrat foarte usor si obtinem solutia:

i

[sinas sin 8y + cos as sin Og] + xq,

()

==

[—cosas cos Oy + sinas sin ] + yo
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unde xg si yo sunt doud constante de integrare. Solutia (*) poate fi scrisda sub forma
matriciala

X é sin s sin g + é cos as sin G N X0
y —é cos s cos By + é sin aes sin 6y Yo

sau, de asemenea,

. 1
x| _[cos(3—6) sin(%—06)]|acosas RS
- ] E _ 0 _ 9 1 . )
y sin ( > 0) cos ( 0 4 sinas Yo
ceea ce demonstreaza ca orice curbd pland de curburd cu semn constantd, egala cu o
poate fi obtinutd din curba

NETSIE

=1
X = 4 cosas

y = é sin s
aplicand o rotatie urmata de o translatie, adica o deplasare. Dar aceasta este un cerc
de razd 1/a, cu centrul in origine. Concluzia este cd, abstractie facdnd de o deplasare

a planului, singura curbd pland de curburd constantd pozitivd o este cercul de razd
1/a.



Integrarea ecuatiilor naturale
ale unei curbe in spatiu

3.1 Ecuatia Riccati asociata cu ecuatiile naturale ale unei
curbe

Teoria generald a ecuatiilor diferentiale garanteazd existanta si unicitatea solutiei
ecuatiilor lui Frenet ale unei curbe, pana la o deplasare a spatiului. Totusi, determinarea
analiticd a unei curbe daci i se dau curbura si torsiunea este cu totul altceva. Aceasta
determinare Tnseamnd, desigur, gdsirea unei solutii analitice a ecuatiilor lui Frenet.
Desi ele par inofensive, se dovedeste, In cazul general, sistemul pe care il formeazd nu
poate fi integrat analitic.

in mod clar, daca reugim sa rezolvam sistemul lui Frenet, atunci, In particular,
putem gisi versorul tangentei si, printr-o alti cuadraturd, putem gisi curba. In aparenti,
sistemul lui Frenet ar trebui sa fie echivalent cu un sistem de trei ecuatii vectoriale
de ordinul 1ntéi sau cu un sistem de trei ecuatii scalare de ordinul al treilea. Cu toate
acestea, se dovedeste cd sistemul (format din noud ecuatii scalare) contine, de fapt
trei seturi identice de cate trei ecuatii, de aceea este echivalent cu o singurd ecuatie
scalard de ordinul al treilea. Mai mult, cei trei vectori ai solutiei se supun conditiilor
de ortonormalitate, ceea ce ar trebui si permiti reduceri suplimentare. In fapt, vom
demonstra acest lucru indirect, demonstrand ca sistemul lui Frenet este echivalent cu
o ecuatie diferentiald de tip Ricatti, de ordinul al doilea. Dupd cum se stie din teoria
ecuatiilor diferentiale, putem gési solutia generald a unei ecuatii Ricatti daca si numai
dacd cunoastem deja o solutie particulara a sa (si nu existd nici o procedurd generala
pentru a gasi o astfel de solutie).

Remarcdm, inainte de toate, cd sistemul lui Frenet contine trei copii ale sistemului
scalar:

X' =k(s)Y,
Y = k()X + x(5)Z (3.1.1)
Z'=—y(s)Y

97



98 Capitolul 3. Integrarea ecuatiilor naturale ale unei curbe in spatiu

iar solutia acestui sistem trebuie sa verifice, de asemenea, conditia
X2 4+Y24+27%=1. (3.1.2)

Idea pe care o vom descrie (i care 1si are originile 1n lucrarile lui Sophus Lie si Gaston
Darboux), rezultd tocmai din conditia suplimentard (3.1.2). Anume, s-a observat ca
aceastd ecuatie poate fi descompusd (peste numerele complexe) ca

X+iVYX-iY)=010-2)1+ Z).
Introducem acum functiile complexe u si v punand

X +iY 1 X-—-iY
U= L; = (3.1.3)
1-Z v 1-Z
In mod clar, u si —1/v sunt complex conjugate. Este posibil si exprimidm X, Y, Z in
functie de u si v. Se poate verifica usor cd

1 —uv 4 uv u+v
X = ;o Y =i ;. Z = . (3.1.4)

u—v U—v u—v
Astfel, rezolvarea sistemului lui Frenet se reduce la gésirea functiilor complexe u si v.
Acum, o manipulare ugoard a formulelor demonstreaza ca atat u cat si v sunt solutii

ale ecuatiei Ricatti

dw (s)
- = ——X(S) — ik(s)w + w2,
ds
Aceasta este, dupa cum am mentionat mai devreme, o demonstragie indirectd a faptului
cd ecuatiile naturale ale unei curbe in spatiu nu pot fi integrate, in general, prin

cuadraturi.

(3.1.5)

3.2 Exemple de integrare a ecuatiei naturale a unei curbe
plane

Am vizut, in sectiunea precedentd, cd curbele plane de curbura constantd sunt cercurile,
si numai ele. Vom da, in cele ce urmeaz, alte exemple interesante de ecuatii naturale
de curbe plane care pot fi integrate. Ca sd fim si mai precisi, in realitate, spre deosebire
de cazul curbelor 1n spatiu, pentru curbele plane ecuatia naturald poate fi integrata in
toate cazurile, problema este cd, de cele mai multe ori, nu putem exprima solutia n
limbajul functiilor elementare. De aceea sunt cu atdn mai interesante putinele cazuri in
care putem face acest lucru. Pentru comoditate, vom utiliza, in restul acestui paragraf,
raza de curburd R = 1/k in locul curburii.
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Spirala logaritmicd. In acest caz, raza de curbui este dati de
R=a-s, (3.2.1)
unde a este o constantd. Fie « unghiul de contingenid. Atunci, dupa cum stim, avem

da 1 1

ds  R(s) as’
de aceea, integrand si neglijand termenul constant, obtinem

o= —Ins, deunde s = %%,
a

Pentru a obtine coordonatele, trebuie sd integram sistemul de ecuatii diferentiale

dx 'y )
— =cosa, — =sina.
ds ds

Avem (omitind, din nou, constantele de integrare)

ao

a’+1

X = /cosads =a / cosae®da = (acosa + sinw)

si, Tn mod analog,
ax

ae
= | sinads = ———(asino — cos ).
y / a2+1( )

Prin urmare, ecuatiile parametrice ale spiralei logaritmice sunt

aea(x
x=— n 1(acosoz + sin )
. (3.2.2)
aeatx
y = Z—-I-l(a sino — cos )
a

Spirala logaritmica (vezi figura 3.1) este descrisa cel mai convenabil prin ecuatia sa n
coordonate polare, r = r(¢). Vom explica acum cum se poate obtine aceasta ecuatie,
plecand de la ecuatiile parametrice. Inainte de toate, remarcam cd
a262aa

2 2
X = — ),
+ a? +1
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Figura 3.1 — The logarithmic spiral

de unde el
ae
r=4/x24+y?=—u.
a? +1
Punem a = tan y. Atunci, pentru unghiul polar obtinem

y asina —cos«
tang = = = ———— = —cot(a + V),
X sin + acosa

de aceea ¢ = a + ¥ + 7, prin urmare @ = ¢ — ¥ — 7. Astfel,
r=sinye? V3,
adica ecuatia polara a spiralei logaritmice este de form
r=0C-e%,

unde C este 0 constanta.

Cycloidal curves. They correspond to the natural equation

52 R2_
a—2+b—2—1,

(3.2.3)

(3.2.4)

where a and b are nonvanishing constants. A possibility would be to express R in
terms of s and then integrate. However, this would lead to complications, due to the
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the presence of the square root and the sign ambiguity. We prefer, instead, to introduce
a new parameter ¢, through the relations

s =asint, R =bcost.

It is, then, very easy to find the contingency angle in terms of this new parameter.
Indeed, we have

1 1 at
a_/Eds_/bcostaCOStdt_?'

We can proceed now with the determination of the coordinates x and y, in terms of
the parameter ¢:

X =/cosads =/Cosab_t'a'COStdt =%( b sin (a—Db)t n b sin (a—i-b)l)’

a—>b b a+b b
B , B . at _a b (a—b)t b (a+Db)t
y—/smads—/smbacostdt— 2(a_bcos 5 +a+bcos 5 .

The clothoid. This is the curve whose natural equation is

R=—. (3.2.5)
s

Thus, for the clothoid (also known as the Cornu’s spiral), the radius of curvature is
proportional to the inverse of the arc length. From this point of view, it is, to some
extent, similar to the logarithmic spiral,

where the radius of curvature was proportional to the

arc length, rather than to its inverse. We include this curve here to show that even
in the case of a very simple expression of the curvature in terms of the arc length (in
this case the curvature is proportional to the arc length, i.e. it is a linear function), we
might not be able to find a parametric representation in terms of elementary functions.

The contingency angle is easily found:

o= —, (3.2.6)
therefore the coordinates are

52 52
x = /cosz—ds, x = /sinz—ds. (3.2.7)

a
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Unfortunately, it is a well known fact from analysis that the integrals from (3.2.7)
cannot be expressed in terms of elementary functions. They carry the name of Fresnel
integrals, after the French physicists who used them first in his works on optics (the
theory of diffraction, to be more specific)!.

The catenary. For the catenary, the natural equation is

R=a+ —, (3.2.8)
a

where a is a non-vanishing constant. Again, instead of integrating directly, to get the
contingency angle, we introduce, first, the new parameter ¢ through the relations

a

s =atant, R = (3.2.9)

cos?t’

Then the contingency angle will be

1 2t
az/ ds:/—cos Tt =1
R(s) a-cos?t

The coordinates are, now, easy to find in terms on the new parameter:

t 1 1 in ¢
x=/cosozds=/acozs dtza/—dIZIH(ﬂ),
cos2t cost cost

and, analogously,

It is not difficult to check that one can eliminate the parameter ¢ from the previous two
equation and one gets the usual explicit equation of the catenary, i.e.

y = acosh . (3.2.10)
a

! According to Gino Loria, in fact, these integrals were first considered by Euler, in 1781.
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A

Figura 3.2 — The catenary

The involute of the circle. Let us start with the natural equation
R? = 2as. (3.2.11)
We introduce a new parameter, ¢, such that

2

at
s=—, R=uat.

2

Then the contingency angle is

1 1
a=/—ds=/—~atdt=t,
R at

x:/cosads:/atcostdt = a(cost + tsint)

therefore

and
y =/sinads =[atsintdt = a(sint —tcost),

which are, indeed, the parametric equations of the involute of the circle.

The tractrix. Finally, we start with the natural equation

R? 1+ 4% = q2e™25/a, (3.2.12)
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where a is a non-vanishing constant. We introduce the parameter ¢ such that

s 1
e a =——  R=oatant.
cost
Then
| -
Figura 3.3 — The tractrix
1 1
a= | —ds= (—atant)dt = —t,
R atant
therefore
X = /cosads = /cost(—atant)dt = acost
and

. . 1 + sint .
y=/s1nads=/smz-a'tantdt=a(ln——s1nt).

cost



Partea 11

Suprafete
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Teoria generala a suprafetelor

4.1 Suprafete parametrizate (panze)

Definitie. O suprafati parametrizati (panzi) in R3 este o aplicatie neteddr : U — R3,
(u,v) = r(u,v), unde U este un domeniu (o submultime deschisi si conexa) a lui
R2, in timp ce r indeplineste conditia

r, xr, #0. (4.1.1)
Conditia (4.1.1) se numeste conditia de regularitate.

O suprafata parametrizatd se noteazd, de obicei, cu (U, r), (U,r = r(u, v)) sau,
pur si simplu, r = r(u, v), dacd domeniul de definitie este subinteles.

Definitie. Multimea r(U) C R? se numeste suportul suprafetei parametrizate (U, r).

Observatie. De reguld, unul si acelasi punct al suportului unei suprafete parametrizate
(U, r) poate corespunde mai multor perechi (u, v) distincte, deoarece nu se presupune
cd functia r este injectiva.

Definitie. Doua suprafete parametrizate (U, r) si (V, r1) se numesc echivalente daca
existd un difeomorfism A : U — V astfel incitr = rq o A.

Observatie. Suporturile a doud suprafete parametrizate echivalente coincid intotdea-
una.

Exemple. 1. Daci U = R?,intimp cer = ro-+ua+uvb, axb # 0, atunci suportul
suprafetei parametrizate este planul care trece prin punctul de vector de pozitie
ro si este perpendicular pe vectorul a x b. Aceastd suprafatd parametrizata se
numeste plan.

107



108 Capitolul 4. Teoria generald a suprafetelor

2. FieU = {(u,v) e R?|n/2 <u < m/2,0 <v < 2m}si
r(u,v) = (Rcosucosv, Rcosusinv, R sinu).

Suportul acestei suprafete parametrizate este sfera de razd R, cu centrul in
originea lui of R3, mai putin un meridian. Parametrii ¥ si v sunt analogi
coordonatelor geografice.

3. Fie U = R%, r = ro +ua + v3b, a x b # 0. Suportul acestei suprafete
parametrizate este acelagi cu suportul suprafetei parametrizate de la exemplul 1),
dar cele doui suprafete nu sunt echivalente, deoarece aplicatia (1, v) — (u, v3)
nu este un difeomrfism.

4.2 Suprafete

Definitie. O submultime a S C R3 se numeste suprafati regulard daci fiecare punct
a € S al sau are o vecindtate deschisd W in S astfel incat sa existe o suprafatd para-
metrizatd (U,r) cur(U) = W, in timp ce aplicatiar : U — W este un omeomorfism.
Perechea se numeste parametrizare locald a suprafetei S 1n jurul punctului a, in timp
ce suportul r(U) se numeste domeniul parametrizarii. O suprafatid S care admite o
parametrizare globald (adica o parametrizare locala (U, r) pentru care r(U) = S) se
numeste o suprafatd simpld.

4.2.1 Reprezentarea suprafetelor
Modalitatile prin care am descris curbele sunt, in egald masurd, disponibile si pentru

suprafete.

Reprezentarea parametrica. Daci S este o suprafati, iar (U, r) este o parametri-
zare locald a lui S, atunci, dacd r(u, v) = (x(u, v), y(u,v), z(u, v)), ecuatiile

x = x(u,v)
y=ywv) , @v)el,
z =z(u,v)

se numesc ecuatii parametrice ale suprafetei. Precizam, incd o datd, cd acestea sunt
doar ecuatii locale, ele nu pot fi utilizate petru descrierea tuturor punctelor suprafetelor,
decat daca avem de-a face cu o parametrizare globald a unei suprafete simple.
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Reprezentarea expliciti. Daci f : U — R este o aplicatie netedd, unde U C R?
este un domeniu, atunci graficul sdu, § = {(x,y,z) € R3 | z = f(x,y)} este o
suprafati simpla. Intr-adevir, avem parametrizarea globalir : U — R3, r(u,v) =

(u,v, f(u,v)).

Reprezentarea impliciti. Fie F : V — R o functie netedd, cu ¥V C R3 o submul-
time deschisd. Vom nota cu

S ={(x,y,2) eR3 | F(x,y,z) =0}

multimea de nivel 0 a lui F. Daca, in fiecare punct al lui S, vectorul

dF JOF OF
grad F = { }

ax Ay’ 9z

este nenul, atunci S este o suprafati. Intr-adevir, daci, de exemplu, in (xg, yo, zo) € S,
avem F Z’ (x0, Y0, zo) # 0, atunci, din teorema functiilor implicite, rezultd ca existd o
vecinitate deschisi (in topologia lui R3 ) M a lui (x¢, Yo, Zo) astfel incat multimea t
M N S (care este o vecinatate deschisa a lui (xo, Yo, Zo), de aceasta dati in topologia
lui §) este graficul unei functii netede z = f(x,y), de aceea, asa cum rezulta
din paragraful precedent, existd o parametrizare locald a lui S in jurul punctului
(x0, Y0, Z0). Remarcam ca aceasta parametrizare este globalid pentru M N S dar, in
general, nu pentru intregul S. Chiar dacd F; este nenuld pe intreaga multime S, tot
nu este sigur cd functia f poate fi definitd global. Astfel, spre deosebire de cazul
suprafetelor date explicit, cele date implicit nu sunt, de obicei, simple.

Exemple. 1. Planul [T care trece prin punctul de vector de pozitie ry si are directia
datd de vectorii a si b, cua x b # 0 este o suprafatd simpla, cu parametrizarea
globali r(u, v) = ro + ua + vb. In proiectie pe axele de coordonate, ecuatiile
parametrice ale planului sunt

X = Xo + uax + vby
y = yo+ua, +vb, , (u,v)eR%
z = zg +uaz + vb,

2. Suprafete de revolutie
Fie C o curbd 1n planul x Oz, care nu intersecteazd axa Oz, si S — submultimea
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lui R3 care se obtine prin rotirea lui C in jurul axei Oz. Fie v unghiul de rotatie
al planului xOz si @’ — punctul lui S obtinut rotind punctul @ € C cu un unghi
vg. Fie (I, p = p(¢)) o parametrizare locald a curbei C in jurul punctului a,
p(t) = (x(t),z(t)). Atunci obtinem parametrizarea locala a lui S in jurul lui
a’,

r(t,v) = (x(¢) cos(v + vg), x(¢) sin(v + vg), z(¢)),

definitd pe domeniul U = I x (—%, %).

. Sfera. Fie F R3 > R, F(x,y,z) = x% 4+ y2 + z2 — R?%. F este, in mod

evidenty, o functie netedd, iar multimea sa de nivel 0
S%2 ={(x,y,2) e R®| F(x,y,z) =0}
este sfera de raza R, cu centrul in origine. Gradientul lui F este
grad F = {2x,2y,2z}

si, In mod evident, nu se anuleaza pe sfera S2. de aceea, aceastd sferd este
o suprafati regulara. Este de remarcat cd S 122 nu este simpld, deoarece este o
submultime compacti a lui R3, de aceea nu poate fi omeomorfi cu o submultime
deschisi a lui R?, care nu este compacti.

Torul. Alegem acum F : R3 — R,

F(x,y.2) = (y/x2+y>—a)®> + 2> —b* 0<b<a.
Multimea sa de nivel 0,
T2 = {(x’y’z) €R3|F(xayvz) = O}

se numeste for bidimensional. Calculand derivatele partiale ale Iui F' 1n raport
cu coordonatele, obtinem

Fy=2(V¥+)7~a) =
r__ 2 2 _ Y
F, =2 (\/x +y a) N

F] =2z
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de aceeea, gradientul lui F' se anuleaza dacd si numai dacd

x=y=z=0 or
x24+y2=0,y=0,z=0 or

2

x=0,x2+y2=a%z=0 or

x2+y2=a%z=0
Este usor de verificat ci grad F este nenul pe 72, de aceea toruyl este o suprafati

(din nou, este compacta, de aceea nu poate fi simpld).

Torul se poate obtine si prin rotirea cercului (x — a)? + z2 = b? (situat in
planul xOz) 1n jurul axei Oz.

Figura 4.1 — The torus

4.3 Echivalenta parametrizarilor locale

Definitie. Fie S o suprafata, (U, r) — o parametrizare locald a sasi W = r(U). Atunci
aplicatiar™! : W — U este o bijectie, care asociazi fiecirui punct din W o pereche de
numere reale (1, v) € U. Aceasta corespondentd se numeste un sistem de coordonate
curbilinii pe S sau o hartd pe S.

Observatie. Trebuie sd mentiondm aici cd Tn multe cérti obiectele fundamentale uti-
lizate pentru a descrie o suprafatd nu sunt parametrizdrile locale, ci hartile. Desigur,
cele doud abordari sunt complet echivalente, dar ele provin din directii diferite. Des-
crierea suprafetelor folosind parametrizari locale isi are, probabil, originea in analiza
matematicd, unde suprafetele sunt vizute fie ca imagini de functii, fie ca grafice de
functii. In ambele cazuri, obiectele centrale sunt functii. Abordarea care utilizeazi
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hirtile isi are originea in cartografie. In fapt, atasarea unei hirti locale la o suprafati
Tnseamnd, pur si simplu sd aplicim o bucatd din acea suprafatd pe o portiune a unui
plan, cu alte cuvinte, construirea unei “harti” a suprafetei si, de fapt, in geometria
diferentiald modernd, o colectie d hérti care acoperd intreaga suprafatd se numeste
atlas, ca in cartografie.

Teorema 4.3.1. (a schimbdrii de parametri) Fie (U, r) si (U1, r1) doud parametrizdri
locale ale unei suprafete S siv(U) = r(Uy). Atunci existd un difeomorfism A : U —
U, astfel incat r = ry o A. Difeomorfismul A se numeste schimbare de parametri sau
reparametrizare.

Inainte de a demonstra teorema, trebuie si facem cateva observatii. Daci existd o
schimbare de parametri A, atunci, din relatia r = ry o A, rezultd, desigur, A = rl_1 or.
Dificultatea reald este si demonstram cd atit A, cét si inversa ei sunt netede. Desi
r este netedd, r~! nu este!, deoarece domeniul siu, ry (Up), nu este o submultime
deschisd a spatiului euclidian R3. Vom demnstra, totusi, in urmatoarea lema, ca, local,
rl_1 este restrictia unei functii netedei. Subliniem ca aceastd reprezentare a lui rl_l
este doar locald: in general, rl_1 nu sepoate scrie, pe tot domeniul sdu de definitie, ca
restrictia unei singure, definite pe multime deschisi (in topologia lui R?), care contine

multimea r; (Uy).

Lema. Fie (U, r) o parametrizare locald a suprafetei S, v(U) = W sir™! : W — U
— aplicatia inversd. Atunci, pentru fiecare punct a € W existd o multime deschisd (in
topologia lui R3) B 3 a i o aplicatie netedd G : B — U astfel incat v~ |ynp =
Glwns-

Demonstratia lemei. Fie r(u,v) = (f1(u,v), foa(u,v).f3(u,v)) sia = r(up, vo).
Datoritd regularititii lui r, matricea Jacobi

/ /
f l/u f 1/U
fQ}u f2,v
f 3u f 3v
are rangul doi. Fara a restringe generalitatea, putem presupune cd
/ /
f lu f 1v

7

Lcel putin nu in sensul clasic
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Atunci, din teorema functiei inverse pentru aplicatia

fiuv) — (x = filu,v),y = f2(u,v)),

rezulta ca existd o vecinatate deschisd V' a punctului (ug, vg) din U si o vecinatate
deschisi V a punctului (xo = f1(ug, vo), o = f2(uo,vp)) din planul xOy astfel
incat f : V — V si fie difeomorfism. Intrucat aplicatiar : U — W este un
omeomorfism, r(V') este o vecinatate deschisa in S a punctului a = r(ug, vg), de
aceea, in R3 existi o vecinitate deschisi B a punctului a astfel incatr(V) = BNS =
BNW. Fie p: R> - R? : (x,y,z) — (x,y) proiectia ortogonald pe planul de
coordonate xOy. Vom arita ci aplicatia G = (f ' o p)|p : B — U este cea pe care
o ciutim. Intr-adevir, G este netedd, fiind o compunere de aplicatii netede. Mai mult,
fiecirui punct (x, y, z) din BN W ii corespunde un singur punct (1, v) = r~!(x, y, z)
din V, si fiecdrui punct t (x, y) € V- punctul (u,v) = f~!(x,y) din V. Astfel,
pentru punctele (x, y,z) € BN W, avem

r i y.z) = y) = SN (p(xy.2) = Gx, . z).
0

Demonstratia teoremei. Fie (U,r) si (U1, r1) — doud parametrizéri locale ale suprafe-
tei S astfel incat r(U) = ry(Uy) = W. Consideram aplicatia A = rl_1 or:U — Uj.
Intrucat r; : Uy — W este un omeomorfism, acelasi lucru este adevirat pentru
rl_1 : W — Uj si, astfel, A este un omeomorfism, ca o compunere de doua ome-
omorfisme. Trebuie doar si mai demonstrim ci A si A~! sunt netede. Pentru a
demonstra netezimea lui A este suficient sd demonstram ci fiecare punct (ug, vg) € U
are o vecindtate deschisa V' C U astfel incét A|y sa fie neteda. Aplicam lema pre-
cedentd parametrizarii (U1, r;) a punctului a = r1(A(ug,vo)). Fie G : B — U;
aplicatia netedd pentru care r{!|gaw = Glgnw si V = r (B N W). Atunci
My =rlor|ly = (G or)|y si, de aceea, A|y este netedd, fiind restrictia unei
aplicatii netede. Netezimea lui A~! se demonstreazi in acelati mod, inlocuind para-
metrizarea ry cu parametrizarea r. O

Local, fiecare suprafata este suportul unei suprafete parametrizate. Afirmatia
inversd nu este adevdratd, adicd suportul unei suprafete parametrizate arbitrare nu
este o suprafatd. Totusi, daca alegem o suprafatd parametrizatd arbitrard, restringand
domeniul sdu, putem obtine o suprafatd parametrizata al cdrei suport si fie o suprafatd
regulard. Astfel, avem:
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Teorema 4.3.2. Fie (U,r) o suprafatd parametrizatd regulard. Atunci fiecare punct
(ug,vo) € Uare o vecindtate deschisd V- C U astfel incdt v(V) sd fie o suprafatd
simpld in R3, pentru care perechea (V, x|y ) este o parametrizare globald.

Demonstratie. Singura conditie suplimentard pe care trebuie sd 0 impunem asupra
lui V este ca aplicatiar|y : V — r(V) si fie un omeomorfism. Fie r(u,v) =
(fi(u,v), f2(u,v), f3(u,v)). Fard a restringe generalitatea, putem presupune ci
Jacobianul aplicatiei f : (u,v) - (x = fi(u,v),y = fa(u,v)) este nenul in
(19, vo). Atunci, din teorema functiei inverse rezulti ca exista o vecinitate deschisa
V C U apunctului point (g, vg) si o vecinatate deschisa Va punctului (xg, yo) =
f(ug, vo) astfel incat aplicatia F : V — V si fie un difeomorfism. Vom demonstra,
mai inti, injectivitatea aplicatiei r|y : V — r(V). Fie (u1, v1), (u2, v2) € V, astfel
incat r(uq, v1) = r(uz, v2). Atunci, in particular,

Siur,vr) = fiuz,v2) si fa(ur,v1) = fa(u2, v2),

adicd f(ui,v1) = f(uz,v2). Ori, f este un difeomorfism, prin urmare este, in
particular, o aplicatie injectivi, de aceea (11, v1) = (42, v2). Aplicatiar : U — R3
este continui, de aceea si restrictia sa r|y : ¥V — R3. Intrucat pe r(V) folosim
topologia de subspatiu, aplicatia r|y : V — r(V) este, de asemenea, continua.
Pentru a demonstra continuitatea aplicatiei inverse, remarcdm ci ea este compunerea
aplicatiilor continue urmitoare: (x,y,z) € r(V) — (x,y) € V > (u,v) =
f~Y(x,y) € V, dupi cum am vizut in demonstrarea lemei. O

4.4 Curbe pe o suprafata

Vom spune cd o curbd parametrizatd neteda (/, p = p(¢)) este situata pe o suprafati
S daca suportul sdu p(/) este inclus in S. in particular, putem descrie cu usuringa
curbele parametrizate cu suportul continut in domeniul unei parametrizari (U, r) a
suprafetei S.

Teorema 4.4.1. Fie (U,r) o parametrizare a suprafetei S si (I, p = p(t)) ocurbd
parametrizatd netedd al cdrei suport este inclus in v(U). Atunci existd o singurd
curbd parametrizatd netedd (1, p) pe U astfel incdt

p(1) = p(p(2)). (4.4.1)
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Reciproc, orice curbd parametrizatd netedd p pe U defineste, prin formula (4.4.1),
o curbd parametrizatd netedd pe r(U). Regularitatea lui p in t este echivalentd cu
regularitatea lui p in t.

Demonstratie. Intrucét aplicatiar : U — r(U) este un omeomorfism, in timp ce
p(I) C r(U), din formula (4.4.1) putem obtine p, punand

p=rlop.
In mod clar, p este continui, fiind compunerea a doui aplicatii continue. Vom verifica
acum cd p este, de fapt, netedd. Dacd ¢ € I, atunci p(¢) € r(U). Potrivit lemei
din paragraful precedent, existi o vecinitate deschisi B a punctului p(¢) din R3 si o
aplicatie netedi G : B — U astfel incat r—!| Brr(t) = G|Bnr(w)- De aceea, aplicatia
p poate fi reprezed, In vecinatatea punctului ¢, ca o compunere de aplicatii netede
G o p si, astfel, este neteda. Afirmatia reciproca poate fi demonstrata chiar mai simplu,
pentru cd avem
p=rop

si, intrucét r si p sunt netede, la fel este si p.

Pentru a verifica echivalenta conditiilor de regularitate pentru p si p, consideram
componentele drumului p:

p = (u(),v()).
Atunci egalitatea (4.4.1) devine
p(1) = r(u(r), v()).
Diferentiind aceasta relatie, obtinem
pl(1) =r,-u'(t) +r,- V().

Cum vectorii r; si r; nu sunt coliniari (deoarece suprafata, ca de obicei, se presupune
a fi regulard), din relatia precedentd rezulti cd p’(z) = 0 daci si numai dacd u/(z) = 0
siv/(t) = 0, adicd dacd si numai dacd p (r) = 0. O

Definitie. Curba parametrizatd p(¢) pe domeniul U se numeste reprezentarea locald
a curbei parametrizate p(¢) In parametrizarea locala (U, r), iar ecuatiile

u = u(t)
v =v(t)

se numesc ecuatiile locale ale lui p(¢) in parametrizarea considerata.
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Exemplu. Fie (U,r = r(u, v)) o parametrizare locald a lui S si (1o, vg) € U. Consi-
derdm, in r(U) C S, drumurile definite de ecuatiile locale

= t
{” Ho + (4.4.2)
UV = 1
si
{” - Mo (4.4.3)
vV=uvg+1?

Este usor de constatat cd suporturile acestor doua drumuri sunt situate, intr-adeva, pe
S (mai precis, chiar in r(U)). Prin fiecare r(ug, vo) € r(U) trec exact doua astfel de
curbe, cate una de fiecare tip. Aceste curbe se numesc se numesc linii de coordonate
sau curbe de coordonate pe suprafata S, In parametrizarea locala (U, r).

4.5 Spatiul vectorial tangent, planul tangent si normala la
o suprafata

S& notim, pentru orice a € R3, cu R3 spatiul vectorilor legati cu originea in a. Acesta
este, in mod evident, un spatiu vectorial de dimensiune 3, izomorf in mod natural cu
R3.

Definitia 4.5.1. Un vectorh € ]RZ se numeste vector tangent la suprafata S n punctul
a daci existd o curba parametrizatd (1, p(¢)) pe S si un ¢y € I astfel incat p(t9) = a
si p’(to) = h. Astfel, un vector tangent la o suprafati este, pur si simplu, un vector
tangent la o curba de pe suprafata.

Vom nota cu 7, S multimea vectorilor tangenti la suprafata S in a € S. Urmatoa-
rea lemd este triviald, dar va juca un rol esential in cele ce urmeaza.

Lema. Fie p = p(t) o curbd parametrizatd pe S, datd prin ecuatiile locale u =
u(t), v =v(t), fatd de o parametrizare locald (U, r) a lui S. Atunci avem relatia

p' (1) = u' (O, (u(t), v(t)) + v (O)r, u(t, v(r)). 4.5.1)

Demonstratie. Pur si simplu derivim relatia p(¢) = r(u(z), v(¢)) inraportcu¢t. [
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Teorema 4.5.1. Multimea T, S este un subspatiu bidimensional al lui R3. Dacd (U, r)
este o parametrizare locald a lui S, iar a = r(ug, vo), atunci vectorii r;(ug, Vo) §i
r/v(uo, Vo) formeazd o bazd a acestui subspatiu, numitd baza naturald sau baza de
coordonate a spatiului tangent.

Demonstratie. Fie (U, r) o parametrizare locald alui S, cua = r(ug, vg). Daci curba
parametrizatd (I, p(¢)) este pe suprafata si p(f9) = a, atunci, micsorind, la nevoie,
intervalul /, putem presupune cid p(/) C r(U), iar ecuatiile sale locale, in aceasta
parametrizare a suprafetei sunt ¥ = u(¢),v = v(¢). Atunci, din formula (4.5.1)
rezultd ca

P (to) = u' (t0)ry (tto. vo) + v’ (t0)ry (0. Vo).

Reciproc, orice vector de forma
h = ar, (1o, vo) + Br, (1o, vo)
este tangent la curba parametrizati datd de ecuatiile locale

U =ug+at
v =vg + ft

care este o curbd pe S, ce trece prin a pentru t = g, de aceeah € 7, S. O

Spatiul vectorial T,S se numeste spatiu tangent la S in a. Asa cum am mentionat
mai sus, RZ este natural”® izomorf cu R3. Bazindu-ne pe acest izomorfism, putem
considera, cand ne convine, ci T, S este, in fapt, un subspatiu al lui R3 mai degrabi
decit al lui Rg. In acest caz, T, S este un plan vectorial, in sensul ci el trece prin
originea lui R3; atunci planul care trece prin a si are pe T, S ca plan director (adici
planul care trece prin a si este paralel cu T,S), se numeste planul tangent la S in
punctul a si se noteazd cu 1, S.

Dacar(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u, v)) este o parametrizare locald a suprafetei
S,iara = r(ug, vo) = (x0, Yo, 2o) € S, atunci, in mod clar, ecuatia planului tangent
la S in a trebuie sd fie

X—xo Y—y() Z—Z()
u y 1/4 z =0.

u
/ /
v yv ZU

2In acest context, natural inseamni ci existd un izomorfism care este independent de alegerea bazelor
in cele doud spatii vectoriale.
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Fie, acum, (U,r = r(u,v)) o parametrizare a lui S si (ug,v9) € U. Daca
modificim argumentele cu Au = aAt, Av = BAt, cu«, B € R fixate, atunci din
formula lui Taylor rezultd ca:

r(ug + Au,vg + Av) = r(ug, vg) + At - (ar;(uo, vo) + ﬁr/v(uo, Vo)) + At - &,

cu Alim e = 0. Folosind aceastd formuld, vom da o altd caracterizare a planului
t—0

tangent. Fie IT un plan din R3, care trece prin a = r(ug, vg), d — distanta de la
punctul Aa = r(ug + Au, vo + Av) la planul I7, iar h — distanta dintre punctele a si
Aa.

Teorema 4.5.2. Planul Il este planul tangent la suprafata S in punctul a dacad si
numai dacd pentru orice modificare a argumentelor de forma Au = aAt, Av = BAt,
cua,f €R, a? —}—,82 # 0, avem

. d

adicd planul §i suprafata au un contact de ordinul intdi in a.

Demonstratie. Fie n versorul normalei la planul I7,

Ar = r(ug + Au, vg + Av) —r(ug, vo).

Atunci d = Ar- n, h = || Ar||. Inlocuind Ar cu expresia sa, gisim:
. d At - (ar, (1o, vo) + Br, (1o, vo) + &) - 1
lim — = lim ; 7 =
At—>0 h  Ai—0 lloex, (1o, vo) + Br, (uo, vo) + €|

(ar;(uo, vo) + ﬂr/v(uo, Vo)) - n
lax, (o, vo) + Br,(uo, vo)|

de aceea

lim =0 < (ozr;(uo, vo) + ,Br/v(uo, vg)) - nm=0. (4.5.3)

At—0

Necesitatea. Daca I7 este planul tangent, atunci vectorii r:l si r/v, ca vectori directori
ai planului 77, sunt perpendiculari pe n, de aceea relatia (4.5.3) este verificata.
Suficienta. Sa presupunem, acum, cé (4.5.3) este verificatd. Alegindo = 1, § = 0,
obtinem r; - n = 0. In acelasi mod, pentru & = 0, 8 = 1, se obtine r/v x n = 0.
Astfel, n este ortogonal la planul tangent, adica I7 este chiar planul tangent. O
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Definitia 4.5.2. Dreapta care trece printr-un punct al suprafetei si este perpendiculara
pe planul tangent la suprafatd in acel punct se numeste normald la suprafatd n punctul
considerat.

Astfel, daca (U,r) este o parametrizare a suprafetei in jurul punctului a =
r(ug,vg) = (x0,Y0.20) € S, atunci un vector director al normalei la suprafata
’ ’ ~ v v .. N
va fir, (4o, vo) X 1 (1o, Vo), ceea ce Inseamnd cd ecuatiile normalei in punctul a vor
fi:

X—X() Y—y() Z—Z()

Yu(o,vo) 2, (1o, vo) 2, (1o, vo)  x;, (1o, Vo) x, (o, v0) ¥y, (10, vo)
Vo, vo) 23 (ug, vo) 7, (U0, v0) Xy (U, Vo) xy (U0, v0) Yy (o, vo)|’
(4.5.4)
Pentru a determina planul tangent si normala la o suprafatd data printr-o reprezentare
implicitd, urmdtorul rezultat este foarte util.

Teorema 4.5.3. In punctul (xo, yo, 20) al suprafetei date prin ecuatia
F(x,y,z) =0

vectorul grad Fo = {Fy(xo, Yo, Z0), Fy (X0, Yo, Z0), F}(x0, Yo, Z0)} este perpendicu-
lar pe planul tangent la suprafatd in acest punct.

Demonstratie. Fie r(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)) o parametrizare locali a su-
prafetei in jurul punctului (xg, yo, Zg) = r(ug, vo). Atunci avem identitatea

F(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) =0,

de unde, prin diferentiere, obfinem

0=F,=F}-x,,+ F}-y,+ F, -z, = grad F -r,
0=F)=Fl-x,+F y,+F-z,=gadF-x,
adicd grad F L L(r:,, r/v) = T(x0,v0,20)S - =

Consecinta 1. Ecuatia planului tangent la suprafata data prin ecuatia implicitd
F(x,y,z) = 0in punctul (xg, yo, z0) are forma

(X — x0) Fy.(x0, Y0, z0) + (Y = y0) F}(x0. Y0, z0) + (Z — z0) F;(x0, y0. Z0) = 0,
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in timp ce ecuatiile normalei la suprafatd in acelasi punct sunt
X — X0 Y — Yo Z — Z0
Fi(x0,¥0.20)  F}(x0,0.20)  F}(x0,Y0,20

Consecinta 2. Pentru orice punct a al sferei SIZe spatiul tangent T, S IZQ este perpendi-
cular pe raza vectoare a punctului a.

Demonstratie. Sfera SIZ2 poate fi descrisa prin ecuatia
F(x,y.z2)=x2+y>+z2—-R*>=0,

de unde rezulta ca
grad F = 2{x,y,z} = 2a,

de aceea raza vectoare este paraleld cu gradientul functiei F', deci este perpendiculara
pe spatiul tangent. O

4.6 Orientarea suprafetelor

Definitia 4.6.1. O orientare a suprafetei S este o alegere a unei orientdri in fiecare
spatiu tangent T, .S, adicé o alegere a versorului normalei la 7S, n(a). Se presupune,
in acest context, ci functia vectoriali n : S — R3, a — n(a) este continui.
Suprafetele pe care este posibila definirea unei orientiri se numesc orientabile, In timp
ce acelea pe care a fost aleasd o orientare se numesc orientate.

Exemple. a) Putem defini o orientare pe sfera S Ize folosind versorul normalei exteri-
oare. Nu e dificil de constatat ci daci a este raza vectoare a punctului a € S3,
. 1 T
atunci n(a) = pa. De aceea, aplicatia

n:S3 — R,

care defineste orientarea sferei poate fi reprezentatd ca o compunere de aplicatii

continue:
1

1
1 R
SI%—>R3—>R3:a—>a—>§a.

b) Fie S o suprafatd simpla, cu parametrizarea globald (U, r). Aceasta suprafatd poate
fi orientata folosind campul de vectori
/7 ’
n(u,v) =
[y > ry
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¢) Fie S o suprafatd datad prin ecuatia implicita F(x, y,z) = 0. Atunci suprafata
poate fi orientatd prin cAmpul vectorial gradient:

grad F

022 = orad

Daca orientarea unei suprafete S este datd de functia vectoriala (campul de vectori)
n(a), atunci cAmpul vectorial —n(a) defineste, de asemenea, o orientare pe S, numita
orientarea opusd a suprafetei, in raport cu orientarea datd de n. Daca suprafata
orientabild S este conexa, atunci orice orientare a lui S trebuie si coincidd cu una
dintre cele doud orientdri mentionate. Intr-adevir, daci N(a) este o orientare a
suprafetei S, atunci trebuie sd avem N(a) = A n(a), unde A este o functie continua
pe S, cu valori in multimea finitd {—1, 1}, de aceea, dacd S este conexi, A trebuie
sd fie o functie constanta. Astfel, o suprafata orientabild are doar doud orientari
distincte. Desigur, daca suprafata nu este conexd, atunci existd mai multe orientéri
corespunzitoare la diferite combinatii ale celor doud orientdri posibile pe fiecare
componentd conexd a suprafetei.

Observatie. Nu orice suprafata este orientabild. Considerdm, de exemplu, suportul
suprafetei parametrizate

u . u . . u
r(u,v) = (cosu + vcoszcosu,smu + vcosz sinu, v sin E)’

cuu,v € R (banda lui Mdbius, vezi figura urmitoare). Vom arata mai jos ca S
nu este orientabild. (Are o singurd fati: este posibil sd miscdm Tn mod continuu
originea versorului normalei de-a lungul unui drum inchis pe S astfel incat dupd un
tur complet versorul normalei sd se transforme in opusul sdu.) De remarcat ca S nu
este simpld, dupd cum ar pdrea, deoarece r nu este o parametrizare, deoarece nu este
un omeomorfism pe imagine.

Neorientabilitatea benzii lui Mobius. Consideram doud parametrizari locale pen-
tru a descrie banda lui Mobius:

1 1
r: 7T = (s,t)|—§<s<§,0<t<2n ,

t t t
r(s,t) = (cost (1 + s cos 5) ,sint (1 + s cos E) ,ssinz)
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si
V=1, 1< <1 <v<
p:V =1(u,v S SU< S, Tm<v<T,
(1:0) = (cosw (1 +wcos 3) sinv (14 weos 3) usin )
p(u,v) = (cosv ucos |, sinv ucos |, usin >

Este usor de constatat ca domeniul difeomorfismului (schimbaérii de parametru)
@ = p~loreste multimea T*, egali cu T, din care am scos segmentul 1 = 7. Putem
scrie @ In mod explicit, ca @(s,t) = (u,v) = (p1(s,1), @2(s, 1)), unde

u=q(s,t)=s, V(s,t)eT*
si

t if (5,)eT*0<t<m

vV = s, 1) = .
P2(5.1) 7—t if (s,t)eT*w<t<2m

Matricea Jacobi a aplicatiei @ este, dupa cum ne putem convinge cu usuringa,

1
du  ou 0 fO0<t<m
[ as ot
J(CD)(S’I): ou 0Jv - 1 0
s o ifr <t <2m

0 -1

Suporturile lui r si p sunt, in mod clar, orientabile, ca suprafete simple. Totusi, ad-
mitind cd banda lui M6bius este orientabild, cele doud parametrizari nu definesc
aceeasi orientare pe ea, deoarece, asa cum am vazut in calculul facut mai sus, determi-
nantul matricei Jacobi a schimbdrii de coordonate nu este intotdeauna pozitiv.

Pe de altd parte, cum suprafata noastrd este conexa, dacd este orientabild ea poate
avea doar doud orientari distincte, cu alte cuvinte orice parametrizare locald a lui S
trebuie sd fie pozitiv echivalentd fie cu r, fie cu p.

Sa presupunem, acum, cd S este orientabild. Aceasta Inseamna ca existd o familie
de parametrizari locale ry, rp, . .., care sunt doud cite doud pozitiv echivalente, iar
suporturile lor acoperd S. Putem presupune, fird a restringe generalitatea, cd pe
suportul lui r toate aceste parametrizari sunt pozitiv echivalente cu r. Ar trebui
sd existe o parametrizare locald an familie astfel Incat suportul sdu si intersecteze
segmentul ¢ = 0. Vom presupune cd aceastda parametrizare este r;. Putem presupune
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Figura 4.2 — Banda lui Mobius

ca suportul lui ry este inclus in suportul lui p (altfel, dacd este necesar, putem restrange
domeniul lui r1). Rezulti atunci ci determinantul lui Jacobi al aplicatiei p~! o ry fie
totdeauna pozitiv, fie intotdeauna negativ pe domeniul lui r;. Pe de altd parte, avem,
1n mod evident, din regula de diferentiere a functiilor compuse, cd

J(p~tor)=J(p " or)Jxy or),

de unde
detJ(p~lor)=detJ(p ! or;)det J(rl_1 or).

Acum, in membrul drept, ultimul determinant este intotdeauna pozitiv, deoarece am
presupuse ca cele doud parametrizari sunt pozitiv echivalente. Primul determinant,
din ipoteza, este fie peste tot pozitiv, fie peste tot negativ. Astfel, membrul drept are
semn constant. Pe de altd parte, dupd cuma m vdzut mai suys, membrul sting are
semne opuse de o parte si de alta a segmentului ¢ = 0, de unde contradictia care
demonstreazd cad banda lui M&bius nu este orientabild.

In figura ?? ariitim cum se poate construi o bandd M"obius dintr-o fasie de hértie.
Un alt exemplu de suprafatd neorientabild este asa-numita sticld a lui Klein (vezi
figura ??

Definitie. Fie S o suprafati orientata, cu orientarea n(a). O parametrizare locala
(U,r) alui S se numeste compatibild cu orientarea n(a) daci pentru orice punct
a =r(u,v) avem
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Figura 4.3 — Construiti-va propria bandd Mobius

. o i i . o
sau, ceea ce este acelasi lucru, dacd baza {r,,r,, n(a) este directa.

4.7 Aplicatii diferentiabile pe o suprafata

Definitia 4.7.1. Fie S o suprafati in R3. O aplicatie f : S — R* se numeste
diferentiabild sau netedd daca pentru orice parametrizare (U, r) alui S aplicatia f or :
U — RF este netedi. Aplicatia f = f or se numeste expresia lui f in coordonatele
curbiliniare (u, v) sau reprezentarea locald a lui f fatd de parametrizarea (U, r).

Observatii. 1. Putem defini in mod similar diferentiabilitatea unei aplicatii definite
pe o submultime deschisd a unei suprafete S
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Figura 4.4 — Klein’s bottle

2. Orice aplicatie diferentiabili f : § — RF este continui, intrucit, local, ea
poate fi scrisd ca o compunere de aplicatii continue: f = f o (ror~!) =

(forjor™' = fror .

Exemple. a) Orice aplicatie constantd f : § — R¥ : g — Ay, Ag € R este neteds,
deoarece reprezentarea sa locald in raport cu orice parametrizare locala a Iui S este,
de asemenea, o aplicatie constantd, deci diferentiabila.

b) Daci F : R? — RX este o aplicatie neteda, atunci, pentru orice suprafata S
aplicatia f = Fls : S — R¥ este o aplicatie netedd. Intr-adevir, pentru orice
parametrizare locald (U, r) a lui S reprezentarea locala a lui f este f, = F or,
unde F si r sunt aplicatii netede, in sensul obisnuit. In particular, proiectiile
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ortogonale ale unei suprafete S pe axele de coordonate si planele de coordonate
sunt, toate, aplicatii netede.

¢) Incluziuneai : S — R3 : @ — a este nedeti, intrucit, pentru orice parametrizare
locald (U, r) alui S, reprezentarea locald a lui i este i, = i or = r. (De fapt, i este
restrictia aplicatiei identice, 13 si, de aceea, putem utiliza si exemplul precedent).

In aparenti, este destul de dificil si verificim daci o aplicatie definiti pe o suprafati
este netedd, deoarece trebuie sd verificim netezimea reprezentdrilor sale locale in
raport cu foate parametrizarile locale ale suprafetei care sunt, fireste, in numar infinit.
Din fericire, dupd cum aratd urmdtoarea teoremd, este suficient sa ludm doar anumite
parametriziri locale, astfel incat domeniile lor si acopere intreaga suprafati. In
particular, daca suprafata este simpld, este suficient sd verificim pentru o parametrizare
globala.

Teorema 4.7.1. O aplicatie f : S — R¥ este netedd dacd si numai dacd pentru orice
punct a € S existd o parametrizare locald (U, r) a suprafetei S cu a € r(U), astfel
incdt reprezentarea locald fr = for:U — R¥ i fie netedd.

Demonstratie. Necesitatea este evidentd, deoarece, dacd f este netedd, atunci re-
prezentarea sa locala f;. este netedid pentru orice parametrizare locala (U, r) a lui
S.

Reciproc, sa presupunem ca ¢ € S este un punct arbitrar al suprafetei, iar (U, r)
este o parametrizare locala a lui S in jurul lui a, astfel incat reprezentarea locala f. =
for si fie netedd. In mod evident, este suficient si demonstrim ci reprezentarea locali
alui f in orice altd parametrizare locald a lui S in jurul lui a este, de asemenea, neteda.
Alegem, astfel, o altd parametrizare, (Uy,r1), Injurul luia si fie W = r(U) ory(Uy).
Atunci, in r~ (W) C Uy, f;, poate fi scrisi sub forma

foo=fori=fo@or HYori=(for)o@lor)=fo@  or).

Intrucat atat fr (din ipoteza) cat si r—! or; (din teorema 4.3.1) sunt netede, rezulti cd

fr, este, de asemenea, neteda. O

Exemplu. Fie S o suprafata si (U, r) o parametrizare locald a lui S. Asa cum am
explicat mai devreme, aplicatia r~! : r(U) — R? nu este netedi, in sensul clasic.
Motivul este cd domeniul sdu de definitie nu este o submultime deschisd a unui
spatiu euclidian, de aceea notiunea in sine nu are sens in aceasta situatie. Am aratat,
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de asemenea, ci totusi, local, r~! este restrictia unei aplicatii netede definite pe o
submultime deschisi a lui R3.

Notiunea pe care tocmai am definit-o ne oferd cadrul natural pentru a discuta
aceastd aplicatie importanta care, de fapt, asociaza fiecdrui punct de pe suprafata
(situat in r(U), desigur), o pereche de coordonate. Intr-adevir, ca aplicatie definiti pe
o submultime deschisi a lui S, r~! este netedi, dupi cum putem vedea cu usurinti,
deoarece reprezentarea locald a lui r~! in parametrizarea (U, r) este

(r_l)r =rlor=1y.

Urmatorul pas natural va fi sd definim notiunea de aplicatie neteda intre doua
suprafete, mai degraba decat intre o suprafatd si un spatiu euclidian. Ideea este
urmitoarea. Fie S, S» doud suprafete in R3. Atunci orice aplicatie F : S1 — 52
poate fi priviti ca o aplicatie F : S; — R3. Mai precis, putem asocia lui F aplicatia
ioF:S — R3 undei : S, < R3 este incluziunea.

Definitia 4.7.2. Fie S;,S> C R3 doui suprafete. O aplicatie F : S; — S5 se
numeste netedd daci aplicatia F; =i o F : §; — R3 este neted:.

Observatii. 1. Este usor de constatat cd orice aplicatie netedd Intre doud suprafete
este continud.

2. Fie S; C R3 o suprafati si G : R®* — R3 — un difeomorfism. Atunci S, =
G(S1) este, de asemenea, o suprafatd, in timp ce aplicatia G|gs, : S1 — S» este
neteda.

3. Fie S1,S> C R3 doui suprafete si F : S; — S o aplicatie. Atunci F este
netedd dacd si numai daca pentru orice a € S, orice parametrizare locala
(Uy,r1) alui Sy in jurul lui ¢ si orice parametrizare locald (U,, r2) alui S» in
jurul lui F(a), aplicatia

Frl,rzzrgloFC’n:Ul_)Uz

este neteda (in sensul obignuit). Fy, r, se numeste reprezentarea locald a lui F
in raport cu parametrizirile locale (U, ry) si (Ua, 12).

Definitia 4.7.3. O aplicatie F : S1 — S» se numeste difeomorfism dacd F este
bijectivi si att F cat si F~! sunt aplicatii netede.
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4.8 Diferentiala unei aplicatii netede intre suprafete

Notiunea de aplicatie neteda Intre suprafete este o generalizare naturald a notiunii de
aplicatie netedd multimi deschise din spatii euclidiene. Acelasi lucru ar trebui sa se
intdmple 1i cu notiunea de diferentiald. Vom scoate in evidentd, de aceea, o proprietate
a diferentialei unei aplicatii netede intre spatii euclidiene care va fi folositd pentru
construirea generalizdrii pe care o cautam.

Fie G : B — R3 o aplicatie netedi, cu B C R® — o multime deschis, iar

G(x,y,2) = (g1(x,y,2), g2(x, y,2), g2(x, ¥, 2)).
Atunci, pentru orice puncta = (x, y,z) € B, diferentiala lui G in a,
. 3 3
d,G : R, — RG(a)
este o aplicatie liniard, a cirei matrice este matricea Jacobi

D(g1,82.83)
D(x,y,z)

= (aj5), 1 <i,j <3,
(x0,¥0,20)
unde
a;j = 0;gi (X0, Yo, Zo).

Pentru orice vector h € R3, de {h1, 12, h3}, vectorul d, G (h) are componentele

3 3 3
Yoanhi Y azihi Y asihy
j=1 j=1 j=1

Sa presupunem acum ca vectorul h este tangent la curba parametrizatd p(t) =
(x(t), y(t),z(¢)) in punctul ¢ = tg, adici h = p’(¢9). Vom demonstra cd vecto-
rul d; G (h) este vectorul tangent la curba parametrizatd (G o p)(f) in f = to. In acest
scop, diferentiem relatia

(G o p)(t) = (g1(x(1). y(1). 2(t)). g2(x (1) (). 2(1)). g3(x (). y (1), 2(1)))
si obtinem:
- >, 9g1 >, 9g» >, g3
(Gop)’(to)={z (X0, Yo, 20}, Y = (X0, Y0, Z0) ks ) == (Yo, o, Zo)hie( =

k k
k=1 Ox k=1 k=1 dx

3 3 3
{ Z a1xhi, Z oo h, Z asihi
k=1 k=1 k=1
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unde
{h1,h2, h3} = {x"(t0), y'(t0). 2" (t0)} = p’(0).

Astfel, diferentiala d,G sociazd vectorului tangent la drumul p(¢) in t = 19
vectorul tangent la drumul G(p(¢)) int = t9.

Fie acum F : §; — S o aplicatie neteda intre suprafetele Sy si Sz sia € Si.
Atunci fiecarui drum neted (/, p) pe S1 i corespunde un drum neted (1, F o p) pe
S». Dacd p(t) trece prin a pentru ¢ = tg, atunci drumul F o p(¢) va trece prin F(a)
pentru t = tg.

Definitia 4.8.1. Aplicatia 7,51 — TF(4)S2, care asociazd fiecarui vector tangent

—_
p’(to) 1a o curbi parametrizatd p(¢) pe S1, cu p(tp) = a, vectorul tangent (F o p)’ (o)
la curba parametrizatd F' o p in t = 19 se numeste diferentiala aplicatiei netede
F :S1 — S, in punctul a si se noteaza cu d, F.

Aici ar putea fi o mica dificultate. Puetem avea, pe S, doud curbe diferite care
sd aibd acelasi vector tangent intr-un punct de contact. Cum imaginile a doua curbe
parametrizate prin F' sunt, in general, distincte, s-ar putea intampla ca aceste imagini
sd nu aibd acelasi vector tangent in punctul de contact. Ei bine, dupd cum ne vom
convinge imediat, aceasta nu se intimplai. Intr-adevir, fiea € S1 si (1, p = p(1)),
(I1,p1 = p;1(s)) — doua curbe parametrizate pe S astfel incat t p(f9) = p;(s0) = a
si p’(t0) = p’1(s0). Alegem o parametrizare locald arbitrara (U, r) pe S, in jurul lui
a. Cum suntem interesati numai in fenomenele locale care se petrec in jurul lui a,
putem presupune, fard a reduce generalitatea, ca p(/) C r(U) si p;(I1) C r(U). Sa
presupunem ci ecuatiile locale ale curbelor in parametrizarea (U, r) sunt

u = u(t)
(p) {v — ()
respectiv
u =u(s)
(p1) {v = vy(s)

Atunci vectorii p"(¢9) si p;’(s0) au, in baza naturala {r:], r;} expresiile

p’(to) = {u'(t0), v'(t0)}
p1 (s0) = {u'(s0), v (s0)}.
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Mai mult, in parametrizarea aleasa,

(Fop)(t) = Fr(u(t),v(r))
(Fopy)(s) = Fr(ui(s),v1(s)),

cu F. = F or. Astfel,

- d / l 7 ’
(Fop)ito) = - (Fe(u(t). v()))(uo. vo) = (Fr)y (0. v0)u (fo) + (Fr)y (0. vo)v'(fo)
—_— d — —

(Fop1)(so) = —(Fr(u(s). v(s)(wo. vo) = (Fr)y (o, vo)u (so) + (Fr)y (1o, vo)v} (s0).
Acum, intrucat p’(f9) = p;’(s0), rezultd ca
— —
(F 0 p)'(t0) = (F o py)(s0),
adica definitia lui F are sens.
Teorema. Aplicatia dF : T,S1 — TF(q)S2 este liniard.

Demonstratie. Din calculul de mai sus rezultd imediat ca dacd un vector h € 7,5,
o/ 7 . . . .
are, in baza naturald {r,, r,} a spatiului vectorial 7, S, componentele {/1, h>}, atunci

= =
dgF(h) = F.y(uo,vo)h1 + Fpy(uo, vo)ha, (4.8.1)
de unde rezula liniaritatea. OJ

Exemplu. Fie S, S> doui suprafete in R3, D : R3 — R3 un difeomorfism astfel
incat D(S1) = S2, F = Dgs, : S1 = S2,ae S C R3. Atunci avem

dyF = dyDlr,s, . (4.8.2)

unde d; D : R3 — R%(a) este diferentiala aplicatiei D in a. in particular, fie SIZQ si
S2 sferele de raze R, respectiv r, cu centrele in origine si D : R3 — R3 : (x,y,z) —
%(x, y,z) — o omotetie, care este, in mod evident, un difeomorfism astfel Tncét
D(S%) = S?. Atunci, pentru aplicatia F = Dlgz : S% — S2,avem d, F(h) = %h.
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4.9 Aplicatia sferica si operatorul de forma al unei supra-
fete

Fie S C R3 o suprafafi orientatd si SZ — sfera unitate cu centrul in origine. Daca
orientarea lui S este datd de versorul nmalor n(a), @ € S, atunci putem construi
o aplicatie I' : S — S?2, care asociazi fiecirui a € S punctul de pe S? care are
raza vectoare I' (@) = n(a). Aplicatia I" se numeste aplicatia sfericd a suprafetei S.
Aceastd aplicatie joacd un rol central in teoria suprafetelor. Vom demonstra, mai Intai,
cd I este neteda:

Teorema 4.9.1. Aplicatia sfericd I' : S — S? a unei suprafete orientate S pe sfera
unitate S? este o aplicatie netedd intre suprafete.

Demonstratie. Fie a € §. Alegem o parametrizare locald (U, r) a suprafetei S in
jurul lui a, compatibila cu orientarea.In mod clar, intrucét S este orientabild, o astfel
de parametrizare existi intotdeauna. Intr-adevir, daci alegem o parametrizare (Uy, ;)
care nu este compatibild cu parametrizarea, adicd avem
ry, xrh

CATA R
atunci inlocuim domeniul Uy cu U, simetricul lui U; 1n raport cu axa Owv, si aplicatia
ri(u,v) cury(u,v) = ri(—u,v). Este usor de vizut ci perechea (U; ,r;) este o
parametrizare a suprafetei, compatibila cu orientarea.

Acum avem
r:l X r’V
(I or)(u,v) = I'(r(u,v)) = I (u,v) = n(u,v) = —F/——.
[[ry x ryl
Astfel, reprezentarea locald a lui I” este neteda, de aceea I" insdsi este neteda. O

Exemple. (i) Pentru un plan I7, aplicatia sfericd este constanta.

(ii) Pentru sfera S2, aplicatia I : SIZe — § are expresia I'(x,y,z) = %(x, v,2),
cux?+y?+z2=R2%

Dupd cum am vézut, spatiul tangent la sferd, Tr4)S 2, este perpendicular pe
raza vectoare n(a) a punctului I'(a). Pe de alta parte, n(a) este perpendicular pe
T, S. Astfel, daca identificam Rg si R}(a) cu R3, atunci subspatiile T, S si TrwsS 2
coincid. De aceea, ne putem gandi la diferentiala dy I : T4 S — Tr(q)S 2 ca fiind, in
fapt, un operator liniar 7, S — 7,S.
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Definitia 4.9.1. Operatorul liniar d,I" : T, S — T, S se numeste operatorul de formd
al suprafetei orientate .S’ n punctul a si se noteazd cu A sau cu A,.

Observatie. Nu existd un acord general nici in ceea ce priveste definifia operatorului
de formi, nici in privinta numelui siu. in unele cirti, in definitia operatorului de
forma intrd si un semn minus. Uneori se numeste operatorul lui Weingarten, sau,
de asemenea, operatorul principal sau fundamental. Din punct de vedere istoric,
este adevdrat ca Julius Weingarten a fost primul care a scris formulele de derivare
pentru aplicatia sferica (cu alte cuvinte, el este cel care a gasit derivatele partiale ale
versorului normalei la suprafatd in functie de derivatele partiale ale rrazei vectoare).
Cu toate acestea, operatorul de formd, ca aplicatie liniard, a fost introdus in geometria
diferentiald de cdtre geometrul italian Cesare Burali-Forti ([6]), Tn 1912, sub numele
de omografia fondamentale, adicd omografie fundamentala.

Exemplu. (i) Pentru un plan, operatorul de forma se anuleaza.

(i) Pentru sferd, operatorul de forma este o omotetie.

Fie acum (U, r) o parametrizare locala a lui S, compatibild cu orientarea. Atunci,
reprezentarea locala a aplicatiei sferice I" a lui S va fi datd de

’ /7
r,xXr
_ u v
n(u’ U) - / TR
ey >y |
de aceea, pentru operatorul de formad vom avea:

A(h) = n,hy + 1 ho, 4.9.1)

/

unde h € T, 4)S; (h1, h2) sunt componentele lui h fatd de baza naturald {r,, r/v}. in

particular, avem
A(r,) = nj,, A(r,) = nj. (4.9.2)

Teorema. Operatorul de formd este autoadjunct, adicd, Vh,p € T,S, avem
A(h)-p=h- A(p). (4.9.3)

. . v v e 7 P
Demonstratie. Este suficient sd demonstram pentru vectorii r, sir,. Cazul h = p
este trivial, de aceea este suficient sa verificam ca

A(ru) Ty =TIy A(rv)’
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adica
n,-r, =r,- n,. (4.9.4)
Pentru a demonstra acest fapt, plecam de la egalititile evidente:
r,-n=0 ()
si
r,-n=0 (**)

Diferentiem (*) in raport cu u si (**) in raport cu v si obtinem

1" / I
ryy-n+r,-n, =0
iz / ro_
ryy-n+r,-m =0
de unde, scazand, membru cu membru, cele doud egalititi, obtinem concluzia. O

Consecinti. In fiecare spatiu tangent T, S existd o bazd ortonormatd formatd din
vectori proprii ai operatorului de formd A.

Demonstratie. Intruct A este autoadjunct, cele doui valori proprii ale sale, A1, A5
sunt reale. Dacd A; # A,, atunci vectorii proprii corespunzatori lui A1 and A, sunt
ortogonali, deci este suficient sd alegem cate un vector unitate In fiecare spatiu propriu.
Dacd A; = Aj, atunci A este o omotetie si putem utiliza orice bazi ortonormata a
spatiului tangent (deoarece, in acest caz, orice vector tangent este un vector propriu al
operatorului A). O

4.10 Prima forma fundamentala a unei suprafete

Fie S o suprafatd in R3. Atunci produsul scalar in R? induce cate un produs scalar
n fiecare Rfl si, prin urmare, induce, de asemenea, un produs scalar 1n fiecare spatiu
tangent 7,S,a € S.

Definitia 4.10.1. Prima formi fundamentald a unei suprafete S este, prin definitie,
functia ¢, care asociazi fiecdrui a € S restrictia produsului scalar pe R3 la 7, S.
Vom spune, de obicei, prin abuz de limbaj, ca prima formd fundamentald este restrictia
insdsi, dar trebuie s intelegem ce se intAmpld cu adevarat. Astfel, pentru orice a € S
siorice p,q € T,S, vom avea

¢1(p,q) =p-q. (4.10.1)
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Observatie. In multe manuale, Tn special cele mai vechi, prima forma fundamentala
nu este definitd ca fiind restrictia produsului scalar la 7, S, ci mai degraba ca fiind
forma pétraticd asociatd acestei restrictii.

Daca (U, r) este o parametrizare locald a lui S, atunci pentru orice (u,v) € U
spatiul tangent R%u’v) la domeniul U in punctul (u, v) poate fi identificat cu spatiul
Ty (u,v)S asociind vectorilor {1, 0}, {0, 1}, care formeazd o bazi a lui Rfu,v), vectorii
r;(u, v) si r/v(u, v). Este usor de vizut ca, de fapt, aceasta identificare este chiar
izomorfismul liniar dr ) : R%u,v) — Tr(u,v)S . Folosind aceastd identificare, putem
transforma prima forma fundamentala ¢; a lui S pe domeniul U (care poate fi privit,
de fapt, ca fiind o suprafatd simpld, cu parametrizarea globald datd de incluziunea lui
U in R3). Astfel, pentru orice (u,v) € U, in spatiul tangent Tru,nU = ]R%u,v) la
domeniul U, produsul scalar a doi vectori este definit prin regula

51 E.n=e¢ (dr(u,v) ). dr(u,v) ) = dr(u,v) é)- dr(u,v) ().

Este utor de vdzut ca, prin construcgie,:lplica;ia dru,y : R%u,v) — Tru,v)S este
o izometrie in raport cu produsele scalare ¢, respectiv ¢1. Introducem notatiile

E(u,v) = r;(u, v) -r:l(u, v)

F(u,v) = r:l(u, v) - r’v(u, V)

G(u,v) = r/v(u, v) - r;(u, V)
Atunci functiile £, F, G sunt netede pe U, in timp ce matricea G = (I}f: g ) este matri-
cea produsului scalar ¢ pe spatiul tangent Ty, ,,)S 1n raport cu baza {r:l (u,v), r/v (u,v)},
dare este, de asemenea, matricea produsului scalar ¢; pe spatiul tangent R%u,v) =
T, U fafd de baza {{1,0}, {0, 1}}.

Exemple. 1. Pentru planul 1, dat de parametrizarea globala r = r¢ + ua + vb,
axb # 0, avem:

, E = a?
r, =a

" deci F=a-b
n=b G =b?

Daca I1 este planul de coordonate xOy, atunci putem pune rg = 0, a = 1,

b = j, de aceea, prima forma fundamentald are matricea G = ((1) (1’)
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2. Pentru sfera S IZQ, alegem parametrizarea locala (U, r), cu
r(u,v) = (Rcosucosv, Rcosusinv, Rsinu),

siU = (-%,%) x (—%.%). Obtinem imediat ci E = R*, F = 0,G =

R? cos? u, deci matricea primei forme fundamentale este dati de
1 0
= R?
g (O cos? u)

4.10.1 Primele aplicatii
Lungimea unui segment de curba pe o suprafata

Fie S o suprafatd, (U, r) — o parametrizare locald a lui S si (/, p) — o curbd parame-
trizatd cu p(/) C r(U), data prin ecuatiile locale ¥ = u(t),v = v(¢). Atunci, in
baza naturald, vectorul tangent al curbei p, p’(¢) are componentele {u’(¢), v'(¢)} si
putem calcula lungimea sa folosind matricea G. De aceea, avem pentru lungimea
segmentului de pe curba p cuprins Intre #; si #5:

15} 12
Ity 1 = / 0" ()lldt = / \/E(t)u/2 + 2F(Ou'v' + G(1)v'%dt,
3]

3]

unde
E(t) = E(u(r),v())
F(t) = F(u(r),v(r))
G(r) = G(u(r), v(r))

Exemplu. Alegem, pe sfera S2, curba dati prin ecuatiile locale v = 0,v = ¢ (in
parametrizarea descrisd in exemplul precedent), unde ¢ € (0, 27) (ecuatorul fard un
punct). Asa cum am vdzut mai sus, prima forma fundamentald a sferei are matricea
G = R? ((1) Cosozu ) Cum de-a lungul curbei avem u = 0, rezultd cd u’(r) = 0,
v'(t) = 1. Pe de alti parte, cos? u = cos?> 0 = 1, deci, de-a lungul curbei, matricea G
va fi matricea identici, inmultiti cu R?. Daci vrem si calculim, de exemplu, lungimea
segmentului de curba dintre 1y = 5 §i o = 7, vom obtine

b/

)

(SIE]

T
’n:/\/R20+20+R21d[=Rt :T’
%

NE]



136 Capitolul 4. Teoria generald a suprafetelor

ceea ce era de agteptat (segmentul de curbad este un sfert dintr-un cerc mare de pe
sferd).

Unghiul dintre doua curbe pe o suprafata

Fie (U, r) o parametrizare a suprafetei S, (I,p = p(¢)), (I1,p; = p;(s)) — doua
curbe pe S astfel incat p(/) C r(U), p;(I1) C r(U). Presupunem ci suporturile
celor doui curbe se intersecteazi in r(ug, vo), adicd existd ¢y € I, s¢ € I astfel incat:

p(to) = p1(so) = r(ug, vo).

Daci ecuatiile locale ale celor doud curbe sunt

») {” =u0)

v =v1(t)

respectiv
u = us(s)
(p1) g v = vy(s)

atunci descompunerile vectorilor tangenti In punctul de intersectie, in raport cu baza
naturald vor fi:

p’(to) = {u(to). v (t0)}

1’ (s0) = {u)(s0). v5(s0)}
de aceea, cosinusul unghiului dintre curbe® in punctul de contact este, dupd cum se
stie,

cosd — o'(t0) - p1’(s0) Ev'iu, + F(u)v) +ujvy) + Gojv,
- ’ . ’ - )
G o360l ™ [0 1 2Ryl 1 Gog? [ Euy® + 2Fuys + Gy’
unde
/ /
= t
E=E(u0,v0) 1 ul(O)
vy = v(t)
F = F(uo, v()) si , ,
G = G(uo, vo) Uz = u3(0)
= 0, Vo P
vy, = v5(S0)

3Ne referim, desigur, la unghiul format de vectorii tangenti la curba.
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Aria unei suprafete parametrizate

Fie (U, r) o suprafata parametrizatd. Exista multe modalitifi de a introduce notiunea
de arie. Toate sunt mai mult sau mai putin legate de calculul integral, de aceea nu vom
intra aici in nici un fel de detaliu. In esenti, ca si in cazul figurilor geometrice plane,
aria trebuie sd fie o functie care si asocieze fiecirei suprafete parametrizate orientate
un numdr pozitiv, supus unor restrictii. Alegem, urmandu-1 pe Stoker, urmétoarele trei
restrictii:

a) Aria trebuie sd fie datd de o integrald de forma

A:{/ fdudv,

. v . o . / /
unde f trebuie sd depindd numai de u, v, r,r,, T

, (nu trebuie sd apard derivate de
ordin mai Inalt ale lui r!).

b) Este invariantd relativ la deplasdrile planului si la schimbarile de parametri care
pastreaza orientarea.

¢) Un pétrat de laturd 1 are aria 1.

Se poate demonstra ca singura formula pentru arie care verifica cele trei axiome de
mai sus este

A= /f VEG — F2dudv = /f r,, x x| dudv. (4.10.2)
U U

Vom da o motivatie euristica pentru formula (4.10.2). Aceasta nu trebuie luatd ca
o “demonstratie”, nu pretindem c4 ar fi.

Abordarea “clasica”. Fie (U, r) o suprafatd parametrizati si D C U — o submul-
time compacti a lui U astfel incat r(dU) si fie o curbi netedd pe portiuni in R3.
Vrem si definim aria lui r(D) C r(U). Ideea de bazi este aceea cd noi avem deja
o notiune de arie pentru figuri plane, 1n particular pentru paralelograme. Astfel, fie
(u,v) € D si M = r(u,v). Prin M trec doua linii de coordonate, cite una din
fiecare familie. Fie M1 = r(u + Au,v), M = r(u,v + Av) doud puncte de pe
aceste linii, coerespunzitoare modificarilor parametrilor lui M cu Au, respectiv Av,
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siM" =r(u+ Au,v + Av). Dacd Au si Av sunt suficient de mici, atunci proiectia
poligonului curbiliniu M M; M’ M, pe planul tangent la suprafati in punctul M este
(cu aproximatie, desigur), un paralelogram plan in planul tangent. Laturile acestui
paralelogram sunt r;Au si r;Av, iar aria sa va fi, de aceea,

Ao = |r,Au x r,Av| = |r, xr,||Audv = VEG — F2 AuAv,

unde, desigur, coeficientii primei forme fundamentale au fost calculati Tn punctul M.
Este natural, de aceea, sd definim aria lui r(D) ca fiind

A= lim Z‘Acr:/ VEG — F2dudv,

Au—0
Av—0 D

unde suma din termenul din mijloc se ia dupa toate micile paralelogramele curbilinii
care acoperd r(D).

Observatie. Ne-am putea astepta sd obtinem pentru aria unui domeniu de pe o suprafata
o interpretare similard cu cea pe care am obtinut-o pentru lungimea unui segment de
curbd. Anume, putem sa discretizim domeniul gi sd consideram imaginile punctelor
selectate. Ele vor determina o suprafatd poligonald inscrisd In suprafata noastrd. Atunci
putem considera cd aria poligoanelor care alcédtuiesc aceastd suprafatd poligonald
tinde la zero si sd definim aria suprafetei ca fiind limita la care tinde aria suprafetei
poligonale. Din nefericire, dupa cum arata un exemplu celebru al lui of H.A. Schwartz,
abordarea aceasta nu functioneazd, deoarece limita nu este independenta de tipul de
suprafete poligonale cu care se aproximeazd suprafata si, in particular, pentru anumite
“poligonalizdri” ale suprafetei, aria poate sa fie infinita, iar pentru altele finitd. Desigur,
lucrurile se pot aranja cu un pic de grija, dar acesta este un subiect care tine mai mult
de teoria integrarii decat de geometria diferentiald, asa cd nu vom insista.

4.11 Matricea operatorului de forma in baza naturala
Fie (U, r) o parametrizare locald a suprafetei orientate .S, compatibila cu orientarea.
Vom nota cu .A matricea operatorului de forméa A in raport cu baza naturald {r:l, r/v}.

Intrucat, dupa cum am vazut mai devreme,

A(r,) = nj, A(r,) = nj,



4.11. Matricea operatorului de forma 139

avem
(n, n,) = (r,r,)- A 4.11.1)

/
Inmultim la stdnga cu matricea (r‘/‘ ) si obtinem:
rV

L(u,v) =r, n,
Mu,v) =ry,-n, (4.11.2)
N(u,v) =r,- nj
si matricea H, definita prin
L M
%= V)
Atunci ultima ecuatie devine
H=G- A

Intrucat produsul scalar pe R3 este nedegenerat, acest lucru riméne valabil pentru
restrictia sa la orice subspatiu si, drept consecintd, matricea G este inversabild. Daci
G~ ! este inversa ei, atunci pentru matricea operatorului de formi obtinem

A=¢"1x, (4.11.3)

unde, dupd cum se poate vedea cu usurinta,

Gl = 1 G -F
EG—-F2\-F E )’
Daca facem calculele, obtinem:

A 4.11.4)

B 1 GL—FM GM —FN
T EG-—F2\-FL+EM —FM + EN
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Tot ce avem de facut este sd exprimam cantitatile L, M, N in functie de derivatele

.. 2 . . . / P A .
functiei r. In acest scop, diferentiem relatiile r, - n = 0 sir, - n = 0 In raport cu u §i
v si obtinem:

4

Ty - n+r:l~ n, =0
r,on4r,-n,=0 "
r:2-n+r/v- n, =
de unde obtinem pentru L, M, N expresiile:
L=r, n,= —n-r:;2
M=r, -n,=—n-r, (4.11.5)
N=r,- n, =—n-r:2
sau, tinand cont de faptul cd / /
no TuxTy
Iy < x|
n timp ce
ey x x| = H(= VEG — F?),
L= —%(l‘;, l‘;, r:;z)
M =—FJ(rgr,.ry) - (4.11.6)
N = —%(r:l,r/v,rzz)
Exemplu. Pentru elicoidul
X = UCOSV
y =usinv (u,v) eR%, b>0,
z =bv
putem defini orientarea punand
_ bsinv bcosv u
i) = % 2w P2+ u? b+ uz} '

Se obtine, dupa un calcul simplu:

10 0 e N
g:( > 2) H=|_4 bl A= b o :
0 b7 v A G
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4.12 A doua forma fundamentala a unei suprafete orientate

Definitia 4.12.1. A doua forma fundamentald a unei suprafete orientate S este aplica-
tia care asociaza fiecidrui a € S aplicatia ¢z(a) : T,S x T, S — R data de

p2(85,m) = —p1(A).n), VEneT,S. (4.12.1)

Observatie. Semnul minus din definitia precedentd este o consecintd a alegerii de
semn pe care am facut-o in definitia operatorului de forma. Ni s-a parut natural sa
definim operatorul de formad ca fiind diferentiala aplicatiei sferice, mai degraba decét
opusul diferentialei, dar atunci in definirea celei de-a doua forme fundamentale trebuie
sd introducem un semn minus suplimentar, ca sd regdsim definitia general acceptatd a
celei de-a doua forme fundamentale.

Propozitia 4.12.1. Pentru fiecare a € S, @z(a) este o formd biliniard simetricd.

Demonstratie. Ludm doi vectori tangenti arbitrari §, § € T,S si doud numere reale
oarecare o, B € R. Atunci avem, inainte de toate:

92(1.§) = —p1(A(). §) —o1(n, A(§)) _ <":t —91(A(§). n) = g2(§. 1),

autoadjunct

ceea ce inseamna cd ¢, este simetrrica. In virtutea simetriei, este suficient sa demon-
stram liniaritatea doar in prima variabild. Avem

p2(ab1 + B2, 1) = —1(A(aé1 + BE2). n = —<ﬂ1(0!14(§1) + BA(52).m)

bi l inear

£ —api(AE), 1) - ﬂwl(A(szx n) = aga (€1, 1) + Bea(E2, 1),

bilinear
ceea ce demonstreazd simetria in prima variabild si Incheie demonstratia. O

Fie (U, r) o parametrizare locald a suprafetei orientate .S, compatibild cu orientarea.
Atunci matricea [@>] a celei de-a doua forme fundamentale in raport cu baza canonicd

{ru, v} are forma:
¢a(r,,1,) wz(ru, v))
[¢2] (@2(1",, u) 902(rv’ V) ‘
Dar

902(1':,,1'/) = —(pl(A(l'/) l'/) = <p1(nu, ll) = —n), r:l

§02(ru7 V) = (pz(l‘v, u) = _n l‘; = - Iy (pz(l‘v, v) = ;
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si, astfel, obfinem matricea

0a] = — n;-r:u n;-r:v _ (L M\n (D D
n,-r, n,-r, M N D" D")"

Rezulta, Tn acest mod, ca matricea celei de-a doua forme fundamentale in baza
canonicd nu este alta decat —H. Astfel, pentru coeficientii celei de-a doua forme
fundamentale in raport cu baza naturald avem

4.12.2)

Observatie. Cititorul trebuie sd fie atent la notatiile pentru coeficientii celei de-a doua
forme fundamentale. Pentru ei se mai utilizeazi si notatia e, f, g. De asemenea, in
unele carti, literele L, M, N sunt utilizate pentru a nota coeficientii celei de-a doua
forme fundamentale nsisi. Notatiile D, D’, D" sunt, de reguli, atribuite lui Gauss (in
Disquisitiones). Trebuie, mentionat, totusi, ca pentru Gauss semnificatia simbolurilor
este putin diferita: ele nu noteaza coeficientii celei de-a doua forme fundamentale, ci
acesti coeficienti iTnmultiti cu vEG — F2.

Exemplu. Pentru sfera S = SIZ2 avem, asa cum am vazut mai devreme, n =
%{x, y,z}, de aceea, dupd cum stim deja, operatorul de forma A este o omotetie
de raport 1/R, adica

1
A(p) = zp. . Vpe T.S*R.
Astfel,

1 1 1
v2(p.q) = —¢1 (Ep, q) = —Fpl(p, q = —zPQ

de aceea, pentru sferd, primele doui forme fundamentale sunt proportionale. in mod
clar, acelasi lucru este valabil si pentru plan, cand cea de-a doua formd fundamentala
este identic nuld. Se poate demonstra ca doar aceste doua suprafete se bucura de
aceastd proprietate.
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4.13 Curbura normala. Teorema lui Meusnier

Fie S o suprafata orientatd si n — versorul normalei. Considerdm o curba parametrizata
regulard, p = p(¢), situata pe S.

Definitia 4.13.1. Proiectia vectorului de curburi k() al curbei p (privitd ca un scalar
cu semn) pe n(p(¢)) se numeste curburd normald a curbei p(¢) In ¢ si se noteaza cu

kn(t).

Fie 6(¢) unghiul dintre planul osculator la p(¢) si n(p(¢)). Atunci, in mod clar,
kn(t) = k(t) - cos6(z), (4.13.1)

unde k (¢) este curbura curbei p (7).

Exemple. 1. Curbura normali a unei curbe plane este nuli (In acest caz, unghiul

0(t) este intotdeauna %, de aceea cos 0(¢) = 0).

2. Daca suportul unei curbe parametrizate este situat pe o dreaptd, atunci curbura
sa normald este egald cu zero, indiferent pe ce suprafatd este situatd curba,
deoarece de data asta curbura curbei este cea care se anuleaza Tn mod identic.

Observatie. Relatia (4.13.1) are o interpretare geometrica simpld (teorema lui Me-
usnier): centrul de curburd al unei curbe p, situatd pe o suprafatd S, este proiectia
ortogonald pe planul osculator al centrului de curburd al sectiunii normale tangente
la p in acel punct.

Curbura normald a unei curbe de pe o suprafatd se poate exprima cu usurintd daca
se cunosc cele doud forme fundamentale ale suprafetei. Intr-adevir, avem:

Teorema 4.13.1. Curbura normald a unei curbe parametrizate regulare p(t), situate
pe o suprafatd orientatd S, este datd de formula

_ ('), p"(1))
e1(0"(0). p' (1))

Demonstratie. Asa cum se intdimpld de multe ori in cazul curbelor parametrizate,
demonstratia este mai simpli pentru curbele parametrizate natural. Intrucat curbura
oricdrei curbe parametrizate regulare este invarianta fata de o schimbare de parametru,
putem inlocui curba p(¢) cu o curba parametrizata natural echivalenta cu ea, p; (s),
parametrul natural fiind lungimea arcului. Vectorul de curbura al curbei p,(s) va fi

kn(t) (4.13.2)
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p1”(s). Alegem o parametrizare locali (U, r) a suprafetei S, compatibild cu orientarea,
si presupunem cd p; (s) are in aceasta parametrizare ecuatiile locale u = u(s), v =
v(s), adicd p;(s) = r(u(s), v(s)). Atunci

p1”(s) = rﬁz ) o, - u'y + r/v/2 W2 Fr, w0
Astfel, pentru curbura normald a curbei p, (s) obtinem expresia:
kn(s) =k(s) - m(py(s)) = p1”(s) - m(p;(s)) =
= rgz- n- ()% +2r,, - n-u/v’—l—r:z‘ n-(v)? =

=—L-)*=2M -u'v' = N - (v")> = 02(p,(s). o1 (5)).
Ne intoarcem acum la curba parametrizatd initiald. Avem

p'(s) = py(s(t))-s'(t)  where s'(t) =[p" (D).

Astfel,
, 0]
UG = e
de aceea,
p'(t) p’(t)) 1 , , e2(p’ (1), p’ (1))
kn(t) = , = : () = L2050 P D)
© “’2(||p'<z)|| WOl = do-pn 2P 0P = 0. 7o)

O]

Consecinta. Dacd doud curbe de pe o suprafatd orientatd au un punct comun §i
in punctul comun au aceeasi tangentd, atunci cele doud curbe au aceeasi curburd
normald in punctul de contact.

Demonstratie. Fie p si q vectorii tangenti la cele doud curbe in punctul lor comun.
Din ipotezd, p = aq, ceci, din teorema,

_»@.p) _ ¢aq.aq)  ?ex(q.9)  ¢2(q.q)
n — - - 2 -
e1(p,p)  ¢i1(eq.aq)  a*¢1(q.9)  ¢1(q.9)
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Observatie. Consecinta precedentd poate fi interpretatd in alt mod. Consideram o
familie de curbe parametrizate biregulare pe suprafatd, {p(¢)}qc 4, toate trecand prin
acelagi punct si avand aceeasi tangentd n punctul de contact. Vom nota cu k% curbura
curbei p% si cu 6% unghiul dintre versorul normalei la suprafata si planul osculator
al curbei p®. Consecinta este echivalentd cu afirmatia ci produsul k,, = k% cos 6%
nu depinde de alegerea curbei din familie. Are sens, astfel, sd alegem o dreapta
oarecare in planul tangent, care trece prin originea spatiului tangent(deci prin punctul
de tangentd) si sd vorbim despre curbura normald a suprafetei in directia acestei drepte
sau, altfel spus, putem defini o aplicatie k, pe multimea tuturor vectorilor nenuli
tangenti la suprafatd cu valori reale, punand

@2(h, h)
¢1(h,h)’

Mairimea ky(h) se numeste curbura normald a suprafetei in directia vectorului h
(deoarece, in mod clar, depinde doar de directia vectorului h, nu si de lungimea sau
sensul acestuia.) Astfel, curbura normald a unei suprafete orientate in directia unui
vector nenul h este curbura normald a unei curbe parametrizate oarecare care trece
prin originea lui h si al cérei vector tangent este coliniar cu h.

kn(h) = (4.13.3)

4.14 Directii asimptotice si linii asimptotice pe o suprafata

Am vazut mai devreme ci curbura normald la o suprafatd intr-un punct dat si Intr-o
directie datd se poate exprima In functie de primele doud forme fundamentale ale
suprafetei in acel punct (evaluate pe un vector tangent la suptafatd in acel punct, avind
aceeasi directie cu directia datd) si cd, desi initial a fost definitd cu ajutorul unor curbe
pe suprafata, in realitate ea depnde doar de de directia vectorilor tangenti la aceste
curbe in punctul de contacte. Este interesant pentru noi sd identificdm acele directii
pentru care curbura normala se anuleaza.

Definitia 4.14.1. Fie S o suprafatd orientata si p € S. Vom spune ca un vector nenul
h € T, S are directie asimptoticd daca curbura normald in directia sa se anuleaza. in
mod alternativ, bazandu-ne pe sectiunea precedentd, putem spune cd un vector are
directie asimptoticd daca

¢2(h,h) = 0.

In mod corespunzitor, vom spune cd o curba pe suprafasi este o linie asimptoticd sau
o curbd asimptoticd daca toti vectorii sdi tangenti au directie asimptotica.
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Nu in fiecare punct al unei suprafete exista directii asimptotice. Urmétorul rezultat
ne oferd o conditie necesara si suficientd pentru existenta uno astfel de directii.

Teorema 4.1. Fie p € S un punct al unei suprefete orientate. Atunci in acest punct
existd directii asimptotice dacd si numai dacd forma pdtraticd asociatd celei de-a
doua forme fundamenta;e a lui S in p este negativ semidefinitd. Dacd alegem o
parametrizare loicald (U,x) a lui S in jurul lui p astfel incat p = r(ug, vo) pentru o
pereche (ug,vo) € U, atunci aceastd conditie inseamnd, pur ii simplu, cd

2
D(ug, vo) - D" (ug, vo) — D" (ug, vo) < 0. (4.14.1)

Demonstratie. Fie h = {h1,h2} € T,S un vector nenul, tangent la suprafatd in
punctul p. Atunci, In parametrizarea locala aleasa, h are directie asimptoticd dacd Si
numai dacd

D(MO’ UO)h% + 2D/(u0, vo)h1h2 + D//(uo, vo)h% =0.

Cum h # 0, putem presupune, de exemplu, ca h, # 0. Atunci ecuatia precedentd se
poate scrie

hy\2 h
D(ug, vo) (i) + 2D/ (uo, vo)i + D" (up, vo) = 0.

In mod evident, aceastd ecuatie (cu necumoscuta %1/ hy) are solutii reale daca si
numai daca discriminantul sau este pozitiv, dar aceasta este chiar conditia 4.14.1. [

Observatie. Din demonstratia teoremei precedente rezultd cd atunci cand cea de-a
doua forma fundamentald este negativ definitd avem doud directii asimptotice, in
timp ce In punctele 1n care este degeneratd avem una singura (sau, mai precis, doud
confundate).

Din definitia curburii normale a unei curbe de pe o suprafata rezultd imediat ca

Propozitia 4.14.1. Orice dreaptd situatd pe o suprafatd este o linie asimptoticd a
suprafetei.

Demonstratie. Intr-adevdr, dreptele au curbura nuld, ceea ce Inseamna cd si curbura
lor normala, relativ la orice suprafata pe care se afld, se anuleaza. O

Ecuatia diferentiald a liniilor asimptotice pe o suprafatd se poate obtine direct din
definitie.
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Teorema 4.2. Fie S o suprafatd orientatd si p : I — S — o curbd de pe suprafatd.
Presupunem cd existd o parametrizare locald a lui S, (U,r = r(u,v)), astfel incat
p(1) C r(U), iar ecuatiile locale ale curbei in aceastd parametrizare sunt u =
u(t),v = v(t). Atunci p este o linie asimptoticd pe S dacd si numai dacd

D), v(t))-u'>(t) +2- D (u(t), v(t)) - u'(t) -V (&) + D" (u(t), v(z)) - v"*(t) = 0.
(4.14.2)

Demonstratie. Ecuatia (4.14.2) este conditia ca vectorul tangent la curba (care are,
in raport cu baza naturald a spatiului tangent, componentele {u’(¢), v'(z)}) si aiba
directie asimptotica. O

Sé presupunem, acum, cd curba p din teorema precedentd este biregulari, ceea
ce Inseamnd, in particular, ca curbura sa este totdeauna strict pozitivd. Din definitia
curburii normale rezultd imediat cd, dacd v este versorul normalei principale al curbei,
atunci curba este o linie asimptotica daca si numai daca

v(t) -n(u(r),v(r)) =0,

unde n este versorul normalei la suprafatd. Aceasta inseamna, de fapt, ca normala
principald a curbei este situatd in planul tangent la suprafatd, in fiecare punct al curbei.
Astfel, obtinem urmétoarea caracterizare a liniilor asimptotice:

Teorema 4.3. Fie S o suprafatd orientatd si p o curbd parametrizatd biregulard pe
S. Atunci p este o linie asimptoticd dacd §i numai dacd in fiecare punct al sdu planul
osculator coincide cu planul tangent la suprafatd in acel punct.

Un alt rezultat imediat referitor la liniile asimptotice este urmatorul:

Propozitia 4.14.2. Fie S o suprafatd orientatd si (U,xr = r(u, v)) — o parametrizare
locald a lui S. Atunci liniile de coordonate u = const si v = const sunt linii
asimptotice pe v(U) dacd si numai dacd D = D" = 0.

Exemplu. Sa consideram elicoidul, dat de parametrizarea (globala!)

X = UCcosv,
Yy =usinv

z=b-v
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unde b este o constantd. Un calcul imediat ne conduce la D = D” = 0, D'(u,v) =
—b/~/b?% + u?. Aceasta inseamnd, in acest caz particular, avem doud linii asimptotice
si acestea sunt tocmai liniile de coordonate, u = const si v = const. Remarcam ca
elicoidul este o suprafata riglatd si cd, in fiecare punct, una dintre liniile de coordonate
este o dreaptd (sau un segment de dreaptd). Aceasta este, desigur, linia v = const
(vezi figura ?7?).

Figura 4.5 — Asymptotic lines on the helicoid

4.15 Clasificarea punctelor unei suprafete

Prima formd fundamentald a unei suprafete este pozitiv definitd in toate punctele
suprafetei. A doua forma fundamentald, insd, poate fi pozitiv definitd, negativ definita
sau degeneratd in diferite puncte ale suprafetei. Putem face, prin urmare, o clasificare
a punctelor suprafetei in functie de semnul discriminantului DD” — D’ 2 al celei de-a
doua forme fundamentale, care ne spune dacd forma este definita (pozitiv sau negativ)
sau degeneratd intr-un anumit punct.

Definitia 4.15.1. Un punct a € S al unei suprafete orientate se numeste
(i) eliptic, daca ce-a de-a doua forma fundamentala este pozitiv definitd n a;

(ii) parabolic, dacd discriminantul celei de-a doua forme fundamentale este zero 1n
a, dar cel putin unul dintre coeficienti este diferit de zero;

(iii) hiperbolic, daca cea de-a doua forma fundamentala este negativ definita 1n a;
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(iv) plat sau planar, daca toti coeficientii celei de-a doua forme fundamentale se
anuleazd In a.

Figura 4.6 — Puncte parabolice pe o suprafatd

Nu e dificil de constatat ca aceastd definitie nu depinde de alegera parametrizarii
locale (compatibila cu orientarea suprafetei).

Vom discuta acum separat ce se intAmpla 1n fiecare caz si vom da, de asemenea,
niste exemple.

Puncte eliptice. Intr-un punct eliptic, curbura normali are acelasi semn in toate
directiile*. Daci aplicim teorema lui Meusnier, aceasta inseamni ci centrele de
curburd ale tuturor sectiunilor normale se afli de aceeasi parte a suprafetei. Un
exemplu de suprafata care are numai puncte eliptice este elipsoidul dat, de exemplu,
de parametrizarea

r(u,v) = (acosu cosv,bsinucosv, csinv). (4.15.1)

Intr-un punct eliptic al unei suprafete nu existi directii asimptotice, de aceea printr-un
punct eliptic nu trece nici o linie asimptotica.

Puncte parabolice. In acest caz, curbura normald nu-si schimba semnul, dar exista
exact o directie pentru care se anuleazd. Aceasta este, in mod clar, o directie asimpto-
ticd. Astfel, printr-un punct parabolic al unei suprafete trece o singurd linie asimptotica.
Cilindrii si conurile (cu varfurile indepartate) au numai punct parabolice.

Puncte hiperbolice. In cazul punctelor hiperbolice, k, isi poate schimba semnul si
existd exact doud directii pentru care se anuleaza. Astfel, printr-un punct hiperbolic al
suprafetei trec doud linii asimptotice distincte. Punctele hiperbolice ale unei suprafete

4Nu este, in mod necesar, pozitivi.
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Figura 4.7 — Puncte eliptice pe o suprafatd

Figura 4.8 — Saua maimutei

se mai numesc si puncte sa. Astfel de puncte se géasesc, de exemplu, pe un paraboloid
hiperbolic.

Existd, fireste, suprafete pe care putem ntalni toate cele trei tipuri de puncte (de
exemplu, torul de rotatie).

Puncte planare. Forma unei suprafete n jurul unui punct planar poate fi destul
de complicatd si dificil de studiat. De fapt, In multe cazuri, in demonstratia unei
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Figura 4.9 — Puncte hiperbolice pe o suprafati

teoreme din teoria suprafetelor se presupune, In mod explicit, ca suprafata nu are
puncte planare. Suprafata din figura ?? (saua maimutei) are un punct planar in originea
coordonatelor.

4.16 Directii principale, curburi principale, curbura Gauss
si curbura medie
Definitia 4.16.1. Directiile din planul tangent la o suprafatd orientatd S intr-un punct

a €S, T,S, care corespund valorilor proprii ale operatorului de forma A se numesc
directii principale ale suprafetei in punctul a.

Observatie. In fiecare punct, o suprafati orientati fie are doui directii proprii ortogo-
nale (daca valorile proprii ale lui A sunt distincte), fie toate directiile sunt principale
(daca cele doud valori proprii coincid).

Definitia 4.16.2. O curbi (I") pe o suprafata orientata S se numeste linie principald
sau linie de curburd dacd tangenta sa, in fiecare punct, are directie principald.

Definitia 4.16.3. Se numeste curburd principald a unei suprafete orientate S in
punctul @ € S, curbura normald a lui S 1n a intr-o directie principala.

Propozitia 4.16.1. Curburile principale ale unei suprafete orientate sunt valorile
proprii ale operatorului de formd, luate cu semn schimbat.

Demonstratie. Daci e este o valoare proprie a lui A, atunci A(e) = A - e, unde A este
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valoarea proprie coerspunzatoare lui e, de aceea

_ ¢o(e,e)  —A(e)-e  —LA-e-e
" gie,e) e-e  e-e

kn(e) = —A.

O]

In continuare, vom nota cu k; si k» curburile principale si vom presupune, intot-
deauna, cd avem kq > k».

Definitia 4.16.4. O baza ortonormata {e;, e} a spatiului tangent intr-un punct al unei
suprafete se numeste bazd de directii principale a spatiului tangent dacd vectorii bazei
au directii principale.

Astfel, vectorii unei baze de directii principale verifica

A(e;) = —kije;, 1 =1,2.

Fixdm acum un punct pe suprafatd si ne punem urmitoarea problema: s se
determine curbura normal in directia unui vector e, astfel incat Z(e,e;) = 6.
Intrucét lungimea lui e nu este importantd, vom presupune ci e este un versor:

le|l = 1. Atuncie = e; - cos f + e; - sin 0, de aceea
) _A ‘ . .
kn(e) = v2(e.¢) = (€)-e = —A(e;cosO + ez sinf) - (e; cos O + ey sinf) =
¢1(e, e) e-e
—_——

=1
= (kycos-e; +kosinf -ep) - (e;cosf + eysinf) = kg cos? 0 + ko sin? 6.
Astfel, obtinem:

Teorema 4.16.1. Fie S o suprafatd orientatd. Atunci curbura normald intr-un punct
al suprafetei, in directia unui vector e, este datd de formula lui Euler:

kn(e) = ky cos? 6 + ks sin? 6, (4.16.1)
unde k1 §i ko sunt curburile principale ale suprafetei, in timp ce 0 = Z(e, ey).
O consecintd imediatd a teoremei lui Euler este:

Teorema 4.16.2. Curburile principale ale unei suprafete intr-un punct sunt valorile
extreme ale curburii normale a suprafetei in directia unui vector e, atunci cand
vectorul e se roteste in jurul originii spatiului tangent la suprafatd in acel punct.
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Demonstratie. Din formula lui Euler, obfinem
kn(e) = kqcos? 6 + ko(1 —cos? 0) = ko + (ky — ko) cos? 6.

Este clar ca valoarea maxima a curburii normale se atinge atunci cand 6 = 0 (am
presupus cd k1 > k»!) si, n acest caz, obtinem k, = k1, in timp ce valoarea minima —
pentru 6 = 7, rezultand k,, = k». O

Definitia 4.16.5. Mirimile K; = k1 - k5 si K, = %(k 1 + k2) se numesc curbura
totald (sau Gaussiand), respectiv curbura medie a suprafetei.

Curbura totald si cea medie ale unei suprafete pt fi calculate usor daca se cunoagte
matricea operatorului de forma intr-o baza oarecare. Intr-adevdr, avem:

Propozitia 4.16.2.

1
Km = —3 Tr A (4.16.2)
K; = det A. (4.16.3)
Demonstratie. Se stie foarte bine din algebra liniard cd determinantul i urma sunt
invarianti ai oricdrui operator liniar, ceea ce Tnseamna cd ei sunt aceeasi in orice baza,

chiar daca matricea operatorului se modificd, In general, cand trecem de la o bazi la
alta. Intr-o baza de directii principale, matricea operatorului de forma este:

_(~ki 0
A= (% )

de aceea

det A=ky -k, = K;

1 1 1
——T = ——(— — = — =K .
) I‘A 2( kl kz) 2(k1 +k2) m
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Teorema lui Joachimstahl

Vom vedea mai jos cum putem gési liniile de curburd ale unei suprafete prin integrarea
unei ecuatii diferentiale. Totusi, in anumite situatii speciale este posibild determinarea
acestor lini si prin alte metode. Un exemplu de astfel de situatie este ilustrat de
urmadtoarea teoremad, apartinind matematicianului german Joachimstahl.

Teorema. Fie y o curbd situatd la intersectia a doud suprafete regulare orientate
S1 si S» din R3. Fie n; versorii normalelor la cele doud suprafete (i = 1,2). Si
presupunem cd S1 si S se intersecteazd sub un unghi constant, adicd de-a lungul
curbei y avem nj - ny = const.. Atunci y este o linie de curburd pe S dacd §i numai
dacd este linie de curburd i pe So.

Demonstratie. Fie r = r(t) o parametrizare locala a curbei y. Atunci, Intrucét

n; - np = const, avem

O=E(n1-n2)=n/1-n2+n1-n’2.

Daci y este o linie principala pe S7, atunci

n) = —k;-r,

unde k; este una dintre curburile principale ale suprafetei S;. Pe de altd parte, intrucit
curba y se afld, de asemenea, pe S, avem r’ L n,. De aici si din formula precedentd
obtinem ci n} - ny = 0, de aceea

n; - n, = 0.

Intrucat n), L n; (deoarece ny are lungime constanti), rezultd de aici si din ecuatia
recedentd ci n,, L 1’ sau, cu alte cuvinte, ci existi un k, € R astfel incat
2

n, = —k,r/,
adica y este linie de curbura si pe suprafata S,. O

Consecinta. Meridianele si paralele pe o suprafatd de revolutie sunt linii de curburd.

Demonstratie. Fie y curba (pland) care se roteste si S suprafata de revolutSie rezultata.
Un meridian se obtine intersectand un plane 1, care trece prin axa de rotatie, cu
suprafata S. Daca p € IT,, N S, atunci versorul normalei la suprafata S, n(p), este



4.16. Directii principale si curburi 155

situat Tn planul I7,,, de aceea normala la suprafatd si normala la planul I7,, fac un
unghi constant, egal cu 7. Cum pentru plan a doua formi fundamentala este identic
nula, acelasi lucru este adevarat si pentru operatorul de forma, ceea ce inseamna ca
toate curbele plane sunt linii de curburd. Rezultd cd, in particular, meridianul este,
de asemenea, o linie de curburd a planului I7,,, ceea ce implicd, via teorema lui
Joachimstahl, ca este o linie de curbura si pentru suprafata S.

Un paralel este curba de intersectie dintre suprafata de revolutie S si un plan
IT,, care trece printr-un punct al curbei y si este perpendicular pe axa de rotafie.
Este evident, din motive de simetrie, cd de-a lungul unui paralel trebuie sd avem
Z(n, IT,) = const si aplicdm, din nou, rationamentul de mai sus. O

4.16.1 Determinarea liniilor de curbura

Dupéa cum am vazut mai devreme, liniile de curburd ale unei suprafete sunt curbe
pe suprafatd pentru care toti vectorii tangenti sunt vectori proprii ai operatorului de
forma. De aceea, Tnainte de a ardta cum se pot determina liniile de curbud, vom indica
o modalitate de gésire a vcalorilor proprii ale operatorului de forma.

Lemi. Fier : U — R3 o parametrizare locald a unei suprafete orientate S. Un
/ / . . . . « w . v
vector tangent V. = v1¥, + var, are directie principald dacd §i numai dacd

U% —UV102 v%
E F G|=0. (4.16.4)
D D/ D//

Demonstratie. Intrucat v are directie principald daci si numai daci este un vector
propriu al operatorului de formd A, adicd A(v) = A - v, rezulta ca v are directie
principald daca i numai dacd A(v) x v = 0. Dar, din definitie,

I (GL—FM GM—FN \ (v
= . = -1 . . = — 1 =
AW =Av=(G"H) v = (—FL +EM —FM + EN) (vz)

_ 1 ( (GL—FM)v; + (GM — FN)v,
~ H2\(=FL + EM)vy + (—FM + EN)v,
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sau
Oy
1 ,
A(v) = m [(GL — FM)vy + (GM — FN)va]r,+
1 ,
+ m [(—FL + EM)U1 + (—FM + EN)Uz] I‘v.
Qy

De aceea,

AV) xv =0 < (ozur; + avr/v) X (vlr:l + vzr/v) =0 <
= (ocu~v2—av-v1)-(r:lxr/v) =0.
Cum r; X r/V = 0, deoarece suprafata este regulara, rezulta ca
AV XVv=0 <= ay -1 —ay-v; =0
sau, tinand cont de notatiile pe care le-am introdus,
(FL — EM)v? + (GL — EN)vivy + (GM — FN)v3 = 0.

Folosind acum coeficientii celei de-a doua forme fundamentale in locul elementelor
matricii ‘H, relatia precdedentd devine

(ED’ — FD)vf + (ED"” — GD)vyvy + (FD" — GD')v% =0. (4.16.5)
ceea ce este o altd forma a relatiei (4.16.4) ]

Consecinta (ecuatia diferentiala a liniilor de curbura). Fie y o curbd situatd in
domeniul v(U) al unei parametrizdri locale (v, U) a suprafetei S, cu ecuatiile locale
p(t) =r(u(t),v(t)). Atunciy este o linie de curburd pe S dacd si numai dacd

(ED' — FDYu'*(t) + (ED" — GD)W/ (t)v'(t) + (FD" — GD")v'*(t) = 0 (4.16.6)
sau

2
(ED' — FD) + (ED" — GD)Z—U + (FD" — GD’) (j—v) =0. (416.7)
u u

Demonstratie. Relatia (4.16.6) exprimi, in mod clar, conditia ca vectorul p’ =
u’ (Z)r:J + v (t)r/v sd aibd directie principald, in timp ce (4.16.7) rezultd imediat
din (4.16.6), eliminand parametrul ¢. ]
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4.16.2 Calculul curburilor unei suprafete

Teoremi. Fier : U — R3 o parametrizare locald a unei suprafete orientate S.
Atunci curbura totald §i curbura medie ale lui S sunt date de formulele:

DD" — D"
% =DG—2D’F—|—D”E 4.16.2)
m 2H2 . . .

Demonstratie. Dupd cum am vazut mai devreme, matricea operatorului de forma al
suprafetei este data de

A—L GL—-FM GM — FN
~ H2\-FL+EM —FM + EN
sau
A—L FD'—GD FD"—-GD’
~ H2\FD—-ED’' FD' —ED")’
de aceea

1
K; =det A= i [1721)/2 — EFD'D" — FGDD' + EGDD"” — F2DD" +

1
+ EFD'D" + +FGDD' — EGD’Z] = a | (EG - F2).(DD" - D) | =
~———

H2
DD" - D"
- H2
1 1 DG —2D'F + D"E
Ky =—TrA=——— (2FD' —GD — ED") = .
m=—3TrA =~ ( ) 2H?

Corolar. Curburile principale k1 §i ko sunt rdddcinile ecuatiei

k? — 2Ky, -k +K; =0, (4.16.3)

ki = Kmn + K2 — K;. (4.16.4)
ky = Km — \/ K2 — K;. (4.16.5)

adicd
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Corolar. Un punct nonplanar al unei suprafete este
1. eliptic daca si numai dacd K; > 0;
2. parabolic dacd si numai dacd K; = 0;

3. hiperbolic dacd si numai dacd K; < 0.

4.17 Ecuatiile fundamentale ale unei suprafete

4.17.1 Introduction

Am vazut cé 1n cazul curbelor curbura si torsiunea determnina in mod complet o curba
1n spatiu, pand la o deplasare a spatiului. Ne putem Intreba dacd exista un rezultat
similar in cazul suprafetelor. Nu este pe complet evident cu ce trebuie sd inlocuim
curbura si torsiunea, dar primelr doud forme fundamentale sut, in mod clar, candidate
bune. Astfel, Intrebarea se poate formula in modul urmdtor: Dacd ni se dau un domeniu
U C R? i doui familii de forme biliniare, cite o pereche pentru fiecare punct din U,
cu coeficientii depinzand neted de coordonatele pe U, astfel incit, in fiecare punct
din U, prima formai sd fie pozitiv definitd, exista o suprafatd parametrizata regulara
r : U — R3 astfel incét cele doui familii de forme biliniare si constituie primele dous
forme fundamentale ale acestei suprafefe parametrizate? Raspunsul nu este afirmativ,
deoarece, asa cum vom vedea, coeficientii primelor doud forme fundamentale ale unei
suprafete nu sunt independenti, de aceea, datele noastre initiale trebuie sa satisfaca
anumite conditii (care sunt, in fapt, conditiile de compatibilitate penbtru un sistem
de ecuatii cu derivate partiale). Totusi, daca aceste condiftf sunt indeplinite, atunci
raspunsul negativ se transforma intr-unul afirmativ. Scopul acestei sectiuni este acela
de a stabili conitiile de compatibilitate si de a formula teorema de existentd si unicitate
pentru suprafete parametrizate.

4.17.2 Regulile de diferentiere. Coeficientii lui Christoffel

Daca (U, r) este o suprafatd parametrizata regulard, atunci, pentru orice (u,v) € U,
vectorii 1}, r},, n formeazd o bazi a spatiului vectorial Rf(u py- De aceea, in particular,
derivatele acestor vectori pot fi exprimate 1n functie de vectorii ingisi. Am vazut, deja,

cum se exprima derivatele versorului normalei. Ele definesc, in esentd, operatorul de
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forma al suprafetei. Vom obtine acum formule analoage pentru derivatele de ordinul
al doilea ale razei vectoare. Aceste formule trebue sai fie de forma

(/2NN o 2.7
r,,=171,+11r,+A4n

v, = by, + I'5r, + Bn (4.17.1)

uv
/2N =8 2.
r = I, + 150, +Cn

Copeficientii I" din aceste ecuatii se numesc coeficientii lui Christoffel (de speta a
doua). Coeficientii A, B, C snt, dupa cum ne putem convinge usor, coeficientii celei
de-a doua forme fundamentale. Pentru a-i gési pe ceilalti, vom determina, inainte de

/! / /! / s 2 : : b
toate, produsele scalare r , - 1y, 1y, - ', si analoagele lor in functie de coeficientii

primei forme fundamentale si de derivatele lor. Avem, Tnainte de toate, r;z = F, de
unde, derivand in raport cu u, obtinem
/! 1

v v, = S (4.17.2)

Derivand aceeasi egalitate in raport cu v, obtinem

1
r,, T, = EE{} (4.17.3)

uv

Exact la fel, plecand de la definitiile celorlalti doi coeficienti ai primei forme fun-
damentale, vom obtine

R EG'/‘ (4.17.4)
A %E; @.17.5)
¥, ¥, = F %G; 4.17.6)
Y = %G; @.17.7)

Revenind la problema noastrd, inmultim scalar prima ecuatie din (4.17.1), succesiv, cu
r,, si cu r;,. Folosind formulele (4.17.2) si (4.17.5), precum si definitiile coeficientilor
primei forme fundamentale, obtinem sistemul de ecuatii

ENY + FI§ = 3E),
FI'y + GI'fy = F; - 3E,
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Sistemul este foarte usor de rezolvat si obtinem

_ GEl, —2FF} + FE,

rl =
1 2(EG — F?)
, , , (4.17.8)
2 _ 2EF, — EE, — FE|
1 2(EG — F?)
si, exact la fel, plecand de la celelalte doud ecuatii din (4.17.1), obtinem
. _ GE, - FG,
127 2(EG — F?)
, , (4.17.9)
, EG,—FE;
127 2(EG - F?)
si
ri_ 2GF) - GG] - FG,
22 2(EG — F2)
(4.17.10)
5 EG, —2FF) — FG|,
r2 —
22 2(EG — F?)

Cét despre derivatele versoruluyi normalei, le obtinem imediat din expresia operatoru-
lui de formd in functie de coeficientii primelor doud forme fundamentale:

L _ FD'-GD L FD —ED',
u - _ 2 U _ 2 v
EG—F EG—F (4.17.11)
, FD"-GD', FD' —ED",
n, = T r

v EG — F? ut EG—-F%2 7

Observatie. Formulele (4.17.11) au fost obtinute pentru prima data de cédtre matemati-
cianul german Julius Weingarten, de aceea ele se numesc formulele lui Weingarten.
Este clar ca aceste formule determind Tn mod unic operatorul de forma. Acesta este mo-
tivul pentru care acest ooperator (sau opusul sdu) este numit, In multe cérti operatorul
lui Weingarten sau aplicatia lui Weingarten.

Coeficientii lui Christoffel si Weingarten in coordonate de curbura

Sa presupunem ca in parametrizarea noastrd liniile de coordonate sunt linii de curbura.
Atunci, dupd cum am vizut mai devreme, trebuie sd avem F = 0 si D’ = 0 pe



4.17. Ecuatiile fundamentale ale unei suprafete 161

intreg domeniul parametrizarii. Prin urmare, dupd cum ne putem convinge cu usurinta,
coeficientii lui Christoffel devin:

Lo VB9 Ey

= =_—InE, TI}=--—%Y
NT2E T o EYe
ry=2me rz="me (4.17.12)
12 = 5, e A= g S
G, 0
r} = —f", ry = ;G
n timp ce ecuatiile lui Weingarten se transforma n:
D
n, = —Er;
(4.17.13)
D//
n, =——r,
v G v

Nu trebuie sd ne surprinda faptul cé derivatele partiale ale cversorului normalei sunt
coliniare cu derivatele paertiale al rezei vectoare, intrucat asta rezulta chiar din definitia
liniilor de curbura.

4.17.3 Ecuatiile lui Gauss si ale lui Codazzi si Mainardi pentru o supra-
fata parametrizata

Vom demonstra acum cd intre coeficientii primelor doua forme fundamentale ale unei
suprafete parametrizate existd anumite relatii, pe care le vom numi ecuatiile lui Gauss,
respectiv ecuatiile Codazzi-Mainardi. Le vom rezuma in urmatoarea teorema:

Teorema 4.17.1 (Gauss, Codazzi, Mainardi). In orice parametrizare locald a unei
suprafete sunt verificate urmdtoarele sisteme de ecuatii:

orz  orz
— - — 2 L TN + TR — Iy — T5T% = EK,

av ou
ory or,
_8:12 - _351 + F122F112 - F121F212 = FK;
R (4.17.14)
3_22 - a_;z + DLTY + T — DL, — T T, = GK,

8F122 8F222
dv du

+ F112F122 - F212F121 = FK;,
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numite ecuatiile lui Gauss, si relatiile

oD oD’
- :DF112+D/(Flzz_rlll)_D”Flzl
av Ju
(4.17.15)

oD’  aD"
av B du - DF212 + D/(F222 - Fllz) - D”Flzz’

numite ecuatiile Codazzi-Mainardi. Aici E, F, G sunt coeficientii primei forme fun-
damentale a suprafetei, in timp ce D, D', D" sunt coeficientii celei de-a doua forme
Sfundamentale.

Demonstratie. Pentru a simplifica putin notatiile, vom rescrie ecuatiile lui Weingarten
sub forma

n, =ayr, +aar
u = @1y T ary (4.17.16)
n, = azr, + dzr,
Avem, Tn mod evident, relatia
sy~ Eo =0
Dar
deci
7 8F111 / 1. 7 81_'121 / 2 // dD /
l’uzv: P +Flluv+ 5 —|—F11 v2+avl’l+DnU=
_ aFllll,/ +1—~1 (Fl l‘/ +F2r/ +D/n)+
- v u 11 12%u 12%v
ar2 oD
Uyl 4+ FA(Dhr), + T, + D"n) + —n + D(ajar, + axr,) =

dv

1"1
11 + Flllrllz + F121F212 +6112D) +

( 1F122+F121F222+a22D)+

8D
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In mod analog,

v, = I'hr, + IHr, + D',
deci
ort orz oD’
Fiow = =52 7% Dol + =20, + Tpry, + -+ D'n, =
8F112 / 1 1./ 2 ./
=gy u (e, + I, + Do)+
orZ oD’
+E$¢+ﬁwg¢+@¢+nm+wn+nmm“%mwz
I 1 1 2 1 /
=Ty W+F12F11+F12F12+011D +

arz
+ 1), (_8::2 + TLIH + TR + aZlD/) +

D’ 1 2

Dacd scaddem relatiile precedente, obtinem

R/ ne 811111 811112 2 1 2 1 /
O_ruZU_ruvu_ru al) - au +F11F22—F12F12+a12D—a11D +

org  orz
+r;( 8;1 B 3;2 +F111F122+F121F222 +azxD —ale’) +

/
+n (8_D 0 + D = D'(Ih — Iy + F122DN) :
v  du

Intrucat vectorii r/,, ¥/, si n sunt liniar independenti, o combinatie liniari a lor poate fi
egald cu zero dacd si numai daca toti coeficientii sunt egali cu zero. Dacad egaldm cu
zero coeficientul lui n, se observd cd obtinem prima ecuatie Codazzi-Mainardi. Daca
egaldm cu zero coeficientul lui r; rezultd, folosind expresiile lui az; si @z, prima
ecuatie a lui Gauss, in timp ce din coeficientul lui r), obtinem cea de-a doua ecuatie a
lui Gauss. Celelalte trei ecuatii pot fi obtinute in acelasi mod, folosind, de data aceasta,
relatia

e

l'uvz =Tyyuv-
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Corolarul 4.17.1. Dacd liniile de coordonate sunt linii de curburd, atunci ecuatiile
Codazzi-Mainardi capdtd o formd mult mai simpld:

oD dlnE D" OE

v v 2G o
D" _DIG G ¢-17.17)
ou  2E u ou

4.17.4 Teorema fundamentala a teoriei suprafetelor

Teorema pe care o vom demonstra in aceasta sectiune este analoaga teoremei de
existenta si unicitate pentru curbe In spatiu. A fost stabilitd de citre matrmaticianul
francez Ossian Bonnet, in anul 1860.

Pentru a scurta formulele, in cele ce urmeazi vom nota coordonatele cu u! si u?
in loc de u si v si vom utiliza notatiile cu indicei pentru a nota componentele primelor
doud fundamentale ale suprafetei. Mai p[recis, pentru componentele primei forme
fundamentale vom scrie

gnn=E.gio=g1=F,g20=0G, (4.17.18)

n timp ce pentru componentele celei de-a doua forme fundamentale vom scrie
h11 = D,hlz =h21 = D/,hzz = D”. (4.17.19)

De asemenea, vom nota cu g determinantul matricii primei forme fundamentale. In

fine, vom nota cu r{ derivata partiald a lui r in raport cu coordonata u' si cu r:J’ -

derivata partiald de ordinul al doilea a lui 7 in raport cu coordonatele u’ si 1/, unde i
si j pot lua valorile 1 si 2. in mod clar,intrucit presupunem intotdeauna ci suprafetele
sunt atat de netede cat ne asteptim si fie (adicd, in acest context, cel putin de clasid C?2),
ordinul de diferntiabilitate nu este relevant, asa cd vom avea, intotdeauna, r:J’ = rJ’l’ .
Theorem (Ossian Bonnet, 1860). Fie U C R? o multime deschisd. Pe U sunt date
functiile matriciale simetrice

gij = gij ' u?), hyj = hi;tu?), i, j =1,2 (4.17.20)

de clase C?, respectiv C, astfel incdt pentru orice (u',u?) € U forma pdtraticd
asociatd formei biliniare a cdrei matrice este (g;;) este pozitiv definitd si, in plus,
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componentele celor doud functii verificd conditiile de compatibilitate ale lui Gauss §i
Codazzi-Mainardi. Alegem uy = (u(l), u%) e U, po € R si vectorii

¢ © p© n© ¢ w3, (4.17.21)

/) /(0)
J

i

= gij(uo), n©® ~r{(0) —o,

, 0O} este 0 bazd directd a spatiului vectorial TPOR3. Atunci existd o
singurd suprafatd parametrizatd regulard de clasi C3,r : V —R3, cuV Cc U —o
multime deschisd, astfel incdt sd fie verificate urmdtoarele conditii:

astfel incdt r n©@ . n© = 1 intimp ce tripletul

{rll (0)’ r/2(0)

(i) r(uo) = po (suprafata “trece” prin pg pentru u = uy).
.oor .

(ii) 55 (o) = @ i=12

(iii) n(uo) = n©.

(iv) gij si hjj sunt coeficientii primelor doud forme fundamentale ale unei suprafete
parametrizate r (fatd de orientarea lui r definitd de versorul normal n).

Demonstratie. Considerdm sistemul de ecuatii cu derivate partiale

81‘{ 2 k.
ol kz Ljry + hijn,
=1
n i i . (4.17.22)
— = g/ r
du! =Y =T

in raport cu functiile necunoscute ry, rj, n, unde coeficientii Fllj‘ sunt calculati cu
formulele (4.17.8)-(4.17.10). Acesta este un sistem liniar i omogen care este complet
integrabil, deoarece conditiile de compatibilitate

9%r, 0%r)
. k == k .
ou’ du ouou’ (4.17.23)
9%n 9%n

oul duk — dukoui

sunt echivalente, dupa cum am vdzut, cu ecuatiile Gauss-Weingarten care sunt verifi-
cate, prin ipotezd. De aceea, pe baza unor rezultate standard de teoria ecuatiilor cu
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derivate partiale, rezulta cd existd o vecindtate deschisa W C U a punctului ug si un
set de trei functii vectoriale de clasa C 25 r’l, r/z, n: W — R3, care sunt solutii ale
sistemului (4.17.22), cu conditia initiala datad Tn punctul uy.

intotdeauna datoritd, in esend, faptului cd forma pdtratica asociatd lui g;; este pozitiv
definitd. Intr-adevar, putem face, de exemplu, urmétoarea alegere:

r/l(O) = {vgn(uo), 0, 0}

r,2(()) _ g12(uo) ’ \/gn(uo)gzz(uo) — (g12(u0))? 0 ) (4.17.24)
vV &11(uo) v &11(uo)
n® = (0,0, 1}

Lasam pe seama cititorului sa verifice cd, intr-adevar, acesti vectori Tndeplinesc
conditiile din ipoteza.
Considerdm, acum, sistemul de ecuatii cu derivate partiale

ar v
LA
ou (4.17.25)
ar _
w2 2

Acest sistem este, din nou, complet integrabil, deoarece conditia de integrabilitate

Cr_ O (4.17.26)
ouidu/  duJ dul o
este echivalentd cu conditia
o _ 0y 41727
du/  oul (+17.27)
care este adevaratd, dupd cum ne putem convinge singuri examinind prima ecuatie
din (4.17.22), datoritd simetriei celei de-a doua matrici, (h;; = h;j), si datoritd

simetriei coeficientilor lui Christoffel in indicii inferiori. De aceea, aplicind, din nou,
teorema de existentd si unicitate, rezultd ca existd o vecindtate deschisa V C W C U
a lui ug si o singuri functie de clasi C3, r : V — R3 astfel incat r (1) = po.

50rdinul de netezime este cu o unitate mai mare decét cel mai mic ordin de netezime al coeficientilor,
intrucét sistemul este de ordinul intai.
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Nu am terminat incd, deoarece mai trebuie sd demonstram cd g;; si h;; sunt
primele forme doui forme fundamentale ale suprafetei parametrizate definite de 7. In
aparentd, trebuie sd demonstram, de asemenea, cd r este regulard. Dar aceasta rezulta
imediat dacd demonstrdm cd g este prima forma fundamentald, deoarece

o ar  or
8= ul ud
si, prin urmare,
or
0,
ul 8uJ 7

intrucat patratul normei acestui vector este diferit de zero (deoarece este egal cu
determinantul primei forme fundamentale, care este strict mai mare decét zero, din
moment ce forma este pozitiv definitd). Este, de fapt, suficient sd aratam ca urmatoarele
relatii sunt verificate pe Intregul V':

-n =0, . (4.17.28)
-n=1

In acest scop, vom calcula derivatele in raport cu coordonatele ale produsului scalar,
folosind ecuatiile Gauss-Weingarten si obtinem sistemul de ecuatii cu derivate partiale
de ordinul intai:

A(rj - 1j) 2
T = T 3 T ] By
=1
d(rj - n) Iy .y ,
W: lkX: hirg (I‘k )+Z (rl'n)+hij(n'n)
=1
d(n- n) Ik
2 b

(4.17.29)
Dupa cum cititorul poate sd verifice singur, acest sistem este, din nou, complet integra-
bil, ceea ce inseamna ca are o singura solutie pentru un set de valori inifiale prescrise.
“Ghicim” cd aceastd solutie este tocmai (4.17.28) si verificdm acest fapt in cele ce
urmeaza. Pentru ultima ecuatie nu este nimic de verificat: daca tnlocuim (4.17.28),
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obtinem 0 = 0. Pentru a doua ecuatie, dupa inlocuire, membrul stang este zero, in
timp ce membrul drept devine:

2 2
-y hig'® g + hij = —Zh,ﬁjl- + hij = —hij + hij =0,
lk=1 =1
deci am terminat. In fine, ultima ecuatie devine

2 2
0gij I i
ok > Tigki + ) s
=1 =1

ceea ce este ugor de demonstrat, folosind definitia coeficientilor lui Christoffel. Astfel,
functiile (4.17.28) furnizeaza o solutie a sistemului (4.17.29), care, n mod evident,
satisface conditiile initiale ale teoremei. Cum solutia este unicd, pentru conditiile
initiale date avem

l‘{'lj,-/=gij,

/

/. n =0,

hi-n , (4.17.30)
n-n=1

(ry.r5. n) >0
ceea ce demonstreaza ca am demonstrat deja ca
- 1 sunt derivatele lui r;
- n este versorul normalei la suprafata parametrizata data de r;
- gi; sunt coeficienfii primei forme fundamentale a lui r.

Mai avem de demonstrat cd /;; sunt coeficientii celei de-a doua forme fundamentale a
lui 7. Sd notdm, pentru un moment, cu b;; acesti coeficienti. Dupd cum stim, ei sunt
dati de

2 2 2

o ks ik J

bip=-nj-r{= Y hijg/*r =" hjgfgn =Y hij8 =hy.
jk=1 jk=1 =1

ceea ce incheie demonstratia teoremei lui Bonnet. O
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4.18 Teorema egregium a lui Gauss

Teorema pe care o vom demonstra in aceasta sectiune (si care este implicitd In ecuatiile
lui Gauss de mai sus) este una dintre cele mai importante teoreme din geometria
diferentiald clasicd. Nu Intdmplator a numit-o, in faimoasa lui lucrare Disquisitiones
circa superficies curvas “theorema egregium”, adica teorema remarcabild. Dupa
cum am vizut in sectiunea precedenti, curbura totald a unei suprafete in R3 se poate
exprima 1n functie de determinantii primelor doud forme fundamentale ale suprafetei.
Aceasta ar insemna, 1n principiu, ca curbura totald depinde atat de datele intrinseci
(prima forma fundamentald) si extrinseci (adicd a doua formd fundamentald). Se
dovedeste, totusi, cd lucrurile nu stau aga, adicd avem:

Teorema 4.4 (Gauss, 1827). Curbura totald a unei suprafete parametrizate regulare
de clasd cel putin C?3 depinde doar de coeficientii primei forme fundamentale si de
derivatele lor de ordinul intdi si doi in raport cu coordonatele.

Demonstratie. Existd mai multe demonstratii ale acestei teoreme (care e numitd,
in multe carti, folosind numele latin utilizat de Gauss, adicd theorema egregium).
Demonstratia initiald, datd de Gauss in 1827, este destul de complicatd. Demonstratia
pe care o vom da aici, apartinAnd matematicianului german Richard Baltzer (1867)°,
desi Struik atribuie formula matematicianului italian Brioschi. Plecim de la formula

DD" - D"
Kt = ————5—.
EG — F?
pe care o rescriem sub forma
K.(EG — F*) = DD" — D'?, (4.18.1)

sau, folosind expresiile coeficientilor celei de-a doua forme fundamentale

K(EG — F?)? = (rgz, r:l, r/v) . (r/v/z, r:], r;) — (rgv, r;, r/v)z. (4.18.2)
Membrul drept al ecuatiei (4.18.2) poate fi scris Intr-o forma mai convenabild daca

remarcam cd fiecare termen al sdu este, de fapt, produsul a doi determinanti. Utilizdm,

SNumele lui Richard Baltzer (1818—1887) nu prea este cunoscut astiizi, totusi, in a doua jumiitate
a secolului al nouasprezeceleaera considerat un geometru important. Pentru historia matematicii este
importantd cartea sa “Elementhe der Mathematik”, publicatd in mai multe editii, in care este mentionata,
pentru prima datd, geometria neeuclidiand.



170 Capitolul 4. Teoria generald a suprafetelor

acum, urmatoarea formuld pentru produsul a doi determinanti, cunoscuta din algebra
vectoriala:

a-d a-e a-f
(a,b,c)-(d,e,f)y=|b-d b-e b-f]. (4.18.3)
c-d c-e c-f
Folisind formula (4.18.3), formula (4.18.2) devine
” 7 ” 2
K{(EG —F?)? = (r,, -1, — Ty, )(EG — F?)+
/ 0 § r:;z -r:l r:;Z r/V
+ |ry T E F |-
r; ) I'/V/z F G (4.18.4)
, 0 , Fyy Ty Tyy' Ty
— |Tuy " Tu E F
uv v F G

Astfel, o parte dintre termenii implicati in calculul curburii totale sunt exprimati in
functie de coeficientii primei forme fundamentale. Dupd cum se vede imediat, restul
termenilor sunt de doua tipuri: sau un produs al unei derivate de ordinul al doilea
a lui r cu una de ordinul intdi sau un produs de doud derivate de ordinul al doilea.
Termenii de primul tip sunt mai usor de manevrat. Intr-adevir, plecand de la definitia
coeficientilor primei forme fundamentale, £ = r; . r;, F = r; . r;, G = r; . r; se
obtin, derivand in raport cu coordonatele, urmétoarele expresii:

14 ’
rg2 'r1/1 = %E;
Tav Ty = JE]
1,/
ety =20 (4.18.5)
Iy Iy = qu
ri;z-r/v = F;—%E{)
r:l.r:.l :Fl;_%G{{

Derivand, inca o datd, a patra ecuatie in raport cu u $i a cincea ecuatie In raport cu v
si scdzdnd membru cu membru, gidsim si expresia care contine produsele de derivate
de ordinul al doilea ale lui r:

1 1
P o=ty =G+ Fjy— SEp. (4.18.6)
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Combinand tot ce am obtinut, obtinem urmétoarea expresie pentru curbura totala
(datoratd, asa cum am spus, lui Baltzer)

1 _%G,;/z +F1;/v—%E;/2 %E; Fﬁ_%Ez/;
K; = (EG_F2 F,— 1G], E F |-
1G, F G
1 1 (4.18.7)
0 3B, 3G,
— ; lp  FE F
(EG — F2)2 277 '
iG, F G

ceea ce incheie demonstratia, intrucat am gasit o o expresie a lui K; care, intr-adevar,
depinde numai de coeficientii primei forme fundamentale si de derivatele lor pand la
ordinul al doilea. 0

Exercitiul 4.18.1 (Frobenius). Demonstrati ca curbura totald a unei suprafete se poate
scrie si sub urmétoarea forma, mai usor de retinut:

. E E,’f E,;
Ki=————— |F F' F/|+
4(EG — F2)2 u v
( e G, G, (4.18.8)

n 1 {8(F1§—G,’4 )+8(F,;—E,’) )%
2WEG—F2 |0u\VEG-F2) w\JVEG-F2))
In cazul particular al unui sistem de coordonate ortogonale (F = 0), obtinem urmi-
toarea formuld frumoasa, de tip “divergentd”, pentru curbura totala:

1 ([ G, 9 ( E
K; =— — + — , (4.18.9)
2VEG (du \VEG v \VE
care este foarte utild Tn anumite formule integrale.
Exercitiul 4.18.2 (Liouville). Demonstrati urmatoarea formuld (ugor asimetricd) pentru

curbura totald a unei suprafete:

1
2VEG — F?

Kt=

9 (G, +£G,-2F] L E, - LG,
du VEG — F? v \VEG — F2
(4.18.10)
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4.19 Geodezice

4.19.1 Introducere

Curbele pe care le vom studia in aceastd sectiune sunt generalizéri directe ale liniilor
drepte. Mai precis, ele sunt curbe ale caror proiectii pe planele tangente ale suprafetei
sunt segmente de dreaptd. Existd multe aborddri diferite ale geodezicelor. Am ales
aici una care ni se pare mai elementara.

4.19.2 Reperul lui Darboux frame. Curbura geodezica si torsiunea geo-
dezica

Fie (I, p) o curba parametrizata al carei suport este situat pe o suprafata S si fie
M = p(tp) un punct de pe curba, cu tyg € I. Cum p este, in particular, o curba in
spatiu, putem sd-i atagdm reperul lui Frenet an punctul M, {M;t,v, }. Asa cum
am vazut 1n prima parte a acestei carti, acest refer este suficient de bun dacd vrem sa
investigdm curba p ca un obiect independent, dar nu este de mare ajutor daca vrem
sd studiem legdturile dintre curba si suprafatd. De aceea, vom introduce un alt reper
ortonormat, care contine atat vectori legati de curba, cat si de suprafatd. Primul vector
al noului reper va fi tot versorul tangentei la curbd, . Al doilea, legat de data aceasta
de suprafatd, este versorul normalei la suprafatd, n. Cel de-al treilea, pe care il vom
nota cu N, va fi ales astfel incat baza {r, N, n} si fie directa sau, cu alte cuvinte, astfel
incat (r,N,n) = 1. Aceasta inseamnd, desigur, ca

N=nxr.

Desigur, N este situat in planul normal la curbd in M, de aceea 1l vom numi versorul
normalei tangentiale a curbei. Numele provine, fireste, de la faptul ca N este situat,
de asemenea, in planul tangent la suprafatd in M.

Reperul {M; T, N, n} se numeste reperul Darboux sau reperul Ribaucour-Darboux
al suprafetei S' de-a lungul curbei p.

Urmatorul pas pe care il vom face va fi acela de a calcula derivatele vectorilor
reperului lui Darboux si de a obtine un set de ecuatii diferentiale ordinare liniare
analoage cu ecuatiile lui Frenet si care va juca un rol important Tn sectiunile care
urmeaza. Pentru a le obtine, intentia este tocmai sa folosim ecuatiile lui Frenet. De
aceea, vom Incepe prin a exprima vectorii N si n In functie de vectorii reperului lui
Frenet. Notdm cu 6 unghiul dintre vectorii v si n. Atunci, dupd cum se observa
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imediat,
v = cos(N,v) - N + sin(N, v)n
B = cos(N, B) - N + sin(N, 8)n

Cum (N,v) = 7 si (N, ) = m — 0, obtinem

v = sin ON + cos On
B = —cos ON + sin fn

Invers, obtinem
N =sinf-v—cosf-f
n=cosf-v+sinf-p

Acum, derivatele vectorilor reperului lui Darboux in functie de lungimea arcului se
pot exprima in functie de acesti vectori ca

v/ =a(s)-N+b(s)n
N =c(s)t +d(s)-n (4.19.1)
n =e(s)-7+ f(s)-N,

unde a, b, c,d, e, f sunt functii netede de lungimea arcului. Reamintim c& derivata
unui vector al reperului lui Darboux este perpendiculard pe acel vector, deoarece
reperul este ortonormat. Din acelasi motiv, rezultd imediat cd cei sase coeficienti nu
sunt independenti i, in fapt, avem relatiile ¢ = —a,e = —b, f = —d, de aceea
sistemul (4.19.1) devine

' =a(s)-N+ b(s)n
N = —a(s)t +d(s)-n (4.19.2)
n’ = —b(s)-T —d(s)-N,

Vom exprima acum cantitatile a, b, d in functie de caracteristicile curbei si de unghiul
0. Remarcam, inainte de toate, ca din prima ecuatie a lui Frenet rezulta ca

' = kv = k(sinf - N + cos 0 - n),

prin urmare, identificand coeficientii cu cei ai primei ecuatii din sistemul (4.19.2),
obtinem
a=k-sinf; b=k-cosf. (4.19.3)
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Mairimea k - cos 0 ne este deja cunoscuta: nu este altceva decét curbura normald
kyn a suprafetei, studiata mai devreme. Functia k - sin 6, in schimb, este noua. O
vom nota cu kg §i 0 vom numi curburi geodezicd sau tangentiald a curbei’. Pentru a
determina marimea d, plecam de la relatia

N =sinf-v—cosf -f.

Derivand 1n raport cu lungimea arcului de curbd, obtinem, folosind ultimele doua
formule ale lui Frenet:

N =6"-sinf-v—sinf(—k-t+ y-B)+0'sinf-B+ y-cosf-v =
=—k-sinf-t+ (0 + yx)-(cosf-v +sinf-p) =
=—k-sinf-7+ (0" + y)-n,

si, comparand cu a doua ecuatie din (4.19.2), obtinem
d=06"+y.

Aceastd functie se noteazd cu yg $i se numeste torsiune geodezicd. Semnificatia ei
geodezici va fi limuritd mai tirziu. in mod clar, nu putem afirma, asa cum am ficut
cu curbura geodezica, cd torsiunea geodezicd este torsiunea proiectiei curbei pe planul
tangent, deoarece torsiunea acelei curbe este tot timpul zero, in timp ce torsiunea
geodezica a unei curbe de pe suprafata este, in general, nenula.

Curbura geodezica joacd un rol mult mai important in geometria suprafetelor decat
torsiunea geodezicd, asa cd ne vom ocupa de ea mai intdi. Remarcdm, inainte de toate,
cd

ke =1t -N=-17-N. (4.19.4)

Deoarece, asa cum am vizut mai devreme, N = n X 7, se obtine pentru kg expresia
/ /
ke =1 -N=1-(nxr1),

adicd

kg = (z.7',n). (4.19.5)
Aceastd formuld este adevidratd pentru curbe parametrizate natural. Sa considerdm,
acum, o curbd parametrizatd regulard oarecare pe suprafata S, data prin ecuatiile

X

7 Aici termenul “tangentiald” se referi la planul tangent la suprafati, nu la tangenta la curbi. De fapt,
se poate ardta cd curbura geodezica intr-un punct al unei curbe situate pe o suprafatd este curbura cu
semn a proiectiei curbei pe planul tangent la suprafatd in acel punct particular.
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locale u = u(t), v = v(t). Avem, prin urmare, r = r(u(z), v(¢)). Daca notdm cu un
punct derivarea in raport cu parametrul ¢ de-a lungul curbei, obtinem

dr drdt 1 .
= — = —— = —-r
TSus T drds 30
de aceea
d 1
o= (- i),
Ky

ds

Astfel, pentru curbura geodezicad obtinem
/ .. . .. ... . |
ke =(r.,v',n)=(<r, z({F-§—1§),n) = (F,¥-§—1f,n) = (I, §-F,n),
§ 83 §4 54

adica

kg = j%(i‘, r,n). (4.19.6)

Formulele pe care le-am obtinut pand acum pentru curbura geodezicd folosesc un
amestec de informatii despre curba si suprafatd, dar ele nu folosesc in mod explicit
obiectele pe care le calculd, de obicei, atunci cand ni se di o parametrizare locald a
unei suprafete sau, mai general, o suprafafd parametrizata regulard, anume coeficientii
primelor doud forme fundamentale. Prin urmare, urmétorul pas va fi sd obtinem o
formuld pentru curbura geodezica 1n functie de coeficientii formelor fundamentale,
atunci cand curba este data prin ecuatiile sale locale in raport cu o parametrizare
locald a suprafetei. Vom descoperi, de fapt, cd curbura geodezica poate fi exprimata
in functie de coeficientii primei forme fundamentale si de derivatele lor patiale de
ordinul intai Tn raport cu coordonatele.

Pentru a simplifica notatiile, vom folosi, o vreme, notatiile cu indici. Cu alte
cuvinte, vom nota coordonatele cu u! si u2, in loc de u si v, In timp ce derivarele
partiale de ordinul intai ale razei vectoare r in raport cu coordonatele vor fi notate
cu r}, iar cele de ordinul al doilea cu r;.;., i, j = 1,2. In plus, vom folosi conventia
de insumare a lui Einstein: de fiecare datd cand un indice se repetd intr-un monom,
o datd in pozitia inferioard si o data n pozitia superioard, se Tnsumeaza dupa toate
valorile admise ale acelui indice (in cazul nostru 1 si 2). Astfel, o expresie de forma
aju' trebuie cititi

aju’ = aju' + au?.
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Intorcandu-ne la problema noastrd, avem, cu notatiile nou introduse:

dr )
. i
r = —=7T:U

dt ! )
P o=rlulul + ik

ij k

Descompunerea derivatelor de ordinul al doilea ale razei vectoare in raport cu baza
{r,r,,n} ne este deja cunoscuti: ea poate fi descrisd folosind folosind coeficientii
lui Christoffel si cea de-a doua forma fundamentala ca

" k. v/
rj; = Ijrg + hij-n,

unde, dupd cum stim, h;; sunt coeficientii celei de-a doua forme fundamentale a
suprafetei. stfel, avem

= (I + hiy - m) i) i = (@ T ) v+ i
sau
o [k koioj\ L)
= (u + Ifjuta )rk + ¢2(F, ) - .
Asadar, putem scrie
.. Looms (k ki -
kg =5 (Fn) = (” T (” + Ly )rk +¢2(r’r)’n) -
- i (e ) o )] s
Dar

(rj.rh.n) = (r; xry) -n = (r] xr')-u—ﬂr' X1, =g
1°-%2 - 1 2 - 1 2 ”r/l Xr/2|| - 1 20 = ’

unde g este determinantul primei forme fundamentale, de unde

ke = Y8 [t (i + rzadad ) —a® (' + rjutid )] (4.19.7)
S

Daci, in particular, curba este parametrizata natural, obtinem

ke = VE[@!) (@) + R20) ) ) = @) (@Y + Lha)Y @/))].
(4.19.8)
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Cu notatiile traditionale, formula pentru curbura geodezica a unei curbe parametrizate
natural este

ke = VEG — F2 [F121u’3 + (2% - ) uv + (Mh -2 ) u'v>—
_p212U/3 'y — u//v/] ‘

(4.19.9)

Aceastd ecuatie poate fi scrisd mai elegant sub forma

u' u”+u/21“1 +2u/v/1—v1 +U/21-v1
ke = VEG — F2det 1 12 21 (4.19.10)

/ " 12 2 10 2 12 2
v v+ U+ 2u T T,

Daca, in particular, suprafata S este planul, cu coordonatele carteziene, atunci de-
terminantul primei forme fundamentale este, desigur, egal cu unu, din moment ce
matricea primei forme fundamentale este matricea identicd, in timp ce toti coeficientii
lui Christoffel se anuleazd. Drept consecintd, Tn aceasta situatie curbura geodezicd a
unei curbe (care e o curbd pland, in acest caz), nu este altceva decat curbura cu semn:

ke =u'v" —u"v = k4.

Observatie. Se poate ardta cd, de fapt, curbura geodezica a unei curbe pe o suprafata
nu e altceva decat curbura cu semn a proiectiei curbei pe planul tangent.

4.19.3 Linii geodezice

Definitia 4.19.1. Fie S o suprafatd. O curbé parametrizatd p : I — S se numeste linie
geodezicd sau, pur si simplu, geodezicd dacd, 1n fiecare punct, curbura sa geodezica se
anuleaza.

Observatie. In conformitate cu formula (4.19.12), curbura geodezici a unei curbe se
poate scrie
kg = (z,7',n).

Pe de altd parte, din prima formuld a lui Frenet, T x T/ = kf, de aceea kg se anuleazi
intr-un punct al unei curbe pe suprafata dacd si numai daca binormala la curba este
perpendiculard pe planul normal la suprafata in acel punct sau, cu alte cuvinte, curbura
geodezicd se anuleazd dacd si nunai dacd normala la suprafatd este continutd in
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planul osculator al curbei. Astfel, geodezicele sunt acele linii de pe suprafatd pentru
care planul osculator 1n fiecare punct contine normala la suprafatd in punctul respectiv.
De fapt, Tn multe cérti, aceastd proprietate este luata ca definitie a geodezicelor.

O altd remarca ce trebuie facutd este cd, intrucit, asa cum am remarcat mai
devreme, curbura geodezicd este curbura cu semn a proiectiei curbei pe planul tangent
la suprafatd, putem spune cd geodezicele sunt acele curbe care se proiecteazd pe
fiecare plan tangent dupi o linie dreapti. In acest sens, putem spune ci geodezicele
sunt liniile cele mai drepte de pe suprafatd.

Formula 4.19.9 ne conduce la

Teorema 4.5. Ecuatia diferentiald a liniilor geodezice este

rau? + (2rg — o) uv' + (M —20h) u'v'® — b +u'v” —u"v' = 0.
(4.19.11)
De asemenea, din (4.19.10) putem deduce cd
Teorema 4.6. Liniile geodezice verificd sistemul de ecuatii diferentiale
2 1 2 —
u’ +u MY 4+ 20T, + 0", =0 4.19.12)

' +u? Y +2u'v'TE + 0T =0

Existd, n aparentd, o contradictie Intre cele doud teoreme precedente, deoarece
prima afirmd cd geodezicele sunt solutiile unei singure ecuatii diferentiale, iar cea de-a
doua — cd ele sunt solutiile unuyi sistem de doud ecuatii diferite. Totusi, in realitate
cele doud ecuatii ale sistemului (4.19.12) nu sunt independente, deoarece noi impunem
ca geodezicele sd fie parametrizate natural, de aceea intre functiile u i v existd o
relatie suplimentara.

Existenta (cel putin local) a unei geodezice care trece printr-un punct dat al supra-
fetei si care are, In acel punct, un vector tangent dat este o consecintd a unor rezultate
standard din teoria ecuatiilor diferentiale ordinare. Determinarea geodezicelor este,
de reguld, o problema foarte delicate si doar in anumite situatii speciale ele pot fi
determinate explicit.

Exemple de geodezice

Geodezicele planului. Din interpretarea geometrica a geodezicelor, ca fiind curbele
care se proiecteaza pe planele tangente dupa linii drepte, deducem imediat cd geodezi-
cele planului sunt liniile drepte si numai ele. Pe de alta parte, utilizdnd coordonatele
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carteziene, vedem imediat ci toti coeficientii Christoffel sunt identic nuli, de aceea
ecuatiile geodezicelor se reduc la

//=0
//:0

9’

ceea ce conduce la u(s) = ays + b1, v(s) = azs + by, adicd, din nou, geodezicele
planului sunt liniile drepte.

Geodezicele sferei. Geodezicele sferei pot fi gasite foarte usor din interpretarea
lor ca fiind acele curbe pentru care planul osculator contine normala la suprafata.
Dupa cum stim, in cazul sferei toate normalele trec prin centrul sferei, de aceea
planele osculatoare trebuie sa treacd, toate, prin centru, ceea ce ne conduce imediat la
concluzia cd toate geodezicele sunt arce de cerc mare de pe sferd.

Pe de altd parte, utilizdnd o parametrizare standard a sferei (cu coordonate sferice),
putem gdsi ecustiile geodezicelor sub formas:

é—sin@cos@q')2 =0
¢ +2cot09¢ =0

Presupunem ci ecuatia explicitd a geodezicelor este de forma 6 = 6(¢). Atunci

_d9 do .
T ds  do A
j d (df . db do . d*o
~ds \dg d(pgo_dw v+ do? 9
De aceea, prima ecuatie a sistemului devineT:
do d?o
¢—+ - ¢> —sinfcos b - 92 = 0.
de  dg?

Pe de altd parte, din prima ecuatie,
: do
= —2cotff-¢p = —2cotd— -gbz,
dy
deci:

d?6 do
¢? (d_(pz —2cotf - % —sin@cos@) =0.
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eqe gy

mod evident, un cerc mare al sferei (un meridian), fie

do
ﬁ—ZcotQ-d——sinGCOSG =0.
@ 2

In acest caz, facem substitutia z = cot # si, dupd un calcul imediat, obvtinem

d?z + 0
- z =0,
dg?

iar aceastd ecuatie are solutia generald
z=cotl = Acos¢ + Bsing

sau
Asinfcosg + Bsinfsing —cosf =0,

care este ecuatia unui cerc mare, situat ntr-un plan care trece prin origine si are
vectorul normal (4, B, —1).

4.19.4 Suprafete Liouville

Definitia 4.19.2. O suprafatd se numeste suprafagd Liouville surface dacd ea se poarte
parametriza 1n aga fel Incat prima sa forma fundamentald sa poatd fi scrisd ca

ds* = (U(u) + V(v))(du® + dv?), (4.19.13)
unde U si V sunt functii netede de o singurd variabila.

Aceste suprafete au fost introduse de citre matematicianul francez Joseph Liouville
Intr-o notd la editia a 5-a a cartii lui Gaspard Monge de aplicatii ale analizei In
geometrie (1852). In particular, suprafetele de revolutie sunt exemple de suprafete
Liouville. Cea mai importantd caracteristicd a suprafetelor Liouville consta in faptul
ca geodezicele lor pot fi determinate prin cuadraturi. Vom demonstra acest lucru in
restul acestei sectiuni.

Inainte de toate, este usor de demonstrat cii ecuatia geodezicelor pentru me-
trica (4.19.13) se poate scrie ca

UV = V'u)YU'* + %) +2(U + V)'v" —v'u") = 0. (4.19.14)
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Aici, pentru functiile U si V' cu prim se noteaza derivatele in raport cu u, respectiv v,
in timp ce pentru functiile de coordonate u $i v cu prim se noteazd derivatele lor n
raport cu parametrul ¢ de-a lungul geodezicei. Desigur, U si V sunt, ambele, functii
de t, prin intermediul functiilor de coordonate. De aceea, ecuatia geodezicelor se
poate rescrie ca

WdU VAV gy (4.19.15)

v dt u' dt u/2+v’2 o e
Observam cd in aceastd ecuatie nu apar, de fapt, functiile de coordonate u si v, ci doar
derivatele lor. Le inlocuim cu alte doua functii de 7, p si «, definite prin

u' = pcosa
V' = psina (4.19.16)

Ca urmare, ecuatia geodezicelor devine

dU dv d
sinzoeg — coszaz +2(U + V)sina cosad—(: =0.

Aceastd ecuatie se mai poate scrie
d ) 2
E(Usm a—Vcos®a) =0,

de unde

UsinZa — V cos® « =a,

unde a este o constantd. Intorcandu-ne vechile functii de coordonate, obtinem
2 2 2 2
VU vV =a@'” +0"),

de unde
/ du —j:/ vy (4.19.17)
VU —a vV +a ’ o

unde b este o alta constanta de integrare.
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