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Partea I

Constructii geometrice: Axiomatica
si metode de rezolvare a
problemelor






cAPIToLUL 1

Generalitati despre teoria constructiilor geometrice

1.1 Introducere

Problemele de constructii geometrice (de reguld executate cu rigla si compasul — vom
vedea mai tarziu care este semnificatia acestor instrumente) se afla, de peste doud mii de
ani, printre problemele esentiale ale geometriei elementare (sau, dacd preferati, “sinte-
tice”).

Se considerd cd cel care a fixat cele doud instrumente canonice a fost Platon, desi
dovezile cam lipsesc (desi mare parte din opera filozofului s-a pastrat, nu existd mentiuni
explicite In ea la problemele de constructii geometrice). Cartea care a “popularizat” pro-
blemele de constructii geometrice este, fara indoiald, cartea care std la baza geometriei
elementare gi 1n zilele noastre, Elementele lui Euclid.

Nu intentionam sd ddm o “definitie” foarte precisd a unei probleme de constructii
geometrice. Conform lui Euclid 1nsusi, o problema de constructii geometrice este una in
care se dau o serie de elemente geometrice (pe care le vom numi figuri) si se cere sd se
construiascd o serie de alte figuri geometrice, de reguld impunandu-se restrictii asupra
instrumentelor care sunt admise pentru realizarea constructiei.

Cirtile vechi, 1n special, dar si multe dintre cértile moderne, omit anumite precizari,
care sunt absolut esentiale.

(i) A “rezolva” o problemd de constructii geometrice nu inseamna, neaparat, sa de-
senezi figurile cerute pe foaia de desen, ci sd furnizezi un algoritm prin care orice
punct al figurii sau figurilor de desenat sa poatd fi desenat.

(i1) Problemele de constructii geometrice sunt probleme “finite”: atat figurile date, cat
9



10 Capitolul 1. Generalitéti despre teoria constructiilor geometrice

si cele ce trebuie construite trebuie sd fie Tn numar finit. De asemenea, algoritmul
furnizat pentru constructie trebuie sd aiba un numdr finit de pasi.

Inci din antichitate a devenit clar cii fixarea setului de instrumente de constructie
reprezintd o restrictie foarte importantd. Desi nu au fost capabili sd demonstreze acest
fapt, multi dintre marii matematicienii greci au ineles cd anumite constructii geometrice
(altminteri foarte “simple”: cuadratura cercului, trisectiunea unghiului, dublarea cubu-
lui) nu se pot realiza utilizand doar rigla negradata si compasul (desi ele pot fi realizate
utilizand si alte instrumente).

Abia Gauss a fost capabil sd stabileascd in ce conditii o problemd de constructii
geometrice cu rigla si compasul se poate, efectiv, rezolva.

De reguld, rezolvarea unei probleme de constructii geometrice presupune, pe langa
elaborarea algoritmului de constructie, demonstrarea corectitudinii acestui algoritm si
o discutie a diferitelor situatii speciale care pot apdrea (de exemplu, solutiile multiple,
Intrucat rezolvarea unei probleme de constructii geometrice Inseamnd determinarea fu-
turor solutiilor posibile).

1.2 Teoria generala a constructiilor geometrice in planul eu-
clidian

1.2.1 Axiomele generale ale geometriei constructive

In acest curs, prin geometrie constructivd intelegem, fird a incerca si dim o definitie
extrem de precisd, acea partea a geometriei elementare care se ocupd cu constructiile
geometrice. Vom prezenta un sistem axiomatic minimal, preluat din [1] care, 1n sti-
lul caracteristic al acestei aborddri, mentioneaza care sunt elementele primare gi care
sunt axiomele care leaga intre ele elementele nedefinite. Axiomele descrise in aceasta
sectiune nu au de-a face cu nici un instrument particular. Axiomele principalelor instru-
mente (care precizeazd ce constructii sunt posibile cu un anumit tip de instrument) vor fi
tratate Intr-o sectiune separata.

Obiectul fundamental cu care vom lucra in acest curs este acela de figurd geometricd.
O figurd geometrica este orice multime nevida de puncte. Astfel, figurile geometrice cu
care vom lucra cel mai frecvent vor fi: puncte, segmente de dreaptd, semidrepte, drepte,
arce de cerc si cercuri. Figurile geometrice vor fi notate, de reguld, cu majuscule grecesti:
Dy, Dy, ....

Vom spune cd o figurd geometricd ®; este o parte a unei figuri geometrice ¥, daca,
privite ca multimi de puncte, avem ®; C 5.

Presupunem ci toate figurile geometrice pe care le vom Intilni sunt continute intr-
un acelasi plan (care este, evident, si el o figurd geometricd), pe care 1l vom numi plan
fundamental.
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Toate operatiile care se executd cu multimi (reuniune, intersectie, diferentd) se pot
executa, in egald masurd, si cu figuri geometrice, intrucat, la urma urmei, figurile geo-
metrice sunt cazuri particulare de multimi, ale cdror elemente sunt, dupd cum am vézut,
puncte.

In particular, operatiile cu multimi pot fi utilizate pentru a defini noi figuri geome-
trice. Fie, de exemplu, punctele distincte din planul fundamental Ay, A,, ..., Ay, unde
n > 3 este un numdr natural. Vom numi poligon cu n laturi figura geometrica

A1A2 U Ay Az U---U A,—1A4, U A, A
Aici, fireste, cu A; A; 1 notim segmentul de dreapti determinat de cele doui puncte!.
Axioma 1. Planul fundamental este construit.

Axioma II. Dacd doud figuri sunt construite, atunci se poate stabili dacd diferentd lor
este multimea vidd sau nu.

Axioma IIl. Dacd diferenta a doud figuri construite este nevidd, atunci aceastd diferentd
este, de asemenea, construitd.

Axioma IV. Dacd sunt construite doud figuri cu intersectia nevidd, atunci se poate
construi cel putin un punct din aceastd intersectie.

Vom demonstra acum o serie de rezultate care rezulta direct din aceste axiome.

Propozitia 1.1. Dacd doud figuri sunt construite, se poate stabili dacd diferenta lor este
multimea vidd sau nu.

Demonstratie. Sa presupunem cd figurile ®; si O, sunt construite. Fie §1 = ®; \ &,
— diferenta celor doua figuri. Este clar cd S se poate reprezenta si sub forma

S1 =21\ (&1 N D),

de unde rezulta ca
D =51U (P NDy).

Daci figurile ®; si @, sunt construite, atunci, Tn virtutea axiomei II, putem spune daca
diferenta lor, S, este vida sau nu. Dacd S; = 0, atunci, in mod evident, ®; N $, = Py,
deci aceastd intersectie este nevidd, intrucat orice figurd geometrica trebuie sd contind cel
putin un punct.

Dacd, 1n schimb, S; # @, atunci, in virtutea axiomei III, aceasta figura se considerd
construitd iar, In virtutea axiomei II, putem spune daci diferenta ®; \ S; este vidi sau
nu. Dar ®; \ §; = ®&; N ®,, ceea ce incheie demonstratia. O

'Nu se presupune ci poligonul este simplu, prin urmare, el poate avea auto-intersectii
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Propozitia 1.2. Dacd doud figuri sunt construite, iar intersectia lor este nevidd, atunci
aceastd intersectie se poate presupune construitd.

Demonstratie. Fie ®; si 5 cele doua figuri construite. Atunci
D NPy =Dp \ (P \ Do),
iar figura din membrul drept este construitd, conform axiomei II1. 0

Propozitia 1.3. Dacd sunt construite doud figuri, atunci §i reuniunea lor este construitd.

Demonstratie. Fie ®; si @, cele doua figuri construite. Notdm cu IT planul fundamen-
tal. Dacd una dintre figuri coincide cu planul fundamental, atunci reuniunea lor este
egald cu acesta, care este deja construit (axiom I).

Sd presupunem acum cd nici una dintre cele doud figuri construite nu coincide cu
planul fundamental. Atunci, In virtutea axiomei III, sunt construite i figurile F; =
H\(I)l §1F2= H\q)z.

Utilizdm acum identitatea ®; U &, = IT \ (F; N F>). Dacd intersectia este vida,
atunci ®; U ®, = TI, deci reuniunea este construitd in virtutea axiomei I. Dacd, dim-
potrivd, F1 N F, # ), atunci aceastd intersectie, dupd cum am vdzut mai sus, este
construitd, iar ®; U ®, este construitd in virtutea axiomei I11. O

Propozitia 1.4. Dacd sunt construite doud figuri, iar n este un numdr natural (nenul)
oarecare, atunci intotdeauna se poate stabili dacd intersectia celor doud figuri contine
cel putin n puncte sau contine mai putine.

Demonstratie. Remarcam, nainte de toate cd, In conformitate cu consecinta 1.1, date
fiind doud figuri construite ®; si ®;, se poate stabili Intotdeauna daci intersectia lor,
®; N d,, este vida sau nu.

in primul caz, consecinta este, in mod evident, demonstratd. In cel de-al doilea caz,
in virtutea axiomei IV, se poate construi un punct P’ al intersectiei ®; N ®,. Apoi, in
virtutea axiomei II, se poate stabili dacd multimile ®] = ®; \ {P'} si P, = O, \ {P'}
sunt sau nu nevide i, prin urmare, si dacd @) N @, este vidd sau nu. Daci aceasti
intersectie este vidd, inseamnd cd ®; si P, au un singur punct comun, anume P’. Daci,
in schimb, ®| N @, # @, atunci, in virtutea axiomei IV, se poate construi cel putin
un punct, fie el P”, care apartine atat lui @, cat si lui ®,. Este clar atunci, din modul
de constructie, cd punctele P’ si P apartine atat lui @1, cat gi lui @5, prin urmare am
reusit sd construim doud puncte comune celor doua figuri. Considerdm acum figurile

1=P1\{P P"}, §i @F=0\{P P}

Din nou, fie intersectia lor este mulfimea vidd, si atunci @1 si , au In comun numai
doud puncte, adicd P’ si P”, fie este nevidd, iar atunci se poate construi un al treilea
punct comun al figurilor ®; si ®5.
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Repetand acest rafionament, dupa un numadr finit de pagi, putem raspunde la Intrebarea
daca intersectia @, N $; continea sau nu cel putin # puncte distincte. Astfel, consecinta
este demonstrata. O

Propozitia 1.5. Se poate construi orice numdr finit de puncte comune a doud figuri
construite, dacd astfel de puncte existd.

Demonstratie. Afirmatia rezultd, in mod direct, din demonstratia consecintei prece-
dente. O

Propozitia 1.6. Se poate construi un punct care sd apartind unei figuri construite.

Demonstratie. Fie ® o figurd construitd. Reprezentdm figura @ ca intersectie a doud
figuri: ®; = & si &, = I. Atunci, in mod evident, & = &; N 5. Cum, con-
form axiomei IV, se poate construi un punct comun a doud figuri date, afirmatia este
demonstratd. O

Propozitia 1.7. Dacd este construitd o figurd care nu coincide cu intregul plan fun-
damental, atunci se poate construi un punct din planul fundamental care, in mod evident,
nu apartine figurii construite.

Demonstratie. Sa presupunem ca in planul fundamental s-a construit o figurda &, care
nu coincide cu intregul plan. Atunci, In virtutea axiomelor I si III, se poate considera
construitd si figura IT \ ®. In virtutea consecintei 1.6, se poate construi un punct care si
apartind figurii IT \ ®, adicd sd nu apartina figurii . 0

1.3 Instrumente utilizate in constructiile geometrice

Cele mai importante instrumente utilizate Tn constructiile geometrice sunt urmatoarele
patru:

(i) rigla (cu o singurd muchie);

(i) compasul;
(iii) rigla cu doud muchii (cu laturile paralele);
(iv) echerul.

Aceste instrumente se utilizeazd fie in mod individual, fie in diferite combinatii. De
reguld, dacd In formularea unei probleme de constructii geometrice nu se precizeaza
instrumentele ce trebuie utilizate, se presupune cd aceste instrumente sunt rigla cu o
singurd muchie i compasul.
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1.3.1 Rigla

Rigla, n sensul utilizat in teoria constructiilor geometrice, este un instrument abstract.
Ea este, 1n esentd, un instrument de forma unei rigle, de tipul celor utilizate la desen, cu
urmdtoarele preciziri:

1. doar una dintre cele doud muchii ale sale se considerd dreaptd, cealaltd putind
avea orice forma;

2. rigla nu este gradatd;
3. ldtimea riglei nu este importanta;

4. lungimea riglei poate fi oricat de mare (intrucat, dupd cum vom vedea mai jos,
folosind o singura dati rigla, se pot uni oricare doud puncte ale planului, indiferent
cat de indepartate ar fi unele de altele).

Iatd de ce trebuie sd facem o distinctie netd intre constructiile geometrice, in care trebuie
doar sd descriem modul de construire a unei figuri si desenul geometric, n care aceste
figuri trebuie desenate in mod practic si In care caracteristicile concrete ale instrumen-
telor geometrice sunt esentiale. Urmédtoarea axioma precizeazd constructiile elementare
ce se pot realiza cu ajutorul unei rigle:

Axioma A (Axioma riglei). Cu rigla se pot efectua urmdtoarele constructii geometrice:
a) construirea unui segment care uneste doud puncte construite;
b) construirea unei drepte care trece prin doud puncte construite;

c) construirea unei semidrepte care pleacd dintr-un punct construit §i trece printr-un
alt punct construit.

1.3.2 Compasul

Compasul utilizat In constructiile geometrice poate fi de doua tipuri:
1. compasul colapsant;
2. transportatorul de segmente.

Cu primul tip de compas se poate construi doar un cerc sau un arc de cerc. Imediat ce
se ridicd de pe hartie, cele doud brate ale sale cad unul peste celdlalt (“colapseaza”). De
aceea, cu acest instrument, nu este posibil sd construim doud cercuri de aceeasi raza sau
sd determindm, pe o dreaptd datd, un segment de dreapta de lungime egald cu cea a unui

P13

segment dat (adicd sd “transportdm segmentul”).
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Cel de-al doilea compas este cel pe care il stim din gscoald. Cu el se pot executa
operatiile imposibile pentru celdlalt tip de compas. Este interesant cd, dupa cum vom
vedea imediat, cele doud tipuri de compase sunt, de fapt, echivalente (cu alte cuvinte, cu
un compas colapsant se pot realiza toate constructiile realizabile cu un transportator de
segmente).

Trebuie sd mentionam si aici, ca si in cazul riglei, cd un compas utilizat n teoria
constructiilor geometrice este, de asemenea, un instrument idealizat. Vom vedea, de
exemplu, cd cu compasul se pot construi cercuri de diametre oricat de mari, ceea ce,
desigur, cu un instrument concret este imposibil.

Compasul la care se referd axioma urmdtoare este transportatorul de segmente.

Axioma B (Axioma compasului). Cu compasul se pot realiza urmdtoarele constructii
geometrice:

a) construirea unui cerc, dacd este construit centrul sau §i un segment de lungime egald
cu raza cercului (sau, cel putin, capetele acestui segment);

b) construirea oricdruia dintre cele doud arce de cerc complementare, dacd este con-
struit centrul cercului, precum si capetele comune ale arcelor.

Propozitia 1.8. Compasul colapsant §i transportatorul de segmente sunt echivalente, in
sensul cd cu ajutorul unui compas colapsant se pot realiza toate constructiile care se pot
executa cu ajutorul transportatorului de segmente.

Demonstratie. Una dintre implicatii este evidentd: este clar cd orice constructie realiza-
bild cu transportatorul de segmente se poate realiza si cu ajutorul compasului colapsant,
asa cd ne vom concentra asupra celeilalte implicatii.

Constructia b) din axioma compasului, se poate executa, desigur, si cu compasul
colapsant, prin urmare trebuie doar sd demonstram ci, cu acest tip de compas, se poate
realiza gi constructia a).

Fie A un punct dat din plan si BC un segment dat. Ceea ce trebuie s facem este
sd construim cercul de razd BC si de centru A, folosind compasul colapsant. Vom face
asta folosind urmatoarea serie de constructii:

1) Construim cercul cu centrul in A si care trece prin B.

2) Construim cercul cu centrul In B si care trece prin A. Aceste doud cercuri se inter-
secteazd In punctele D si E.

3) Construim cercul cu centrul in E si care trece prin C.
4) Construim cercul cu centrul in D si care trece prin C.

5) Cercurile de la pasii 3) si 4) se intersecteaza din nou Tn punctul F. Cercul de centru
A siderazd AF este cercul care trebuia construit.
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Figura 1.1

Lasidm pe seama cititorului sd demonstreze cé triunghiurile (dreptunghice!) AFD si
BCD sunt congruente, ceea ce demonstreazd cd AF = BC, adica cercul de dentru A
si de razd BC este, intr-adevir, cercul care trebuia construit. O

1.3.3 Rigla cu doua muchii

Rigla cu doud muchii este, in fapt, o rigla pentru care si cea de-a doua muchie este
dreaptd, paraleld cu prima muchie. Ca si In cazul riglei cu o singurd muchie, si aici se
considerd cd muchiile (ambele, de data aceasta) sunt infinite si vom nota distanta dintre
ele cu h.

Axioma C (Axioma riglei cu doud muchii). Cu ajutorul riglei cu doud muchii se pot
realiza urmdtoarele constructii:

a) orice constructie care se poate realiza cu rigla simpld;

b) in fiecare din cele doud semiplane determinate de o dreaptd construitd in planul
Sfundamental, se poate construi cdte o dreaptd situatd la distanta h de aceasta;

c) dacd sunt construite doud puncte A si B, atunci se poate stabili dacd distanta AB
este sau nu mai mare decdt ldtimea h a riglei, iar dacd AB > h, atunci se pot
construi doud perechi de drepte paralele care trec, respectiv, prin punctele A si B §i
sunt situate, una fatd de cealaltd, la distanta h.

1.3.4 Echerul

Echerul este, in esenta lui, echerul pe care 1l cunoastem din geometria elementard, cu
comentariile de rigoare privitoare la trasarea liniilor drepte pe care le-am facut in cazul
riglei. De asemenea, spre deosebire de echerele pe care le folosim in geometrie, in teoria
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abstractd a constructiilor geometrice nu are importantd ce unghiuri sunt in celelalte doud
varfuri. De fapt, singurul lucru important este prezenta unghiului drept.

Axioma D (Axioma echerului). Echerul permite:
a) realizarea tuturor constructiilor mentionate in axioma dreptei;

b) construirea unei drepte care trece printr-un punct dat §i este perpendiculard pe o
dreaptd construitd;

¢) dacd sunt construite un segment AB si o figurd ®, atunci se poate stabili dacd figura
D contine sau nu puncte din care segmentul AB se vede sub un unghi drept, iar dacd
astfel de puncte existd, se poate construi unul dintre ele.

1.3.5 Constructii fundamentale

Notiunea de constructie fundamentald este o notiune care depinde de sistemul de instru-
mente selectat. Astfel, pentru o selectie de instrumente sunt acele constructii mentionate
in axiomele instrumentelor si in axiomele VII-IX. Orice constructie geometricd se poate
realiza cu instrumentele selectate dacd si numai dacd ea se poate reduce la o secventd
finitd de constructii fundamentale. Vom enumera aici doar constructiile fundamentale
corespunzdtoare celei mai comune selectii de instrumente: rigla si compasul.

Asadar, cu ajutorul riglei si compasului se pot realiza urméatoarele constructii fun-
damentale:

1) construirea unui segment care uneste doud puncte date (axioma A, a));
2) construirea unei drepte care trece prin doud puncte construite (axioma A, b));

3) construirea unei semidrepte care pleacd dintr-un punct construit §i trece printr-un alt
punct construit (axioma A, ¢));

4) construirea unui cerc dacd sunt construite centrul cercului si un segment de dreapti
a cdrei lungime este egald cu raza cercului sau, cel putin, capetele acestui segment
(axioma B, a));

5) construirea oricdruia dintre cele doud arce complementare de cerc dacd sunt constru-
ite capetele lor comune si centrul cercului (axioma B, b));

6) construirea oricdrui numar finit de puncte comune a doud figuri construite, daca astfel
de puncte existd (Propozitia 1.5);

7) construirea unui punct care apartine unei figuri construite (Propozitia 1.6);

8) construirea unui punct care nu apartine unei figuri construite dacd aceasta figurd nu
coincide cu Intreg planul fundamental (Propozitia 1.7).
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1.3.6 Problema de constructie

Intr-o problema de constructii geometrice se cere construirea unei figuri geometrice in
conditiile in care:

e se prescrie un set de instrumente (dacd nu se face acest lucru, se presupune, In
mod implicit, ca aceste instrumente sunt rigla si compasul);

e 1n planul fundamental este construitd o figurd (figura datd);

e sunt indicate o serie de proprietdti pe care trebuie sa le aiba figura care trebuie
construitd (proprietiti care, de reguld, leaga figura de construit cu figura datd).

O figurd care indeplineste conditiile problemei se numeste solutie a problemei de constructie
corespunzitoare.

A rezolva o problema de constructii geometrice inseamna a gési foate solutiile pro-
blemei. A gasi o solutie, inseamnd sa realizam respectiva constructie printr-o secventa
finitd de constructii fundamentale.

Vom da acum un exemplu de problema de constructii geometrice care va fi rezol-
vatd cu diferite seturi de instrumente. in aceasti problemi se cere, pur si simplu, si
se construiascd mijlocul unui segment, dat prin capetele sale, A si B. Pentru fiecare
set de instrumente vom enumera constructiile fundamentale care conduc la rezolvarea
problemei.

1. Realizarea constructiei cu ajutorul riglei si al compasului Se construiesc, succesiv

M
w2, i
A
o
N
Figura 1.2

(vezi figura 1.2):

1) dreapta AB (constructia fundamentald 2);
2) cercul (A, AB) (constructia fundamentala 4);
3) cercul wy(B, AB) (constructia fundamentala 4);

4) punctele comune M si N ale cercurilor wg si w; (constructia fundamentald 6);
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5) dreapta M N (constructia fundamentald 2);
6) punctul comun O al dreptelor AB si M N (constructia fundamentali 6).

Este usor sd ne convingem cd AO = BO, ceea ce Inseamnd cd O este punctul cdutat.

2. Realizarea constructiei cu ajutorul compasului Se construiesc succesiv (vezi fi-

Figura 1.3

gura 1.3):

1) cercul w(B, BA) (axioma A, a));

2) cercul w1 (A, AB) (axioma A, a));

3) punctul comun C al cercurilor @ si @w; (axioma VII);

4) cercul w2 (C, CA) (axioma A, a));

5) punctul comun D al cercurilor w si w,, diferit de punctul A (axioma VII);
6) cercul w3(D, DB) (axioma A, a));

7) punctul comun E al cercurilor w si w3, diferit de punctul C (axioma- VII).

Remarcam ca punctele A, B, E sunt situate pe o dreaptd, iar AE = 2A B. Construim,
mai departe:
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8) cercul wyq(E, EA) (axioma A, a));
9) punctele comune M si N ale cercurilor w; si w4 (axioma VII);
10) cercul ws(M, M A) (axioma A, a));
11) cercul wg(N, NA) (axioma A, a));
12) punctul comun X al cercurilor ws si wg, diferit de A (axioma VII).
Nu este greu de constatat ci punctul X se afli pe dreapta B. In plus, triunghiul AM X

este asemenea cu triunghiul A EM , intrucat ambele sunt isoscele si au unghiul MAE
de la baze comun. Prin urmare, avem:

AX  AM AX _ AB
AM ~ AE Y 4B T 24B°

astfel ca |
AX = -AB
2

si, prin urmare, punctul X este cel ciutat.

3. Realizarea constructiei cu ajutorul riglei cu doua muchii

Figura 1.4

Construim, succesiv (vezi figura 1.4):

1) dreapta AB (axioma C, a);

2) o dreaptd a, paraleld cu AB si care trece la distanta & (1dtimea riglei) de ea (axi-
oma C, b);

3) dreapta b, paraleld cu a, situata fatd de ea la distanta /4, care nu coincide cu dreapta
AB (axioma C, b);

4) un punct C pe dreapta b (axioma VIII);
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5) dreptele AC si BC (axioma C, a);
6) punctele D =a N AC si E = a N BC (axioma VII);
7) dreptele AE si BD (axioma C, a);
8) punctul P = AE N BD (axioma VII);
9) dreapta CP (axioma C, a);
10) punctul X = CP N AB (axioma VII).
Cum DE este linia mijlocie a triunghiului ACB, rezultd cid AE si BD sunt medianele

sale si, prin urmare, si CP trebuie si fie mediana, ceea ce inseamna ca punctul X este
punctul cdutat.

. Realizarea constructiei cu ajutorul echerului

A P’ B’
C/
c D
P
A X B
Figura 1.5

Constructia consta in urmatorii pasi (vezi figura 1.5):

1) construim dreapta A B (axioma D, a));

2) construim dreptele AA’ si BB’, perpendiculare pe dreapta A B (axioma D, b));
3) alegem pe AA’ un punct oarecare C, diferit de A (axiomele IV si VIII);

4) prin punctul C ducem CC’ L AC (axioma D, b));

Construim apoi, in mod succesiv:

5) punctul D = CC’ N BB’ (axioma VII);
6) dreptele AD si BC (axioma D, a);
7) punctul P = AD N BC (axioma VII);
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8) dreapta PP’ 1. AB (axioma D, b));
9) punctul X = PPi N AB (axioma VII).

Se poate verifica foarte usor cd punctul X este cel cdutat.

1.4 Probleme elementare de constructii geometrice

Am vidzut in exemplul de problemd de constructii geometrice pe care l-am rezolvat la
sfarsitul paragrafului precedent cd chiar pentru o problemd foarte simpld, cum este cea
examinatd, descompunerea problemei in probleme fundamentale este foarte laborioasa
si implica un numar mare de pasi. De aceea, in practicd, lucrurile se desfddsoara un pic
altfel, in sensul cd o problemad datd se reduce nu la o secventd de probleme fundamentale
(adica, pana la urma, la axiome), ci la o serie de probleme elementare, care se presupun
cunoscute de toatd lumea.

Nu existd un consens general in privinta selectiei problemelor elementare de constructii
geometrice, dar ideea este ca ele trebuie si fie cele intalnite in manualele de geometrie
din scoala elementard. Reproducem aici lista lui Dadaian, cea mai recenta si, In acelasi
timp, una dintre cele mai cuprinzitoare.

Constructia 1.1. Sd se construiascd un segment egal cu un segment dat, a.

Demonstratie. Construim o dreaptd oarecare, fie ea M N, pe care construim un punct A.
Din punctul A, ca centru, si cu o razd egald cu segmentul dat a, construim un cerc ce
intersecteaza dreapmta M N 1n punctele B si C. Segmentele AB si AC sunt, ambele,
solutii ale problemei, deoarece este clar ca fiecare dintre ele are lungimea a. 0

Constructia 1.2. Se dd un cerc (C) si se cere sd se construiascd in el ocoardd a cdrei
lungime sd fie egald cu cea a unui segment dat, a.

Demonstratie. Este clar cd, intr-un cerc, nu pot exista coarde care sa aibd lungimea mai
mare decat diametrul d al cercului. Prin urmare, pentru ca problema si aiba solutii, tre-
buie sd avem a < d. Si presupunem, prin urmare, ca aceastd conditie este indeplinita.
Construim, pe (C), un punct oarecare, A. Din A, ca centru, si cu raza egala cu a, con-
struim un car care intersecteazd (C) in punctele B si C. Segmentele AB si AC sunt
coardele cautate. Ele coincid dacia = d. 0

Constructia 1.3. Sd se construiascd un segment egal cu suma a doud segmente date a
sib.

Demonstratie. Construim o dreaptd M N si pe ea construim un punct oarecare, A. Din
A, ca centru, si cu razd egald cu a, construim un cerc ce intersecteazd semidreapta AN
in B. Din B, ca centru, si cu raza b, construim un cerc ce intersecteazd semidreapta BN
in C. Segmentul AC este cel cautat. O
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Constructia 1.4. Sd se construiascd un segment egal cu diferenta a doud segmente, a §i

b.

Demonstratie. Presupunem, pentru fixarea ideilor, cd a > b. Construim o dreapta oa-
recare, M N, si pe ea construim un punct A. Din A, ca centru, si cu raza A, construim
un cerc care intersecteazi semidreapta AN in punctul B. Din B, ca centru, si cu raza b,
construim un cerc ce intersecteaza semidreapta BN 1n punctul C. Segmentul AC este
cel cautat. Dacd a = b, atunci C = A, ceea ce inseamna cd segmentul diferentd se
reduce la un punct. O

Constructia 1.5. Sd se construiascd un triunghi cu laturile egale cu 3 segmente date,
a, b, c. Presupunem, pentru fixarea ideilor, ci b + ¢ > a.

Demonstratie. Construim o dreapta oarecare, M N, si pe ea luim un punct B. Din B,
ca centru, si cu raza a, ducem un cerc ce intersecteazd semidreapta BN in punctul C.
Din B, ca centru, si cu raza c, se duce un cerc (Cy). Din C, ca centru, si cu raza b, se
duce un cerc (C). Cercurile (Cy) si (C2) se intersecteazd in punctele A si A’. Fiecare
dintre triunghiurile ABC si A’BC reprezinti céte o solutie a problemei. Intr-adevir,
avem BC =a,CA=CA'=bsi AB=AB =c. O

Figura 1.6

Constructia 1.6. Sd se construiascd un unghi egal cu un unghi dat, .

Demonstratie. Construim, mai Inti, o dreaptd oarecare §i, pe ea, un punct 0. Din
varful unghiului «, ca centru, si cu o razd arbitrard, ducem un cerc ce intersecteaza
laturile unghiului in punctele A si B. Cu aceeasi raza, dar, de data aceasta, cu centrul in
punctul O, Incepand de la semidreapta ON, in sens pozitiv, construim arcul 0103, unde
01 € MN. Din Oy, ca centru, si curaza AB, construim un cerc de intersecteaza arcul
0105 in punctul C. Construim semidreapta ON . Unghiul cdutat este unghiul ZCON .

O
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Figura 1.7

Constructia 1.7. Construiti bisectoarea unui unghi dat.

Demonstratie. Fie ZABC unghiul dat. Din varful B al unghiului, ca centru, si cu o
razd arbitrard, ducem un cerc care intersecteazd semidreptele BA, respectiv BC, in D,
respectiv E. Din D si E, ca centre, cu o razd arbitrard, ducem cite un cerc (raza e
aceeasi pentru ambele). Fie H punctul din interiorul unghiului 1n care se intersecteaza

cele doud cercuri. Atunci BH este bisectoarea unghiului ZABC. O
C
E
D A
Figura 1.8

Constructia 1.8. Sd se construiascd mediatoarea unui segment dat.

Demonstratie. Fie AB segmentul dat. Din A si B, ca centre, cu o aceeasi razd, mai
mare decat jumdtate din lungimea segmentului A B, se construiesc doud cercuri, care
se intersecteazd in punctele C si D. Construim dreapta CD. Aceasta este mediatoarea
segmentului A B, iar punctul de intersectie, {M } = AB N CD este mijlocul segmentului
AB. O
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Figura 1.9

Constructia 1.9. Dintr-un punct dat, P, exterior unei drepte date M N, sd se constru-
iascd o perpendiculard pe aceastd dreaptd.

Demonstratie. Din P, ca centru, si cu razd mai mare decat distanta de la P la M'N,
construim un cerc ce intersecteazd M N in punctele A si B. Atunci perpendiculara
ciutatd este mediatoarea segmentului A B (constructia precedentd). O

Constructia 1.10. Printr-un punct P, exterior unei drepte date, M N, sd se construiascd
o paraleld la MN.

Demonstratie. Din P, ca centru, si cu o razd mai mare decat distanta de la P la M N,
construim un cerc (Cy), care intersecteaza M N in punctele A si B. Din B, ca centru,
si cu aceeasi razd, construim un cerc (Cz). Din P, ca centru, cu raza A B, construim un
cerc (C3). Fie C unul dintre punctele de intersectie ale cercurilor (C;) si (C3) (cel situat
de aceeasi parte a dreptei M N ca si P). Construim dreapta BC'. Este usor de constatat
cda PC || MN. O

Constructia 1.11. Sd se construiascd un triunghi dacd se dau o laturd si doud unghiuri.

Demonstratie. Rematcdm, inainte de toate, cd dacd se conosc doud unghiuri, atunci,
in mod automat, se cunoaste si cel de-al treilea unghi. Prin urmare, putem presupune
ca cele doud unghiuri date au ca laturd comund latura datd. Construim, prin urmare,
cele doud unghiuri la capetele segmentului dat si prelungim laturile necomune pana se
intersecteazi si, in acest mod, obtinem cel de-al treilea varf al triunghiului. 0

Constructia 1.12. Sd se construiascd un triunghi dacd se dau doud laturi si unghiul
cuprins intre ele.

Constructia 1.13. Sd se construiascd un triunghi dacd se dau doud laturi si unghiul
opus uneia dintre ele.

Constructia 1.14. Sd se construiascd mijlocul unui arc de cerc.
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Constructia 1.15. Sd se construiascd un cerc care trece prin trei puncte necoliniare
date, A, B, C.

Constructia 1.16. Sd se construiascd un cerc dacd se dau doud puncte A §i B ale sale
si tangenta AT in punctul A.

Constructia 1.17. Sd se construiascd un cerc dacd se dau o coardd a sa §i un unghi
inscris care se sprijind pe aceastd coardd.

Constructia 1.18. Sd se construiascd tangenta intr-un punct dat al unui cerc dat.

Constructia 1.19. Sd se construiascd o tangentd la un cerc dat, paraleld cu o dreaptd
datd.

Constructia 1.20. Sd se construiascd o tangentd la un cerc dat care trece printr-un
punct dat, exterior cercului.

Constructia 1.21. Sd se construiascd tangentele comune la doud cercuri date.

1.5 Metodica rezolvarii problemelor de constructii geometrice

Pentru rezolvarea unui anumit tip de probleme este necesar, mai intdi, sa se elaboreze
o schemd de rezolvare a problemelor respective. O posibild modalitate de abordare a
problemelor de constructii geometrice ar putea fi urmédtoarea:

g uye

de alegere a datelor problemei.

2. Pentru fiecare dintre cazuri stabilim dacd problema are solutii si, in caz afirmativ,
stabilim numadrul lor.

3. Pentru fiecare caz cind problema are solutii, indicim o modalitate de determinare
(cu ajutorul instrumentelor selectate) a fiecdrei dintre solutiile posibile sau stabilim
cd solutia nu poate fi obtinutd cu ajutorul instrumentelor selectate.

Experienta a demonstrat cd acest “algoritm” nu este cel mai eficient si s-a optat pentru un
altul, care se bazeaza, in fapt, pe metodele generale de rezolvare a problemelor de ma-
tematicd. Conform acestei aborddri, rezolvarea unei probleme de constructii geometrice
se face, in general, Tn urmaétorii pasi:

1. analiza;

2. constructia;
3. demonstratia;
4. discutia.

Vom explica acum, rand pe rand, semnificatia acestor patru pasi.



1.5. Metodica rezolvarii problemelor de constructii geometrice 27

1.5.1 Analiza

Acest pas este unul pregatitor si el ne permite stabilirea unor dependente Intre figura data
si cea cautatd care sd ne conduca la stabilirea unui mod de construire a figurii cautate.
Se construieste, mai intdi, cu aproximatie, figura cdutatd. (Sintagma ce se utilizeazd, in
astfel de situatii, este: ‘“Presupunem figura deja construitd”). Eventual, la nevoie, se pot
face si constructii ajutitoare.

Sa presupunem, de exemplu, cd trebuie sd construim un triunghi la care se cunoaste o
laturd si mediana si indltimea care ii corespund (vezi figura 1.10). Considerand figura au-
xiliard, remarcam imediat ca triunghiul A BC este usor de construit dacd putem construi
triunghiul BDE. Dar triunghiul BDE este un triunghi dreptunghic la care se cunoaste
ipotenuza m si cateta h, problema care se presupune rezolvatd (problema elementara
12.).

E C

Figura 1.10

Este util sd avem in vedere urmaitoarele observatii, utile pentru analiza problemei.

1) Daca pe desenul auxiliar pe care l-am facut nu vedem legéturi evidente intre elemen-
tele date si cele ce trebuie construite, care sd ne ajute efectiv la rezolvarea problemei,
putem sa facem constructii auxiliare: dacd printre elementele date sunt puncte, putem
sd le unim prin drepte si sd cdutdm punctele de intersectie ale acestor drepte, dacd se
dau segmente putem, iardsi, si le prelungim si sd cdutam punctele de intersectie ale
dreptelor corespunzitoare, etc. Uneori este util sd ducem paralele la dreptele date sau
perpendiculare pe ele.

Sd presupunem, de exemplu, cé trebuie sd construim o dreaptd care trece printr-un
punct dat A si este egal departatd de doud puncte date, B si C (vezi figura 1.11).
Este comod sd incepem prin desenarea figurii cerute: construim, mai intai, o dreapti
a, pe ea alegem un punct A si, la distante egale de dreapta a, de-o parte si de alta
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a sa, alegem punctele B si C. Nu apare, Incd, pe desen, nici o conexiune care si
ne permita sa rezolvam problema. Coboram perpendicularele BBy si CC; din B si
C pe a (B1,Cy € a), construim segmentul BC si punctul M in care acest segment
intersecteaza dreapta a. Este ugor de verificat ca punctul M este mijlocul segmentului
BC, si de aici rezultd modul de realizare a constructiei.

B
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Figura 1.11

2) Daci 1n enuntul problemei se dd suma sau diferenta a doud segmente de dreaptd sau
doua unghiuri, acestea trebuie reprezentate pe desenul auxiliar, daca nu cumva deja
sunt prezente.

Sd presupunem, de exemplu, cd ni se cere sd construim un triunghi dreptunghic, In
care se cere un unghi ascutit i suma catetelor (vezi figura 1.12). Desendam un triunghi
dreptunghic oarecare, A BC. Prin ipotezd, se dau: Zu si un segment de lungime m.

Figura 1.12

Triunghiul ABC céutat trebuie sd verifice conditiile: Z4A = «, AC + CB = m,
ZC = 90°. Pentru a introduce in desen segmentul de lungime m plasdm, pe pre-
lungirea laturii AC, segmentul CD = BC; atunci AD = m. Triunghiul ADB este
usor de construit, deoarece in el sunt cunoscute: latura AD = m si doud unghiuri:
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LA = o si LD = 45° (problema elementara 8). Dupid construirea triunghiului
ADB, construirea triunghiului cerut in problema se reduce la problema elementara
4.

3) Un alt lucru pe care este bine sd il facem in timpul analizei este s ne reamintim teo-
reme si probleme de constructii rezolvate de noi mai inainte si care sunt aseménatoare
cu problema curentd.

1.5.2 Constructia

Aceastd etapd a rezolvdrii este momentul culminant, deoarece acum se realizeaza, efec-
tiv, constructia, folosindu-se constructiile fundamentale si cele elementare, mentionate
mai devreme. Vom ilustra aceastd etapd printr-o problema cunoscutd din gcoald, aceea a
construirii cercului inscris intr-un triunghi dat.

Dupd cum se stie, centrul cercului inscris se afld in punctul de intersectie a bisectoa-
relor triunghiului. Prin urmare, constructia va consta din urmaétorii pasi:

1) Se construiesc bisectoarele a doud unghiuri ale triunghiului A BC (problema elemen-
tard 5).

2) Se construieste punctul de intersectie, / a celor doud bisectoare (constructia fun-
damentala 6).

3) Se construieste perpendiculara coboratad din / pe latura AB (constructia elementara
4).

4) Se construieste piciorul M al perpendicularei de la punctul precedent (constructia
fundamentald 6).

5) Se construieste cercul de centru / si de razd I M (cercul inscris in triunghiul ABC,
constructia fundamentald 4).

1.5.3 Demonstratia

Rolul demonstratiei in rezolvarea unei probleme de constructii geometrice este acela de
a stabili faptul ca figura pe care am construit-o Indeplineste, intr-adevir, toate conditiile
din enuntul problemei.

In cazul constructiei cercului Inscris Intr-un triunghi, realizatd mai sus, trebuie sa
demonstrdm ci cercul pe care 1-am construit este, intr-adevar, cercul inscris 1n triunghiul
dat. Pentru aceasta, remarcdm, inainte de toate, ca cercul de centru / si de razd IM
este tangent dreptei A B, deoarece dreapta este perpendiculari pe raza I M a cercului. in
plus, este clar cd raza cercului este egald cu distanta de la [ la latura AB a triunghiului
ABC.
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Remarcdam, 1n continuare, cd centrul I al cercului este egal depértat de cele trei laturi
ale triunghiului ABC, deoarece se afla la intersectia celor trei bisectoare interioare ale
triunghiului. Prin urmare, distanta de la centrul cercului pana la laturile AC si BC este
egald, de asemenea, cu raza cercului construit. Deci, dacd ducem prin / perpendicularele
pe aceste laturi, picioarele acestor perpendiculare se afli pe cerc. Asta Tnseamni ci
dreptele AC si BC sunt tangente la cerc, deci demonstratia este incheiata.

1.5.4 Discutia

Atunci cand facem constructia, de reguld de restrangem la o singurd solutie si presupu-
nem cd tofi pasii constructiei se pot realiza. De multe ori, insd, in practicd lucrurile nu
stau chiar agsa. De aceea, pentru ca solutia sd fie completd, trebuie sd facem o discutie
cae sd acopere aspectele de mai jos.

1) Inainte de toate, trebuie si stabilim dacii pentru orice date initiale constructia este
posibild, cu instrumentele alse si prin metoda aleasa.

2) In cazul in care, pentru anumite date initiale, problema nu se poate rezolva prin me-
toda aleasd, se poate rezolva prin altd metoda, cu acelasi set de instrumente?

3) Cate solutii existd pentru o anumitd alegere a datelor initiale?

Vom vedea, in solutiile problemelor de mai jos cum se procedeaza in cazuri concrete.

1.6 Exemple de probleme de constructii rezolvate

Problema 1. Sa se construiasca un triunghi daca se dau: o laturd si medianele cores-
punzdtoare celorlalte doud laturi.

Solutie. Analiza. Presupunem ca triunghiul ABC este cel cdutat (vezi figura 1.13).
A B este latura datd, iar AM; si BM> sunt medianele date, iar G este punctul de intersectie
a medianelor (i.e. centrul de greutate). Prin ipotezd, ni se dau trei segmente de lungime
c,mi,my astfel incit AB = ¢, AM| = my si BM» = m5. Constructia triunghiului
ABC se reduce la constructia a trei puncte — varfurile triunghiului. Cum latura A B este
datd, doud dintre varfurile triunghiului sunt deja construite, deci mai raimane de construit
doar varful C. Pe de altd parte, {C } = AM> N BM;, deci problema este rezolvatd daci
sunt construite punctele My si M>.

Punctele M, si M» se afla pe semidreptele AG, respectiv BG, iar punctul M; se
afld la distanta m de A, In timp ce punctul M> se afld la distanta m, de B. Asa stind
lucrurile, rezolvarea problemei se reduce la construirea punctului G. Punctul G este al
treile varf al triunghiului ABG si se poate construi (A si B fiind date), Intrucit AG =
%ml, iar BG = %mz, adica toate laturile triunghiului A BG sunt cunoscute.

Constructia. Construim succesiv:
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C

M> M

c

Figura 1.13

1) segmentul AB, de lungime datd ¢ (problema elementard 1);
2) segmentul 1 de lungime %ml;
3) segmentul r» de lungime %mz;

4) triunghiul A BG, de laturi de lungimi egale, respectiv, cu ¢, r1, r» (problema elemen-
tard 7);

5) semidreptele AG si BG (constructia fundamentala 3);

6) punctul M; pe semidreapta AP astfel incat AM; = m; (problema elementard 1);
7) punctul M, pe semidreapta BP astfel incat BM, = m, (problema elementara 1);
8) punctul C = AM, N BM;.

Demonstratia. Din constructie nu rezulta, in mod explicit, un singur lucru:
faptul cd AM; si BM, sunt, intr-adevar, medianele triunghiului ABC construit de noi.
Pentru asta este suficient sd demonstram ca punctul M, este mijlocul segmentului BC,
in timp ce punctul M> este mijlocul segmentului AC.

Notdm cu N1 mijlocul segmentului AP si cu Np — mijlocul segmentului BP. Atunci
patrulaterul M| M> N1 N, este un paralelogram, deoarece diagonalele sale se injumaététesc
(vezi figura 1.14). Asadar, segmentele de dreapta M M, si N1 N, sunt egale si paralele.

Pe de altd parte, segmentul Nj N5 este linie mijlocie in triunghiul ABP, ceea ce
inseamna cd N1 N, | AB si N1N, = %AB. Din cele spuse de mai sus rezultd, atunci,
ciavem si MM, | AB si MM, = %AB. Dar asta inseamnd cd M1 M, este linie
mijlocie n triunghiul ABC, adica AM; si BM>; sunt mediane in triunghiul ABC.
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C

Figura 1.14

Discutia. Dereguld, cind facem discutia unei solutii a unei probleme de constructii
geometrice, ne Intoarcem la realizarea constructiei, examinam pasii pe care i-am facut i
incercdm si identificdm locurile unde ar putea exista probleme. Acestea sunt legate de
constructiile care nu se pot realiza Intotdeauna.

In cazul nostru concret, constructiile 1), 2) si 3) se pot realiza, in mod evident, tot-
deauna. In ceea ce priveste constructia 4), trebuie si impunem niste restrictii. Astfel, in
acest caz, trebuie sa construim triunghiul ABP, ale carui laturi au lungimile AB = c,
AP = %ml, BP = %mz. Pentru ca acest triunghi sd poati fi construit, este necesar si
suficient ca aceste lungimi sd verifice inegalititile triunghiului, care, in cazul nostru, se
pot sintetiza prin

2 2
§|m1 —ma| <c < g(ml + my). (1.1)

Prin urmare triunghiul ABP existd dacd si numai daca este verificatd dubla inegalitate
de mai sus.

Mai departe, constructiile de la punctele 5), 6) si 7) sunt, de asemenea, Tn mod
evident, posibile pentru orice date initiale.

Mai avem de verificat cazul constructiei 8). Aceasta Tnseamna sd vedem daca drep-
tele AM, si BM; se intersecteazd pentru orice date initiale, iar intersectia se afla de
aceeagsi parte a dreptei AB ca si punctul P (admitind cd acesta exista).

Sa presupunem ca dreptele AM, si BM ar fi paralele. Atunci segmentele paralele
AB si MM, cuprinse Intre cele doud drepte paralele ar fi egale. Dar noi am demonstrat
ca MoM, = %AB, deci ajungem la o contradictie.

Daca, in schimb, dreptele A M, si BM; s-ar intersecta, dar de cealalti parte a dreptei
AB, relativ la punctul P, atunci segmentul AB ar fi mai mic decat segmentul M, M1,
ceea ce ne-ar conduce, din nou, la o contradictie.
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Prin urmare, singura restrictie pentru realizarea constructiei este cea de la constructia
4). Deci, triunghiul ABC existi si se poate construi cu rigla si compasul daca si numai
daca este indeplinitd conditia (1.1). O

Observatia 1. Discutia, aga cum am fédcut-o, nu este, propriu-zis, completd. Ar mai
rdmane de demonstrat cd solutia este unica, mai precis, pand la urma, ca o laturd si
medianele ce pleacd din cele doud capete ale sale determind Tn mod unic triunghiul.
Lasam pe seama cititorului sd verifice acest fapt.

Problema 2. Doui drepte, a si b, intersecteazd o a treia dreaptd, fie ea ¢. Si se con-
struiascd un segment de lungime egali cu o lungime datd /, astfel incit segmentul sa fie
paralel cu dreapta c si si aibd un capit pe dreapta a, iar celilalt pe dreapta b.

Solutie. Analiza. Fie AB segmentul cdutat (vezi figura 1.15). Asta inseamna ca
AB=1,AB || c,A€a,B €b.

Figura 1.15

Pentru evidentierea legaturilor dintre elementele date si cele cdutate, vom face, mai
intai, niste constructii suplimentare.

Astfel, fie P = ¢ N'b. Ducem AM || b sifie Q = AM Nc. Atunci PQ =
AB = [, deoarece patrulaterul ABP Q este un paralelogram. Asadar, pentru construirea
segmentului A B este suficient sd determindm pozifia punctului A, care ne conduce apoi
la construirea punctului @, care dupa cum vom vedea, nu este dificila.

Constructia. Constructia decurge in modul urmétor:

1) Construim punctul P = b N ¢ (constructia fundamentald 6.).

2) Pe dreapta ¢ construim un punct Q astfel incit s avem PQ = [ (problema elemen-
tard 1.).

3) Construim dreapta QM || b (problema elementar 1.).

4) Construim punctul A = QM N a (constructia fundamentald 6.).
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5) Construim dreapta AN || ¢ (problema elementari 11.).
6) Construim punctul B = AN N b.

Segmentul AB este segmentul cdutat.
Demonstratia. Din constructie se observici A € a, B € bsi AB || c. In plus,
AB = PQ =, calaturi opuse ale unui paralelogram. O

Discutia. Punctul P existd, deoarece, din ipotezd, dreapta ¢ se intersecteazi cu
dreapta b. De aceea, constructia 1) este, Intotdeauna, posibila (vezi figura 1.16).

Figura 1.16

Constructia 2) este, de asemenea, totdeauna posibila si ne dd doud puncte, Q si
Q’, situate de o parte si de alta a punctului P, pe dreapta ¢. Constructia 3) este, de
asemenea, intotdeauna realizabild si are o singurd solutie, atat pentru punctul Q, cat si
pentru punctul Q’.

Mai departe, avem trei situatii posibile:

a) OM (decisi Q' M’) intersecteaza dreapta a (vezi figura 1.16);
b) OM (deci si Q' M) este paraleld dreapta a (vezi figura 1.17);
¢) una dintre dreptele QM sau Q' M’ coincide cu dreapta a.

Cazul a) are loc, in mod evident, dacd dreptele a si b se intersecteazd. Atunci
constructiile 4)-6) se pot realiza In mod unic atat pentru punctul Q, cit si pentru punctul
Q’. Problema are, deci, in acest caz, doud solutii.

Cazul b) are loc atunci cand a || . Aici avem doua variante: fie PQ = [ (adici
Q € b) si atunci avem o infinitate de solutii (orice dreaptd paraleld cu ¢ va intersecta
a si b In doud puncte care ne furnizeaza o solutie a problemei), fie Q ¢ b, si atunci nu
avem nici o solutie.
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[

Figura 1.17

DE CONTINUAT AICI

Problema 3. Si se construiascd un triunghi daci se cunosc® bisectoarea, mediana si
indltimea care pleacd dintr-un acelasi varf.

Solutie. Analiza. Fie ABC triunghiul ciutat (vezi figura 1.18), AH = h 4 —1néltimea
coboratidin A, AM = m4 —medianadin A si AD = b4 —bisectoarea unghiului BAC.
Considerdm, de asemenea, cercul w, circumscris triunghiului ABC. Fie O centrul séu.

Atunci dreapta OM este perpendiculari pe coarda BC si, de aceea, imparte Tn doud
parti egale fiecare dintre cele doud arce de cerc determinate de aceastd dreaptd. Dar
bisectoarea A D de asemenea imparte in doud parti egale arcul de pe cercul w pe care se
sprijind unghiul BAC. De aceea, dreapta OM si bisectoarea A D se intersecteaza intr-un
punct P de pe cercul circumscris triunghiului ABC. Mai remarciam cad perpendiculara
din O pe AP trece prin mijlocul S al segmentului AP.

Constructia. Incepem prin a construi triunghiul dreptungic AHD, in care
cunoastem ipotenuza AD = by4 si cateta AH = h4. Pe semidreapta HD construim
punctul M, intersecand cercul w(A,my4) cu dreapta DH. Notdm cu P punctul de
intersectie dintre dreapta A D si perpendiculara In M pe dreapta DH . Construim centrul
O al centrului circumscris w ca intersectie dintre dreapta M P si mediatoarea segmentu-
lui AP.

Punctele B si C se determina intersectand dreapta DH cu cercul w = w(0, OA).

Demonstratie. Segmentul A H este inaltime a triunghiului A BC, din constructia
triunghiului dreptunghic AH D, cu unghiul drept in H. Prin urmare, dreptele AH si
DH = BC sunt perpendiculare. Punctul M este mijlocul segmentului BC, deoarece
este punctul de intersectie dintre coarda BC si un diametru al cercului circumscris per-
pendicular pe ea. Intruct punctul P este mijlocul arcului BP C, unghiurile inscrise
BAP si CAP sunt egale intre ele, astfel cd A D este bisectoarea unghiului 4.

2ca lungimi de segmente!
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Figura 1.18

Discutie. O conditie necesard pentru rezolvabilitatea problemei este dubla ine-
galitate:

myg>byg > hy,

intrucét, intr-un triunghi, fie bisectoarea este situatd Intre mediand si Tndlfime, fie cele trei
linii coincid®. Dacimy = b4 = h 4, atunci problema constd in construirea unui triunghi
isoscel cunoscand Tndlfimea care pleacd din varful in care se intersecteazi laturile egale.
In mod evident, aceasti problemd este nedeterminata (are o infinitate de solutii!), iar
construirea unei solutii particulare este absolut triviald. De aceea, de acum Incolo vom
considera cd suntem in situatia in care e valabild dubla inegalitate:

mA>bA>hA

si discutam constructia de mai sus.

Triunghiul ADH se poate construi si este unic determinat de datele problemei. Cer-
cul w(A, m4) se intersecteazd cu dreapta H D n punctul M, deoarece m 4 > h 4.

Punctul P existd si este unic determinat, ca intersectie dintre o perpendiculard si
o oblica pe aceeasi dreaptd. Dreapta AP nu este perpendiculard pe M P, deoarece ea
nu este paraleld cu DH; de aceea, perpendiculara pe segmentul AP se intersecteazi
intotdeauna cu M P, adica centrul cercului circumscris exista si este determinat in mod
unic prin constructie. Dreapta DH se intersecteaza cu cercul w 1n doud puncte, fie ele

3Demonstrati acest fapt!
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B si C, intrucat trece prin punctul D, care este interior acestui cerc. Astfel, modalitatea
de constructie descrisd conduce intotdeauna la o solutie.

O alti modalitate de constructie nu poate furniza o noui solutie. Intr-adevir, daci se
obtine un alt triunghi ABC, este usor de demonstrat cd el este egal cu cel construit mai
sus®. O
Problema 4. Si se construiascd un triunghi A BC dacd se dau indlfimile corespunzétoare
adoud varfuri, 4 g si hc, precum si mediana coresounzitoare celui de-al treilea varf, m 4.

Solutie. Analiza. Fie ABC triunghiul cdutat (vezi figura 1.19), AD = m4 — me-
diana sa care pleaca din varful A, BL = hp si CH = h¢ - indltimile care pleaca din
varfurile B, respectiv C. Construirea triunghiului ABC ar deveni mult mai simpla dacé
am reusi sd determindm unghiul BAC. Dar

ABAC = ACAD + £BAD.

L F

Figura 1.19

Ducem DF 1 AC. Atunci devine evident cd unghiul CA D este usor de determinat
prin construirea triunghiului dreptunghic A FD, in care se cunosc ipotenuza AD = m 4
sicateta DF = %h 5. In mod analog se determini si unghiul BAD.

Constructia. (vezifigura 1.20)

1) Construim triunghiul dreptunghic ADF, cu ipotenuza AD = m 4 si o cateta egald
cu DF = %h B-

2) Construim triunghiul dreptunghic ADE, astfel Incat punctele E si F sd fie de parti
diferite ale dreptei AD si DE = Shc.

4Faceti aceastd demonstratie! Trebuie ariitat ci dacd pentru doud triunghiuri bisectoarea, mediana si
inaltimea care pleacd din acelasi varf au aceeasi lungime (iar cele trei lungimi ale elementelor triunghiurilor
nu sunt egale Intre ele), atunci triunghiurile sunt egale.
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3) Pe semidreapta F'D ludm un segment FK = hp.

4) Prin punctul K ducem o dreaptd paraleld cu dreapta AF si notdm cu B punctul de
intersectie dintre aceastd dreaptd si semidreapta AE.

5) Construim dreapta BD.

6) Notdm cu C punctul de intersectie dintre dreptele BD si AF. Triunghiul ABC este
triunghiul cautat.

Figura 1.20

Demonstratia. Din egalitatea triunghiurilor DBK si CDF rezultdi ca BD =
DC, adica AD este mediand. AD = m 4, din constructie. Cobordm din B perpendi-
culara BL pe AF. Atunci BL = KF = hp. Fie CH L AB. In triunghiul CHB,
segmentul DFE este linie mijlocie. De aceea, CH = 2DE = hc¢, intrucit DE = %hc,
prin constructie. Discutia. Primul pas al constructiei de mai sus este intotdeauna
posibild si furnizeaza o solutie unicd dacd my4 > %h B, al doilea — daca m4 > %hc.
Pasii 3, 4, 5, 6 sunt (ntotdeauna posibili. Astfel, algoritmul de ma sus ne furnizeaza
o solutie unicd daci si numai dacd sunt indeplinite simultan inegalititile hp < 2my4
si h¢ < 2my. Daca micar una dintre aceste inegalitdti nu este verificatd, nu exista
solutie. O



CAPITOLUL 2

Rezolvarea problemelor de constructii folosind intersectii de
locuri geometrice

2.1 Notiunea de loc geometric

O figura geometricd se poate da Tn mai multe moduri diferite: ca intersectie, reuniune,
diferenta a altor figuri, prin indicarea anumitor proprietdti pe care trebuie si le verifice
punctele sale, etc. Astfel, de exemplu, acelasi segment AB se poate da:

1) caintersectie a doud semidrepte de sensuri opuse, AM si BN, de pe dreapta AB;
2) ca diametru al unui cerc w dat, perpendicular pe o coarda /;
3) ca multimea mijloacelor coardelor cercului w paralele cu o dreaptd data

sau in alte moduri.

Daci o figura este datd prin indicarea unei proprietiti pe care trebuie sd le aiba punc-
tele unei figuri si numai ele, se numeste locul geometric al punctelor care verificd aceasti
proprietate.

In cazul nostru concret, segmentul AB este locul geometric al mijloacelor cercului
w, paralele cu dreapta [.

Proprietatea prin care se caracterizeazd un loc geometric se numeste proprietatea
caracteristicd a locului geometric cu pricina.

Foarte des se intdmpla ca unele figuri noi sa se introducd tocmai ca locuri geometrice.
Este cazul cercului, de exemplu, in cursul de geometrie elementard sau al conicelor in
geometria analitica.

39
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Pentru a demonstra cd o figurd F este locul geometric al punctelor care verificd o
anumita proprietate, trebuie sd demonstram doua afirmatii, una fiind reciproca celeilalte,
anume ci:

1) fiecare punct al figurii F' verifica proprietatea ceruta;
2) orice punct care Indeplineste proprietatea cu pricina apartine figurii F.
Considerdm, in cele ce urmeazd, citeva exemple de locuri geometrice.

Exemplul 2.1.1. Se dau doud drepte paralele a si b si o dreapti ¢, perpendiculard pe ele.
Se cere sd se determine locul geometric al punctelor egal departate de cele trei drepte
(vezi figura 2.1).

c
a A
M
o
l N
...... o S— [ ——
P 0
b
B
Figura 2.1

Solutie. Fie {A} = aNc si {B} = b N c. Ducénd prin mijlocul segmentului AB o
dreapta [, paraleld cu a si b, si luand pe ea punctele P si Q, situate de o parte si de
alta a dreptei c, 1 o distanta egald cu %AB de ea, este usor de observat cd fiecare dintre
punctele P gi Q este egal depirtat de dreptele a, b si c.

Nu existi alte puncte ale planului care si verifice aceastii proprietate. Intr-adevir,
dacd M este un punct care nu apartine dreptei /, atunci el nu este egal departat de dreptele
a si b; daca n este un punct de pe dreapta [, diferit de punctele P si Q, atunci nu e greu
de constatat cd el nu este egal depirtat, de exemplu, de dreptele a si ¢. Astfel, P si Q
formeaza locul geometric al punctelor din plan care sunt egal departate de dreptele a, b
sic. 0
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Exemplul 2.1.2. Si se determine locul geometric al punctelor din plan pentru care suma
distantelor la doud drepte paralele date este egala cu lungimea unui segment dat.

Solutie. Fie a si b dreptele paralele date, i — distanta dintre ele si s — lungimea segmen-
tului dat. Remarcdm, Tnainte de toate, ca pentru orice punct M, situat pe oricare dintre
cele doud drepte, dar si pentru orice punct N, situat in interiorul benzii dintre cele doud
drepte, suma distantelor pana la cele dou drepte este egald cu & (vezi figura 2.2). Pentru
restul punctelor planului (de exemplu, pentru un punct P situat mai jos de dreapta a)
aceastd sumd este mai mare decdt 4. De aici rezultd ca:

1) dacd s < h, atunci locul geometric cautat este lungimea vidi;

2) dacd s = h, atunci locul geometri cautat este format din cele doud drepte date si
banda dintre ele;

3) mai raméne de examinat cazul s > A.

P

Figura 2.2

Fie a si a’ o pereche de drepte paralele cu cele date, ambele drepte fiind situate in
afara benzii determinate de dreptele a si b (vezi figura 2.3). Pentru fixarea ideilor, vom
considera cd dreapta a’ se afli dincolo de dreapta a, iar dreapta b’ — dincolo de dreapta

b, iar distanta dintre a’ si a este egald cu distanta dintre b’ si b, este egald cu >
Vom demonstra cd locul geometric ciutat este aceastd pereche de drepte.
Astfel, fie P un punct de pe una dintre dreptele a’ sau b’ (de exemplu, pe a’). Atunci

suma distantelor de la punctul P pani la dreptele a si b este

—h _h
PP1+PP2:S2 +(s2 +h):s.

Fie acum Q un punct al planului, care nu apartine dreptei a’, nici dreptei b’. Vom
demonstra cd suma distantelor de la acest punct la dreptele a si b nu este egald cu s. Daca
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0
a’ " P
s—h
2
a P
h
b P
s—h
)
b/
Figura 2.3

0 se afld in banda dintre dreptele date sau pe una dintre ele, atunci suma distantelor sale
pand la a si b este egald cu & si, prin urmare, este strict mai mic decat s. Sd presupunem
acum cd Q se afld in exteriorul benzii determinate de dreptele a si b. Pentru fixarea
ideilor, presupunem ci punctul Q este de aceeasi parte a benzii ca si dreapta a’. Daci
notdm cu m distanta de la punctul Q la dreapta a, atunci

s—h

m;éz.

Prin urmare, suma distantelor de la punctul Q la dreptele a si b este egald cu

s—nh

m+m4+h)=2m+h#2 7

+ h,

adicd aceastd sumi nu este egald cu s. Astfel, am demonstrat ¢ reuniunea dreptelor a’
si b’ este locul geometric ciutat. O

Urmeaza acum o problemad de loc geometric pe care o vom rezolva cu ajutorul geo-
metriei analitice.

Exemplul 2.1.3. Presupunem ca planul este raportat la un sistem de coordonate rectan-
gular xOy. Sa se determine locul geometric al punctelor din plan ale céror coordonate
verifica ecuatia

sin? (7 x) + cos?(my) = 1. 2.1)

Solugie. Inlocuind sin?(7x) cu 1 — cos?(rx), obtinem ecuatia mai simpli
cos?(x) = cos2(ny)
sau

14+ cosQrx) 14 cos(2my)
2 2
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sau, Incd,
cos(2mx) = cos(Rmy).

Ultima ecuatie are solutia
y==x+4n,

unde n este un numdr intreg oarecare. Astfel, locul geometric al punctelor din plan ale

[

N\

Figura 2.4

caror coordonate verificd ecuatia (2.1) este multimea tuturor dreptelor din plan care au
panta 1 sau —1 si se intersecteaza cu axele de coordonate 1n puncte de coordonate intregi
(vezi figura 2.4). O]

2.2 O provizie de locuri geometrice

Ca i in cazul problemelor de constructii geometrice, rezolvarea unei probleme de constructii
geometrice este mult usuratd dacd dispunem de o galerie de locuri geometrice “elemen-
tare”, care vor juca un rol important in determinarea unor locuri geometrice mai compli-
cate. Nici aici, fireste, nu existd nici un fel de consens in ceea ce priveste lista locurilor
geometrice elementare. Am ales, si de data aceasta, o listd destul de cuprinzitoare.

Locul geometric 2.1. Locul geometric al punctelor din plan situate la o distantd datd,
r, fatd de un punct dat, O, este cercul de centru O si de razd r.
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Locul geometric 2.2. Locul geometric al punctelor din plan egal depdrtate de doud
puncte date, A §i B, este mediatoarea segmentului AB, adicd o dreaptd perpendiculard
pe dreapta AB, care trece prin mijlocuul segmentului.

Locul geometric 2.3. Fie ZAOB un unghi dat. Locul geometric al punctelor din in-
teriorul unghiului egal depdrtate de laturile unghiului este bisectoarea unghiului (ca
semidreaptd).

Locul geometric 2.4. Fie a §i b doud drepte concurente. Locul geometric al punctelor
din plan egal depdrtate de aceste doud drepte este format din bisectoarele unghiurilor
formate de cele doud drepte.

Locul geometric 2.5. Locul geometric al punctelor egal depdrtate de doud drepte pa-
ralele a §i b este o dreaptd paraleld cu ele, situatd la mijlocul distantei dintre a §i b.

Locul geometric 2.6. Locul geometric al punctelor situate la o distantd datd, h, de o
dreaptd datd, a, este format dintr-o pereche de drepte paralele cu a, situate la distanta
h fati de a, de o parte i de alta a sa.

Locul geometric 2.7. Fie a §i b doud drepte paralele date, iar m si n — doud segmente
date. Locul geometric al punctelor pentru care raportul distantelor la dreptele a si b
este m/n este o pereche de drepte paralele cu a si b care impart distanta de la a la b in
raportul m/n (in mod interior, respectiv exterior).

Demonstratie. Fie ® locul geometric ciutat. Atunci
P Y dM,a) m

B d(M,b) n
Ducem o dreaptd ¢, perpendiculard pe dreptele a si b. Fie {A} = a Nc si {B} =
b N ¢. Construim punctele P si Q care impart segmentul A B in raportul m/n, interior
si exterior:

AP m AQ m
PB  n QB n’

Prin aceste puncte ducem paralelele p siglaa sib (P € p, Q € ¢g). Vom demonstra ci

®=puUg.
1) Fie M un punct al planului pentru care
dM,a) m
dM,b)  n’

Din M ducem o perpendiculara e pe dreptele a si b sifie {K} =eNasi{L} =eNbh.
Atunci AK = BL, ca segmente de pe drepte paralele cuprinse intre drepte paralele.
Cum

MK m

ML n’
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din proprietdtile proportiilor deducem ca

MK — m MK — m
MK +ML m+n MK—-ML m—n

(am presupus cd m > n).
Daca M se afla in interiorul benzii determinate de dreptele paralele a si b, atunci

MK+ ML =KL = AB,

de unde
MK — m
AB  m+n
Analog, pentru punctul P avem
PA  m
AB  m+n

Din aceste doua egalitdti rezultd cd MK = PA. Prin urmare, patrulaterul APMK este
un paralelogram, deoarece laturile sale opuse M K si PA sunt paralele si egale. De aceea,
PM || AK. Cum prin punctul P se poate duce o singurd paraleld la dreapta a, rezulta
cd dreptele p si PM coincid.

Daca punctul M se afld 1n exteriorul benzii determinate de dreptele a si b, atunci

MK —-ML = KL = AB,

de unde
MK _om
AB  m-n’
Pe de altd parte, avem
04 m
AB  m-—n
si, de aceea, MK = QA, iar drepte O

Locul geometric 2.8. Fie ZAOB un unghi dat si m,n — doud segmente date. Locul
geometric al punctelor din interiorul unghiului pentru care raportul distantelor pdnd
la laturile triunghiului este m/n este semidreapta OC, care trece print punctul C din
interiorul unghiului, pentru care distantele pdnd la semidreptele OA si OB sunt egale
cu m, respectiv n.

Locul geometric 2.9. Fie a si b doud drepte concurente date, iar m si n — doud segmente
date. Locul geometric al punctelor din plan pentru care raportul distantelor pand la
dreptele a si b este egal cu m/n este format din doud drepte, care trec prin punctul
de intersectie a dreptelor a si b si prin punctele din plan situate la distanta m fatd de
dreapta a si la distanta n fatd de dreapta b.



46 Capitolul 2. Locuri geometrice

Locul geometric 2.10. Fie w(O,r) un cerc dat. Locul geometric al mijloacelor coar-
delor de lungime egald cu o lungime datd, a, este un cerc de centru O si de razd

Locul geometric 2.11. Fie w(O,r) un cerc dat §si A un punct dat de pe cerc. Locul
geometric al mijloacelor coardelor cercului care trec prin A este un cerc cu centrul in
mijlocul O1 al segmentului OA si cu raza egald cu lungimea segmentului O O1.

Locul geometric 2.12. Fie w(O,r) a cerc dat. Locul geometric al punctelor din plan
pentru care lungimile tangentelor duse din acele puncte la cercul dat sunt egale cu o
lungime datd a, este un cerc cu centrul in O §i de razd

r'=Va? +r2.

Locul geometric 2.13. Fie w(O,r) un cerc dat §i ¢ un unghi dat. Locul geometric al
punctelor din plan pentru care unghiul format de cele doud tangente la cerc din fiecare
punct este egal cu ¢ (sau, cum se mai spune, locul geometric al punctelor din plan din
care cercul dat se vede sub unghiul ¢) este un cerc cu centrul in O §i cu raza r’ egald
cu ipotenuza triunghiului dreptunghic pentru care o catetd este egald cu r, iar unghiul
opus acelei catete este ¢ /2.

Locul geometric 2.14. Locul geometric din care un segment AB dat se vede sub un
unghi ¢ dat este o reuniune de doud arce de cerc. Acest loc geometric se numeste arcul
capabil de unghiul .

Locul geometric 2.15. Locul geometric al punctelor din plan pentru care raportul
distangelor pdnd la doud puncte date, A §i B, este egal cu raportul lungimilor a doud
segmente date, m si n, este un cerc care se numeste cercul lui Apollonius.

Locul geometric 2.16. Locul geometric al punctelor pentru care diferenta pdtratelor
distantelor pdnd la doud puncte date, A si B, este egald cu pdtratul lungimii unui seg-
ment dat, p, este o dreaptd perpendiculard pe dreapta AB §i trece printr-un punct K al
segmentului AB pentru care
ak = P+
2a

unde a este lungimea segmentului AB.

Locul geometric 2.17. Locul geometric al punctelor pentru care suma pdtratelor distantelor
pand la doud puncte date, A si B, este egald cu pdtratul lungimii unui segment dat, q,
este un cerc cu centrul in mijlocul S al segmentului AB si de razd egald cu jumdtate
dintr-o catetd a unui triunghi dreptunghic care are ipotenuza egald cu q\/z, in timp ce
cealaltd catetd este egald cu a, unde a este lungimea segmentului AB.
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2.3 O selectie a unor locuri geometrice foarte simple

Nu existd un consens legat de care locuri geometrice (mai precis, probleme de loc geo-
metric) sunt cele mai simple. Toatd lumea (sau aproape!) este de acord ca aceste locuri
geometrice sunt, cu toatele, prezente in manualele de geometrie elementard. Vom enu-
mera, $i noi, cateva dintre ele (repetdm, incd o dati, toate locurile geometrice considerate
sunt plane).

1. Locul geometric al punctelor situate la o distanta data, r, fatd de un punct dat, O,
este, prin definitie, centrul de centru O si de raza r.

2. Locul geometric al punctelor egal depdrtate de doud puncte date A si B este o
dreaptd, care trece prin mijlocul segmentului AB si este perpendiculard pe acest seg-
ment. Aceastd dreaptd se numeste mediatoarea segmentului AB (sau a perechii de
puncte A si B).

3. Locul geometric al punctelor situate la distanta & de o dreapti dati, fie ea a, este o
pereche de drepte paralele cu dreapta data.

Pentru a construi acest loc geometric trebuie sa ducem, printr-un punct A al dreptei a,
perpendiculara pe ea, fie ea p, sd ludm pe perpendiculard doud puncte situate la distanta
h fata de a, de o parte si de alta a dreptei a si apoi, prin cele doud puncte construite, si
ducem céte o paraleld la dreapta a.

4. Locul geometric al punctelor egal departate de doud drepte paralele date este o
dreaptd, paraleld cu dreptele date.

Pentru construirea acestui loc geometric, ducem o dreaptd oarecare ¢, care intersec-
teaza dreptele paralele date, a si b, determindm segmentul de pe aceastd secanti cuprins
tntre dreptele a si b, determindm mijlocul acestui segment si prin el ducem o paraleld
la dreptele a si . Dreapta obtinutd (adica locul geometric) se numeste, uneori, linia
mijlocie a perechii de drepte paralele date.

5. Locul geometric al punctelor egal departate de doud drepte concurente este format
dintr-o pereche de drepte perpendiculare, care sunt bisectoarele unghiurilor formate de
dreptele date.

Determinarea acestui loc geometric se reduce la problema elementard de constructie
a jumatatii unui unghi.
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2.4 Metodica rezolvarii problemelor de loc geometric

Rezolvarea unuei probleme de loc geometric are multe similaritdti cu rezolvarea unei
probleme de constructii geometrice. Astfel, in mod tipic, rezolvarea unei probleme de
loc geometric consta in trei etape:

e analiza
e demonstratia si
e discutia.

Se observd imediat cd sunt aceeasi pasi la la o problema de constructii geometrice, atata
doar cad lipseste pasul al doilea, constructia. Nu este, catusi de putin, o Intdmplare: in
general, determinarea unui loc geometric inseamnd doar descrierea sa, ca multime de
puncte. De regula, locul geometric nu poate fi construit, cu instrumentele disponibile.
Un exemplu foarte simplu este cazul elipsei, foarte usor de descris ca loc geometric, dar
imposibil de construit utilizand, de pilda, rigla si compasul.

Primul pas al rezolvarii unei probleme de loc geometric este analiza. Rolul acesteia
este, In esentd, este s ne sugereze o idee despre natura locului geometric. De reguld,
analiza incepe cu desenarea figurilor date In enuntul problemei. Urmatorul pas este sa
identificam puncte care apartin locului geometric, in sensul ci ele verifica proprietatea
caracteristicd a acestuia. Se stabilesc apoi niste conexiuni intre aceste puncte si elemen-
tele date, conexiuni care ne permit sd determindm forma si pozitia locului geometric.
Uneori, analiza presupune si examinarea unor cazuri particulare sau constructia directd
a unor puncte care apartin locului geometric dat. Mentiondm, totusi, cd, in urma anali-
zei, obtinem doar o solutie ipoteticd a problemei, si urmeazd sa demonstram ca intuitia
noastrd este corectd.

Urmatorul pas este demonstratia. Aici trebuie, practic, sd demonstram doud implicatii,
una fiind inversa celeilalte:

1) Orice punct al figurii, gasit In timpul analizei, verificd proprietatea caracteristicd a
locului geometric.

2) Orice punct care verificd proprietatea caracteristica aparttine figurii gésite Tn timpul
analizei.

Este util de avut In vedere cd implicatia 2) se poate inlocui cu

2") Dacd un punct nu apartine figurii gésite, atunci el nu verificd proprietatea carac-
teristicd.

Este, de asemenea, de remarcat cd, adesea, una dintre implicatii este demonstratd, de
fapt, in timpul analizei.

In sfarsit, ultimul pas al unei solutii a unei probleme de constructii geometrice este
discufia. Acum trebuie sa examindm diferitele cazuri care pot sd apara si dependenta lor
de alegerea datelor problemei.
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Considerdm, in cele ce urmeazd, cateva exemple.

Exemplul 2.4.1. Si se determine locul geometric al punctelor din care un segment se
vede sub un unghi dat.

Solutie. Analiza. Fie AB segmentul dat si « — unghiul dat (vezi figura 2.5).

Daca M este un punct al locului geometric , atunci £LAM B = «, prin ipotezd. Este
util, Tn acest moment, s reamintim teorema referitoare la egalitatea unghiurilor Tnscrise
intr-un cerc, care cuprind acelasi arc intre laturi.

Figura 2.5

Presupunem, pe moment, ca 0° < o < 180°. Aceasta inseamna, desigur, cd punctele
A, M, B nu sunt coliniare, deci ele determina un cerc, cercul circumscris triunghiului
AM B. Atunci, pentru orice punct M al arcului AM B al acestui cerc (in afard de punc-
tele A si B), AAM’B este, de asemenea, egal cu «, ceea ce inseamnd ci fiecare punct al
acestui arc apartine locului geometric ciutat.

In plus, este clar ci toate punctele arcului ANB, simetricul arcului AMB fati de
dreapta A B (mai putin punctele A si B) apartin, de asemenea, locului geometric cautat.

Demonstratia. Pentru a demonstra cd figura F, alcituitd din cele doud arce de cerc
care trec prin punctele A si B este, Intr-adevar, locul geometric pe care vrem sa-1 deter-
mindm, a mai rdmas sd examindm punctele care nu apartin acestei figuri. Dacd un punct
P apartine domeniului din plan marginit de figura F' (mai precis, interiorului acestui
domeniu), atunci, ducand semidreapta AP (sau BP) pana se intilneste cu figura F in
punctul Q, remarcdm cd

LAPM > LAQB = a,
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prin urmare punctul P nu apartine locului geometric. Dacd alegem punctul Q in afara
domeniului marginit de F', obtinem cd, dimpotriva, LAPB < «.

Astfel, locul geometric al punctelor din care care un segment se vede sub un unghi
dat, cuprins (strict) intre 0° si 180° este format din reuniunea a doud arce de cerc, care
trec prin capetele segmentului dat si sunt simetrice fatd de dreapta suport a segmentului.

Punctele A si B nu trebuie considerate ca facand parte din locul geometric, deoa-
rece dacd M coincide cu unul dintre capetele segmentului A B, unghiul AMB devine
nedeterminat.

Discutia. Dacd unghiul o este drept, atunci figura F' se transforma intr-un cerc de
diametru A B, mai putin capetele acestui diametru. Dacd unghiul « este egal cu zero,
atunci locul geometric cautat este diferenta dintre dreapta AB si segmentul AB. Daca
unghiul « este egal cu 180°, atunci locul geometric ciutat este segmentul A B insusi. []

Exemplul 2.4.2. Sa se determine locul geometric al mijloacelor corzilor determinate pe
un cerc dat de dreptele care unesc punctele acestui cerc cu un punct dat.

Solutie. Fie w cercul dat, O — centrul sau, iar A — punctul dat (vezi figura 2.6). Fie P
mijlocul uneia dintre corzile mentionate, de exemplu coarda M N.

Figura 2.6

Unim punctele P si O. Atunci PO L MN. Astfel, segmentul OA este vdzut din
punctul P sub un unghi drept. Prin urmare, P apartine cercului construit pe segmentul
OA, ca diametru. In plus, punctul P trebuie si fie situat in interiorul cercului w.

Suntem condusi, astfel, la urmétoarea ipoteza: locul geometric cdutat este partea
din cercul o', construit pe OA ca diametru, care este situatd in interiorul cercului .

Pentru demonstrarea veridicititii ipotezei noastre, este necesar sa demonstram, In
primul rand, cd mijlocul fiecdreia dintre corzile considerate apartine figurii indicate, in
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al doilea rand cd fiecare punct Q, care apartine partii indicate a cercului ’, este mijlocul
uneia dintre corzile considerate.

Prima dintre aceste afirmatii a fost demonstratd, deja, In timpul analizei. Pentru de-
monstrarea celei de-a doua afirmatii, ducem o dreaptd prin punctele Q si A. Ea intersec-
teaza cercul @ in doud puncte, intrucat punctul Q este situat in interiorul cercului. Vom
nota aceste puncte cu S si 7. £LO0QA = 90°, ca unghi inscris intr-un semicerc, adici
0Q L AQ, astfel cd Q este mijlocul coardei ST, adica ceea ce trebuia sa demonstram.

Trecem acum la discutia solutiei. Dacd punctul A este in exteriorul cercului w,
atunci locul geometric considerat este arcul de cerc (de pe cercul @’) ce are capetele pe
cercul dat si este situat in interiorul cercului dat. Dacd A este 1n interiorul cercului dat
sau pe cerc, dar nu coincide cu centrul cercului, atunci locul geometric este Intregul cerc
de diametru OA. Dacid A coincide cu centrul cercului dat, atunci locul geometric cautat
se reduce la punctul A. O

Exemplul 2.4.3. Si se determine locul geometric al punctelor pentru care diferenta
patratelor distantelor pand la doud puncte date este constanta.

Demonstratie. Fie AB = a. Cautdm locul geometric al punctelor din plan pentru care
AM? — BM? = ¢?,

unde ¢ este un segment dat.

Cdutdm, mai intai, punctele dreptei A care verificd relatia cerutd. Alegem pe dreapta
AB, ca directie pozitivd, cea de la A la B. Apoi vom ataga lungimii fiecdrui segment
(orientat) al acestei drepte cate un semn. Atunci, pentru fiecare pozitie a punctului M pe
dreapta A B, are loc relatia

AM + MB = AB

(teorema lui Chasles).
Din ipotezd,
AM? — BM? = 2,

adica
AM? — (a — AM)? = 2,
de unde 5 )
a®+c
am =41 (22)
2a
Prin urmare, pe dreapta AB existd un punct M si numai unul care apartine locului

geometric, adici AM? — MB? = c¢2. Pozitia acestui punct este determinati de for-

mula (2.2).

Incerciim si giisim alte puncte ale locului geometric ciiutat. Remarcim ci orice punct
P (vezi figura 2.7) de pe perpendiculara p pe AB, care trece prin punctul M, are, de
asemenea, proprietatea cerutd. intr-adevir,
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Figura 2.7

AP? — BP? = (AM? + MP?) — (BM? + MP?) = AM? — BM? = ¢*.

Intrucat nu vom gisi alte puncte care si verifice proprietatea ceruti, suntem condusi la
afirmatia: locul geometric cdutat este dreapta p, perpendiculard pe dreapta AB §i care
trece prin punctul M, gdsit mai devreme.

Pentru demonstrarea acestei afirmatii trebuie sd demonstrdm urméitoarele:

1) ci orice punct P al dreptei p verifici proprietatea AP? — MP? = c?. Asta s-a ficut
deja, in cursul analizei noastre;

2) cd un punct Q care nu apartine dreptei p este Intotdeauna astfel incat

AQ? —MQ? # 2.

Fie, prin urmare, Q un punct care nu apartine dreptei p (vezi figura 2.7). Ducem
prin Q dreapta Q N, perpendiculard pe AB. Atunci,

AQ? — BQO? = (AN? + NQ?)— (BN? + NQ?) = AN? — BN2.

Cum punctul Q nu apartine dreptei p, rezultd cd punctul N este diferit de punctul M.
Dar noi am remarcat deja ca punctul M este unicul punct al dreptei AB care apartine
locului geometric cdutat. Prin urmare, punctul N, situat si el pe dreapta A B, nu apartine
locului geometric. De aceea,

AN? — BN? # ¢?

si, prin urmare,

AQ? — BQ? # 2.
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2.5 Exemple de determinare a locurilor geometrice folosind
geometria analitica

In geometria analiticii, o curbi se defineste ca fiind locul geometric al punctelor (din
plan!) ale ciror coordonate verificd o ecuatie de forma f(x,y) = 0. Prin urmare, in
geometria analiticd, determinarea unui loc geometric Tnseamnd gisirea ecuatiei pe care o
verificd coordonatele punctelor locului geometric. Sigur, un al doilea pas, uneori destul
de dificil, este identificarea locului geometric. De reguld, problema de loc geometric
nu se formuleaza relativ la un sistem de coordonate dat, de aceea, un pas important in
utilizarea metodelor analitice este tocmai alegerea judicioasd a sistemului de coordonate,
care sa fie cat mai bine adaptat problemei in cauza.

Exemplul 2.5.1. Sa se determine locul geometric al punctelor pentru care suma pétratelor
distantelor pand la doud puncte date este egald cu patratul unei lungimi date.

Demonstratie. Fie A si B cele doud puncte date. Se cautd locul geometric al punctelor
P pentru care
AP? 4+ BP? = a?,

unde a este lungimea unui segment dat.

Alegem dreapta AB ca axa OX, orientata de la A inspre B. Originea sistemului de
coordonate va fi mijlocul O al segmentului AB, iar axa OY va fi mediatoarea segmen-
tului, orientatd astfel inca sistemul XOY sai fie orientat direct.

A
Y

~

e

Figura 2.8
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Fie P (vezi figura 2.8) un punct al locului geometric cdutat, iar x, y — coordona-
tele sale. Dacd notdm lungimea segmentului AB cu [, atunci, n sistemul nostru de
coordonate, avem A(—%, 0)si B (%, 0). Atunci, conform formulelor binecunoscute din
geometria analiticd, avem

1\? 1\?
AP2=(x—|—§) +y2,BP2=(x—§) + y?

si, de aceea, locul geometric cautat este format din acele puncte ale planului ale ciror
coordonate verificd ecuatia

! 2+ 2y (o] 2+ 2=a?
2) 7Y 2) TV T

2a? —[?
4
Din ecuatia obtinutd se observa cd locul geometric este nevid dacd si numai dacd

sau

x2+y2=

2a2—-1%>>0
sau
a2 > 1.

Daca
av2>1,

atunci locul geometric este un cerc cu centrul in punctul O (adica in mijlocul segmentu-
lui AB) si de raza

1
r= 5\/2612—]2.

Pentru construirea acestui cerc, este suficient sd construim un punct al sdu. Acest punct
se poate obtine intersectand cercurile

2 2
w1 A,a;/_) si wy (B,a;/_)

(care se intersecteazd, deoarece suma razelor lor este egald cu a «/Z care este mai mare
decat distanta dintre centrele lor, egald cu /). Dacd a = [, atunci locul geometric trece
prin punctele A si B.

Pentru a~/2 = [, existd doar un punct care apartine locului geometric, acesta fiind
punctul O, mijlocul segmentului AB. O

Exemplul 2.5.2. Se di un cerc w si un punct A (vezi figura 2.9). Si se determine locul
geometric al mijloacelor segmentelor care unesc punctul A cu punctele cercului w.
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w

Figura 2.9

Demonstratie. Fie C — centrul cercului dat, iar AC = a. Alegem sistemul de coordo-
nate cu originea in punctul 4, axa X — egald cu dreapta AC (orientatd de la A Tnspre C,
iar axa Y perpendiculara prin A pe AC. Atunci, coordonatele punctului C sunt (a, 0),
iar cercul dat are ecuatia
(x—a)” +y* =12,

unde r este raza cercului dat.

Fie P(x, y) un punct oarecare al cercului @, M — punctul corespunzitor al locului
geometric, iar £, 7 — coordonatele punctului M. Atunci § = 7,7 = 2 astfel cd x =
2&,y = 2n, iar locul geometric care ne intereseaza pe noi are ecuatia:

2t —a)* +4n* =r?

(-3) +r=(3)"

Aceasta este ecuatia unui cerc de razd 5, cu centrul in punctul (% 0). O

sau

2.6 Rezolvarea problemelor de constructii prin metoda inter-
sectiilor de locuri geometrice

Esenta metodei locurilor geometrice in rezolvarea problemelor de constructii geometrice
constd in urmdtoarele. Sd presupunem ca rezolvarea unei probleme de constructii geo-
metrice conduce la construirea unui punct care indeplineste simultan doua conditii inde-
pendente. Ldsdm deoparte una dintre conditii $i determindm locul geometric al punctelor
care indeplinesc cea de-a doua conditie. Notam aceasta figurd cu ®,. Renundm acum la
prima conditie si cdutdm locul geometric al punctelor care indeplinesc prima conditie.
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Notdm aceastd figurd cu ®;. Atunci punctul pe care vrem sd-1 construim, ce verificd
ambele condisii, se va afla in intersectia celor doud locuri geometrice.

Exemplul 2.6.1. Sa se construiasca un cerc tangent la doud drepte paralele date a si b,
s care trece printr-un punct dat, P.

Demonstratie. Analiza. Notdm distanta dintre cele doua drepte paralele cu d. Atunci
raza cercului cdutat trebuie s fie egald cu d /2. Problema se reduce la construirea cen-
trului cercului, care trebuie sa indeplineascd urmatoarele doud conditii:

1) el trebuie si fie egal departat de dreptele a si b;
2) el trebuie si fie situat la distanta d /2 fata de punctul P.

De aici rezultd procedeul de constructie.

Constructia. Dintr-un punct oarecare, A, al dreptei a, cobordm o perpendi-
culard AB pe dreapta b (vezi figura 2.10). Construim mijlocul C al segmentului 4B.
Construim locul geometric al punctelor egal depirtate de dreptele a si b; aceasta este o
dreapta c, care trece prin punctul C si este paralela cu dreptele a si b. Construim apoi

locul geometric al punctelor care indeplinesc conditia 2). Acesta este cercul w (P, %)

Construim punctul O1, de intersectie dintre cercul w si dreapta c¢. Construim apoi cercul
w1(01, O1 P). Acesta este cercul ce trebuia construit.

A a
—C

w1

Figura 2.10

Demonstratia. Cercul w; este tangent dreptelor a si b, deoarece distantele de
la centrul sdu O; la aceste drepte sunt egale intre ele si sunt egale cu d/2. Acest cerc
trece prin punctul P, prin constructie.

Discutia. Sunt posibile trei cazuri.

1. Punctul P este situat intre dreptele a si b. Modul de construire ne da doud solutii:
w1(01, O1P) si w3(0,, O2 P). Nu existid alte solutii, pentru ca daci ar exista trei
cercuri care sd indeplineascd cerintele, atunci centrele lor, Oy, O,, O3 ar trebui
sd fie coliniare, aflindu-se toate pe dreapta ¢. Pe de altd parte, ar trebui sd avem
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O1P = O, P = O3P = AC, adici cele trei centre ar trebui sd se afle, toate, pe
un cerc de razd AC, cu centrul in P, ceea ce ne conduce la o contradictie.

2. Punctul P se afld pe una dintre cele doui drepte (a sau b). in acest caz avem o
singurd solutie.

3. Punctul P se afli in afara benzii determinate de dreptele @ si b. In acest caz nu
existd solutii.

O]

Exemplul 2.6.2. Sa se construiasca un triunghi cunoscind baza, unghiul de la varf si
raza cercului Inscris.

Demonstratie. Analiza. Fie ABC triunghiul cdutat, A — unghiul sau de la varf, r —
raza cercului inscris si BC = a — lungimea bazei date.
Considerdm centrul I al cercului inscris. Punctul 7 se afld la distanta r de baza BC
(prima proprietate a centrului).
In plus (vezi figura 2.11),
C 180°— B - C

B
ABOC =90°— — 4+90°— — =90° 4+ ————
2 T p + P

astfel Tncat

A
ABOC = 90° + B

(a doua proprietate a centrului). Locul geometric al punctelor care verificd prima propri-

A

Figura 2.11

etate reprezintd o pereche de drepte, paralele cu BC. Locul geometric al punctelor care
1ndeplinesc cea de-a doua proprietate (anume, pand la urmai, cd segmentul BC este vazut
din punctul / sub un unghi de 90° 4+ A/2), reprezinta o pereche de arce de cerc, capabile
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de unghiul 90° 4+ A /2. Fiecare punct al intersectiei acestor doud locuri geometrice poate
servi ca centru al cercului inscris.
Constructia.

1. Pe o dreaptd oarecare construim un segment BC = a (vezi figura 2.12). Mai
departe construim, succesiv:

2. o pereche de dreapte p; si pp, paralele cu BC si situate fasd de dreapta BC la
distanta r;

3. o pereche de segmente, capabile de unghiul 90° + A/2;

4. punctul 7, ca unul dintre punctele de intersectie ale locurilor geometrice mentionate
mai sus;

5. cercul w(1,r);
6. din punctele B si C ducem semidreptele b si ¢, tangente la cercul w;
7. construim punctul A4, ca intersectie a celor doud semidrepte.

Triunghiul ABC este triunghiul cautat. Demonstratia este evidentd.

Py

P

Figura 2.12
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Discutia. Pentru ca punctele de intersectie dintre cele doud locuri geometrice s
existe este necesar si suficient ca distanta maxima dintre BC si punctele arcului capabil
de unghiul 90° 4+ A/2 sa fie cel putin egald cu r, adicd sd avem relatia

- t 450 - > ( )
C r. 2.3

Pasii 5, 6 si 7 sunt posibili Intotdeauna. De aici rezulta ca
A(BC,b) + £(CB,c) =2(LCBO + £BCO) = 2(180° — LBOC) =

A
=2 |:180° — (9()° + E)] = 180° — A < 180°,

astfel ci semidreptele b si ¢ se intersecteazi, intotdeauna.

De fiecare dati cand este indeplinitd conditia (2.3), problema are solutie unicd (abstractie
facand de libertatea de alegere a punctului /, deoarece se verifica ugor cd pentru toate
alegerile posibile se obtin triunghiuri congruente). Dacd aceasta conditie nu este verifi-
catd, problema nu are nici o solutie. O

Exemplul 2.6.3. Si se construiasca un triunghi A BC, cunoscand unghiul ascutit A, raza
cercului circumscris, precum si suma patratelor lungimilor laturilor AB si AC.

Demonstratie. Analiza. Fie ABC triunghiul cidutat, w(O, R) — cercul sdu circum-
scris, £A = « — unghiul dat, AB? + AC? = d?, unde d este un segment dat (vezi
figura 2.13).

Figura 2.13
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Lungimea coardei BC se determind din conditia ca ea sd fie vdzutd dintr-un punct
oarecare al cercului sub unghiul « si, prin urmare, din centrul O al cercului — dintr-un
unghi 2. In ceea ce priveste punctul A4, el este definit prin doud conditii:

1. el trebuie si fie situat pe cercul 4;

2. el apartine locului geometric al punctelor pentru caresuma patratelor distantelor
pani la punctele B si C este egali cu d? (am vizut ci acest loc geometric este un
cerc).

Constructia. Construim, pe rand:
1. cercul w(O, R), cu centrul Intr-un punct O arbitrar;
2. doudraze OB si OC ale acestui cerc, cu un unghi 2« intre ele;
3. segmentul BC si mijlocul sau, M ;
4. cercul I, locul geometric al punctelor P din plan pentru care BP? 4+ CP? = d?;
5. punctul A, ca intersectie a cercurilor w si €2;
6. segmentele AB si AC.

Triunghiul ABC este cel cdutat. Demonstratia rezultd imediat din analiza.
Discutia. Dacd cercul I' existd si are un punct comun cu arcul BDC al cercului
o (vezi figura 2.13), problema are solutie unica. In caz contrar, nu are solutie.

Observatia 2. Intrucét raza r a cercului I este egali cu
1
—~2d? — BC?,
2

MB = Rsina, BC =2Rsina, MD = R(1 4 cosw), conditia analiticd de rezolvabi-
litate se poate scrie sub forma:

MB <r <MD

sau o
2Rsina <d < 24/2R cos 5



CAPITOLUL 3

Rezolvarea problemelor de constructii geometrice cu
ajutorul transformarilor geometrice

3.1 Introducere

Transformairile geometrice joaca un rol fundamental Tn geometrie. Nu ne vom ocupa in
acest capitol de teoria lor, pentru cd aceastd teorie nu este obiectul cursului nostru. Vom
reaminti, doar, o serie de proprietdti care ne vor fi utile in rezolvarea problemelor de
constructii geometrice. Acest capitol va aborda doua tipuri de transformari geometrice.
Din prima clasa fac parte izometriile (transformdri bijective ale planului care pastreaza
distantele: translatii, rotatii, simetrii axiale si combinatiile lor), din a doua — omotetiile
si inversiunile.

3.2 Translatia

Definitia 3.1. O translatie Ty de vector v este o transformare a planului care asociaza
—

fiecarui punct M din plan un punct M’ astfel incit MM’ = v.

Proprietati.

1) Orice translatie este o izometrie.

2) Translatia de vector nul este transformarea identicd.

3) Translatia este o transformare de genul unu (adicd nu schimba orientarea planului).
61
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4)

5)
6)

7

8)

9)
10)

Imaginea unei drepte printr-o translatie este o dreaptd paraleld cu ea (sau dreapta
nsasi, in cazul translatiei de vector nul).

Imaginea unei drepte paralele cu vectorul de translatie este dreapta insisi'.

Imaginea unei semidrepte printr-o translatie este o semindreaptd paraleld cu ea sau
semidreapta insdsi.

Daci imaginea oricdrei semidrepte printr-o transformare geometricd este semidreapta
nsdsi sau o semidreaptd paraleld cu ea, atunci acea transformare geometricd este o
translatie.

Nici o translatie de vector nenul nu are puncte fixe.
Compunerea a doud translatii de vectori vy si v, este translatia de vector vi + va.

Inversa unei translatii de vector v este translatia de vector —v.

3.2.1 Exemple de probleme de constructii rezolvate cu ajutorul translatiei

Exemplul 3.2.1. Se dau doui cercuri, w1 (01, r1) $i w2(03,r2), o dreaptd g si un seg-
ment m. S& se construiascd o secanta paralela cu dreapta g, astfel incat suma lungimilor
coardelor determinate de secantd pe cercurile date si fie egald cu lungimea segmentului
dat, m.

Solutie. Analiza. Pe figura ?? avem urmatoarele date: cercurile o si w,, dreapta g si, pe

ea,

segmentul m. Presupunem cd secanta A D este solutia problemei. Asadar, AD || g si

.o . . =3 o . .
AB 4+ CD = m. Aplicim cercului w; o translatie de vector CB. Notim cu D’ imaginea
lui D si cu O} —imaginea centrului O,. Atunci coarda CD se transformi in coarda BD’
a cercului @}, prin urmare

AB + BD' = AD' = m.

Daci din punctele Oy si O) cobordm perpendicularele O1 F si O,G pe secanta AD,
atunci, dupd cum se vede din desen, obtinem:

AD'
FG = FB+BG = = =%=EO§.

Astfel, 020} || g si, prin urmare, dreapta O, O}, poate fi construitd. Punctul E — piciorul
perpendicularei O E — poate, de asemenea, fi construit. Ludm acum, pe dreapta O, O},
plecind din E, un segment de lungime EO) = 5 si obtinem punctul 0). Astfel,

! Atentie! Asta nu inseamni ci punctele dreptei sunt fixe. Altminteri, punctele se deplaseazi de-a lungul

dreptei, deci raman pe ea.
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vectorul de translatie este complet determinat. Punctele B si B* in care se intersecteazi
cercurile wg §i ) determini solutia problemei.

Constructia. Modalitatea de efectuare a constructiei rezultd direct din analiza efec-
tuatd. Astfel, ducem mai intdi prin punctul O, o dreapti 0,0}, paraleld cu dreapta
datd, g. Cobordm pe aceastd dreaptd perpendiculara O1E L 0,05 (E € 020)) si
construim pe 00 segmentul EQ; = 7. Obtinem punctul O} — centrul cercului
translatat. Trasénd cercul cu centru in O} si de razid r; (raza cercului w,), gdsim punc-
tele de intersectie ale cercului trasat cu cercul w1, fie ele B si B*. Secantele care trec
prin punctele B si B*, paralele cu dreapta g dau solutia problemei (vezi si discutia de
mai jos).

Demonstragia. Vom presupune, ca in figura alituratd, ci AB + BD' = AD’. Atunci
este usor de demonstrat ci sectiunile construite verifici toate cerintele problemei. Intr-
adevar, dupi cum se vede din desen, avem:

_AB+BD'
==

FG Eo, ="
2
Prin urmare,
AB + BD' =m = AB + CD,

adicd tocmai ceea ce trebuia demonstrat.

Discutia. Cum am vizut mai sus, punctele de intersectie ale cercurilor w; si w5, in
maisura in care ele existd, ne dau solutiile problemei. Prin urmare, ceea ce trebuie si
discutim este in ce conditii cercurile w; si ) se intersecteazi. Dupd cum se stie, aceste
conditii se pot scrie sub forma:

ri+r2>010 si ri—rp < 0,03,

unde rq si rp sunt razele celor doud cercuri.
Noténd cu p lungimea perpendicularei O; E, putem exprima distanta O O} dintre
centre din triunghiul O1 O} E sub forma:

m\2
0105 =\[p?+(5) .
2
Atunci conditiile de intersectie a celor doud cercuri capata forma

mH 2 m\ 2
r+r= P2+(—) si ri—r2 < P2+<—) :

2 2
Semnul egal corespunde cazului in care cele doui cercuri sunt tangente. In acest caz

avem o singurd solutie.

In afarii de conditia de intersectie a cercurilor, mai trebuie, dupid cum am vizut,
ca punctele de pe dreapta AD si fie asezate in ordinea ABD’, adici AD’ = AB +
BD’. In aceste conditii, punctele de intersectie ale cercurilor w; si w), determini solutia
problemei. O
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Exemplul 3.2.2. Si se construiasca un triunghi ABC, dacd se dau cele trei mediane
Mg, Mp, Mc.

Solutie. Analiza.
Incepem, ca de obicei, presupunand ci triunghiul ABC a fost deja construit (vezi
figura ??). Fie G punctul de intersectie a medianelor:

AAy, = mg, BBy, = my, CCp, = me.

. =3 . o . .
Aplicdm o translatie de vector GB. Prin aceasti translatie segmentul G C de pe mediana
C Cyy, se transformi n segmentul BC’, iar punctul C se transformi in punctul C’. Latu-
rile triunghiului GBC' se exprimi in functie de medianele triunghiului ABC in modul
urmator:

2 2 2
GB = —myp,GC' = “mg, BC' = “m¢.
3 3 3
Dupd cum vom vedea, aceste informatii sunt suficiente pentru rezolvarea problemei.

Constructia.

Construim mai intai triunghiul GBC’, ale cdrui laturi le cunoastem, intrucit media-
nele mg, my, mc sunt date. Plecind de la punctul C’, construim punctul C, construind
segmentul C’C, paralel si egal cu segmentul BG. Construim apoi pe dreptele BG si
C G medianele corespunzitoare. Obtinem punctele By, si Cp,. Dreptele BC,, si CBy,
se intersecteazd 1n al treilea varf al triunghiului.

Demonstrafia.

In triunghiul ABC, pe care l-am construit, plecind de la triunghiul GBC’, linia
AAjpg este mediand, Intrucat BA,, = A, C. Liniile BB, si CC,, sunt, de asemenea,
mediane, deoarece ele se intersecteaza in punctul G, care le imparte in raportul 2 : 1
(prin constructie). Lungimile medianelor BB, si CCy, sunt egale, respectiv, cu myp si
me. In ceea ce priveste mediana AA,,, avem %AAm = GA4,, = %ma. Prin urmare,
AAy = myg.

Discutia.

Problema este posibild dacd si numai dacd cu segmentele %ma, %m b %mc se poate
construi un triunghi, adicd dacd si numai dacd cu medianele m,, mp, m, se poate forma
un triunghi. Dupd cum am demonstrat, in acest caz existd o solutie. Vom demonstra
cd este singura. Pentru aceasta este suficient sd ne convingem ca translatia aplicata
fiecdrui varf al triunghiului GBC’ ne di aceeasi solutie ca si translatia aplicatd varfului
C’ (si care il duce 1n C). Astfel, dacd am translata varful B in punctul B’ (astfel incat
segmentele BB’ si C’' M si fie paralele si egale), segmentul B'C’ ar determina una dintre
laturile triunghiului cdutat, anume B'C’ = AC. Astfel, triunghiul de plecare GBC' este
triunghiul ce ne conduce la un triunghi A BC unic determinat. 0

Exemplul 3.2.3. Se dau trei laturi ale unui patrulater si unghiurile adiacente celei de-a
patra laturi. S& se construiasca patrulaterul.
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Demonstratie. Analiza. Presupunem cd patrulaterul ABCD cidutat, in care se dau
laturile AB, BC si CD sunt date, iar unghiurile A si D este construit (vezi figura ??).

Aplicam o translatie de vector C_B) laturii CD, care se transformd in BD' Dreapta BD'
este inclinatd fai de dreapta AD sub unghiul D. Linia poligonali ABD’ se poate con-
strui, iar din ea se poate obtine patrulaterul cautat, ABCD.

Constructia. Incepem constructia cu unghiul A, pe una dintre laturile ciruia
ludm segmentul AB. Prin punctul B ducem dreapta BD’, care formeaza un unghi D
cu dreapta AD. Pe dreapta BD’ construim punctul D’ astel incit si avem BD’ = CD.
Cum D’'D = BC, rezulti cd punctul D se poate obtine din punctul D’ in modul urmétor.
Construim cercul cu centrul in D’ si de razi BC. D va fi punctul de intersectie dintre
acest cerc si dreapta A D (cea de-a doua latura a unghiului A). Pentru construirea varfului
rdmas, C, construim BC || DD’ si DC || D’B. Punctul C este intersectia celor doud
drepte?.

Demonstratia. Dupd cum se constatd din constructie, in patrulaterul ABCD
construit laturile AB, BC si CD au lungimile cerute, iar unghiurile A i D sunt egale
cu cele date.

Discutia. Solutiaeste posibild, daci distanta de la punctul D’ la dreapta A D este
mai mici decéat latura BC, deoarece numa 1n acest caz cercul cu centrul in O’, de razi
BC, intersecteaza dreapta AD. Obtinem, 1n general, doud puncte, D si D. Ele ne dau
solutii dacd in patrulaterele corespunzatoare unghiurile A si D sunt egale cu unghiurile
date. Ele pot fi egale, totusi, si cu suplementele lor, si in acest caz nu obtunem o solutie.
Vezi, de exemplu, figura ??, in care patrulaterul A BCD este o solutie a problemei, dar
patrulaterul ABCj D1 nu este solutie, deoarece unghiurile A si D1 sunt suplementele
unghiurilor date. O

3.3 Simetria axiala

3.3.1 Notiuni teoretice

Doui puncte M si M’ se numesc simetrice relativ la o dreaptd d daci dreapta d este
mediatoarea segmentului M M.

Transformarea prin care fiecare punct al unei figuri date se transforma in simetricul
sdu fata de dreapta s se numeste simetrie axiald relativ la dreapta d sau reflexie fatd de
dreapta d . Dreapta d insdsi se numeste axd de simetrie. Vom nota cu S; simetria relativ
la dreapta d. Aceasti simetrie defineste o transformare a planului S; : R — R2, care
asociazd unui punct simetricul sdu fata de dreapta d. Mentiondm o serie de proprietati
remarcabile ale simetrie fatd de o dreapta.

1) S, este o izometrie (pastreaza distantele).

2 Altfel spus, translatim segmentul DB’ inapoi in pozitia CD.
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2) S, pastreazd punctele dreptei d si numai pe ele.
3) S, este o transformare involutiva:

Sq 084 = 1Ro.

4) Imaginea prin S; a unui segment de dreapta este un segment de dreapta.
5) Imaginea prin S; a unei semidrepte este o semidreaptd.

6) Imaginea prin S; a unei drepte este o dreapta.

7) Imaginea unei drepte prin S; este dreapta insdsi daca si numai daca

e fie dreapta coincide cu dreapta d, caz in care toate punctele sunt ldsate pe loc,

e fie dreapta este perpendiculari pe d, caz in care punctele sunt migcate de-a lun-
gul dreptei, cu exceptia punctului de intersectie al dreptei cu axa, care rdmane
pe loc.

8) Sy transformi un cerc w(0O, r) in cercul @’ (O’,r’), unde O’ = S;(0), iar r’ = r.
o' = w daci si numai dacd O € d. Din nou, invarianta nu este punctuald (fiecare
punct se transformé Intr-un alt punct al aceluiasi cerc).

9) Simetria axiald are o infinitate de puncte fixe: punctele axei de simetrie.

3.3.2 Probleme de constructii rezolvate folosind simetria axiala

Exemplul 3.3.1. Dreapta M N intersecteaza un segment AB. Gasiti, pe dreapta M N,
un punct X astfel incdt M N sa fie bisectoarea unghiului AXB.

Solutie. Dacid A’ este simetricul lui A fatd de dreapta M N (vezi figura 3.1), atunci, din
definitie, AP = A’P si AMPA = AMPA’ = 90°. De aceea, AXPA = AXPA' i,
prin urmare, A PXA = APXA’. Astfel, punctul B trebuie si se afle pe dreapta A’X,
cu alte cuvinte, punctul X trebuie si fie situat pe dreapta A’B. De aceea, punctul X se
poate construi ca intersectie a dreptelor M N si A’B.

Problema are solutie unica daca distantele de la punctele A si B la dreapta M N nu
coincid (cu alte cuvinte, dacd mijlocul segmentului A B nu se afld pe dreapta M N). Daca
cele doud distante coincid, dar punctele A si B nu sunt simetrice fatd de dreapta M N
(adicd daca aceasta dreaptd nu este mediatoarea segmentului M N'), atunci problema nu
are solutie (intrucat dreapta A’B este paraleli cu dreapta M N). In fine, dacii punctele A
si B sunt simetrice fasd de dreapta M N, atunci problema devine nedeterminatd: orice
punct al dreptei M N indeplineste conditiile problemei. O

Exemplul 3.3.2. Si se construiascd un triunghi ABC, cunoscand latura AC = b, un-
ghiul adiacent £A = « si diferenta celorlalte doud laturi AB — BC =r.
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EN

Figura 3.1

Solutie. Fie ABC triunghiul cautat (vezi figura 3.2). Marimile b si o sunt elemente
ale triunghiului ABC. Pentru a introduce in desen mdrimea dati r, este suficientd sa
considerdm metrica laturii BC fasa de bisectoarea unghiului B. Prin aceasta simetrie,
punctul C se transformd in punctul C’ € BA, iar AC'’ = AB— BC’' = AB—BC = r.

B

b\

Figura 3.2

in triunghiul ACC’ cunoastem, acum, doui laturi (AC = b, AC’ = r) si unghiul
cuprins intre ele, care este tocmai unghiul A. Asadar, acest triunghi se poate construi. In
plus, remarcdm c# bisectoarea unghiului B este tocmai mediatoarea laturii CA’ a acestui
triunghi, deci si ea se poate construi, odati ce am construit triunghiul ACC’.

Astfel, pentru a construi triunghiul ABC, construim mai intéi triunghiul ACC’,
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cunoscand doud laturi si unghiul cuprins intre ele. Construim apoi mediatoarea segmen-
tului CC’. Punctul B, singurul varf rimas neconstruit, se afli la intersectia dreptei AC’
cu mediatoarea segmentului CC’.

Demonstratia nu pune probleme deosebite, deci mai avem de facut discutia.

Remarcam, Tnainte de toate, ci AB > BC (deoarece diferenta lor este r > 0). De
aceea, LA < AC si, prin urmare , & < 90°. In aceste conditii, mediatoarea segmentului
CC’ intersecteazd semidreapta AC’ dacd si numai dacid unghiul £CC’B este ascutit,
adicd £AC’C este obtuz, astfel cd segmentul AC’ este mai mic decét proiectia segmen-
tului AC pe dreapta AB: r < bcosa. Evident cd aceasta inegalitate nu poate avea
loc dacd a > 90°, dar noi am dedus deja ca « este ascutit. Astfel, relatia r < b cosa
reprezintd singura conditie pentru ca problema sd aibd solutie (unicd). O

Exemplul 3.3.3. Se da un unghi ascutit AOB si un punct M situat in interiorul un-
ghiului. Sa se determine doud puncte X si Y situate pe laturile unghiului astfel ncat
perimetrul triunghiului M XY sa fie minim.

Solutie. Fie X si Y punctele cdutate (vezi figura 3.3). Construim simetricele punctului
M fati de laturile unghiului, fie ele punctele M’ si M. Atunci perimetrul triunghiului
MXY este egal cu

MX +XY+MY=MX+XY+M"Y,
adicd reprezintd lungimea liniei poligonale M’ XY M” . Este clar ci aceastd lungime este

minima atunci cand cele patru puncte sunt coliniare, adicd atunci cand X si Y se afld pe
dreapta M'M".

Figura 3.3
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Aceasti analizi ne spune deja cum putem construi cele dous puncte ciutate. Incepem
prin a construi punctele M’ si M” (simetricele lui M fatd de OA, respectiv OB), apoi
construim dreapta M’M". Punctul X va fi punctul de intersectie dintre aceasti dreapti
si OA, 1n tim ce punctul Y va fi punctul de intersectie dintre aceastd dreapta si OB (vezi
figura 3.4). Triunghiul M XY este triunghiul cautat.

Figura 3.4

Demonstratia este imediatd si, de asemenea, rezultd imediat ca solutia problemei este
unica. O

Exemplul 3.3.4. Sa se construiascd un romb astfel incat una dintre diagonalele sale sa
fie egald cu un segment dat r i sd fie situatd pe o dreaptd datd, a, iar celelalte doud
varfuri si fie situate pe alte doud drepte date, b si c.

Solutie. Analiza. Fie ABD C rombul cédutat (vezi figura 3.5) si AD = r diagonala data,
situatd pe o dreaptd a. Remarcdam imediat cd problema de constructie este rezolvatd, n
acest caz concret, daca sunte 1n stare sa construim unul dintre celelalte doua varfuri al
rombului, de exemplu varful C. Din proprietitile de simetrie ale rombului, rezultd atunci
imediat ca varful B este simetricul varfului C fatd de dreapta a. De aceea, aplicand o
simetrie fatd de dreapta a, punctul B se transforma in punctul C, iar dreapta b — intr-o
dreapti b’, care trece prin punctul C. Astfel, punctul C poate fi construit ca punct de
intersectie dintre dreptele ¢ si b’, dintre care una este dati, iar cealalti se poate construi.
Constructia.

e Construim mai Intii dreapta b’ — simetrica dreptei b relativ la dreapta a.
e Construim punctul C, ca intersectie dintre dreapta ¢ si dreapta b’.

e Construim dreapta BC, perpendiculara din C pe dreapta a.
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Figura 3.5

e Punctul {O} = BC N a este centrul rombului.

e Punctele A si D se afld pe dreapta a, de o parte si de alta a punctului O, la distanta
r

5.
e Punctul B este simetricul lui C fatd de dreapta a.

Demonstratia. Este banald, asa cd o omitem.
Discuftia. Sunt posibile urmatoarele cazuri:

(i) ¢ || b’ —in acest caz nu avem solutie;
(ii) ¢ = b’ —avem o infinitate de solutii;
(iii) dreptele ¢ si b’ se intersecteazd in exteriorul dreptei a — avem o singuri solufie;

(iv) dreptele ¢ si b’ se intersecteazd pe dreapta a — nu avem solutie.

3.4 Rotatia fata de un punct

3.4.1 Notiuni teoretice

Numim rotatie de unghi 6 in jurul unui punct fix O al planului o transformare Rp g :
R? — R? care asociazi fiecirui punct 4 al planului un punct B astfel incit (ca lungime
de segmente) OB = OA, iar LAOB = 6. Rotatia se face in sens trigonometric (invers
mersului acelor de ceasornic) daca 6 > 0 si n sensul mersului acelor de ceasornic daci
0 < 0. O se numeste centru de rotatie. Enumeram céteva proprietiti fundamentale.
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1) Ro,o este aplicatia identicd a planului.
2) Rp,g este o izometrie.
3) Dacd 6 # 0, atunci R ¢ admite un singur punct fix, centrul de rotatie O.

4) Imaginea prin Rp ¢ a unui segment AB este segmentul A’B’, unde A" = Rp g(A)
si B' = Rp 9(B).

5) Imaginea prin R g a unei semidrepte este o semidreapta.
6) Imaginea prin Rg g a unei drepte este o dreapta.
7) Imaginea prin R g a unui unghi este un unghi egal.

8) Ro,p transformi un cerc w(M,r) in cercul ' (M’,r’), unde M’ = Rp (M), iar
r'=r.

9) Compunerea rotatiei Rg g cu rotatia Rg g/, de acelasi centru, este rotatia Rp g9’
De remarcat cd ordinea 1n care se compun cele doud rotatii este irelevantd.

10) Inversa rotatiei R g este rotatia Rp _g.

3.4.2 Probleme de constructii rezolvate folosind rotatia fata de un punct

Exemplul 3.4.1. Sa se construiasca un triunghi daca se dau doud laturi si mediana co-
respunzdtoare cele de-a treia laturi.

Solutie. Fie ABC (vezi figura 3.6) triunghiul cdutat, a si b — laturile date si CD = mq
— mediana datd. Rotind intreaga figurd in jurul punctului D cu 180°, obtinem paralelo-
gramul ACBC’, la care se cunosc laturile si una dintre diagonale, CC’ = 2m,. Aceasta
dugereazad urmitorul mers al constructiei:

e construim triunghiul ACC’, la care cunoastem cele trei laturi, i il completim la
paralelogramul ACBC’;

e construind punctele A si B, obtinem triunghiul A BC céutat.

Construirea triunghiului ACC’, deci si a triunghiului c3utat, este posibild daca si
numai dacd
la —b| <2m, <a+c.

Dacd aceste conditii sunt Indeplinite, problema are solutie unica. 0

Exemplul 3.4.2. Se dau punctul O si dreptele a si b, care nu trec prin el. Din centrul
0, ca centru, si se ducd un cerc, astfel incat arcul sdu, cuprins intre dreptele date, sa fie
véazut din punctul O sub un unghi ascutit dat, «.
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C

Figura 3.6

Solutie. Analiza. Presupunem cd problema este rezolvatd. Fie w cercul cautat, A si B
— capetele arcului cuprins intre cele doud drepte, LAOB = « (vezi figura 3.7). Daca
aplicam o rotatie de unghi « in jurul punctului O dreptei a, atunci punctul A se trans-
forma 1n punctul B. Prin urmare, punctul B poate fi gésit ca intersectie dintre imaginea
dreptei a si dreapta b. Apoi, este ugor sa construim cercul cautat. Constructia. Rotim

Figura 3.7

dreapta o cu un unghi « in jurul punctului O si notdm cu a’ imaginea ei (vezi figura 3.8).
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Construim punctul comun B al dreptelor a’ si b. Cercul w(O, OB) este cel cdutat.

Figura 3.8

Demonstratia. Admitem, pentru fixarea ideilor, ca pentru constructie rotirea dreptei a
se produce 1n sensul mersului acelor de ceasornic. Féacand aceastd rotatie, construim
punctul B, ca intersectie dintre @’ (imaginea lui a) si dreapta b. Rotim acum punctul B
in jurul punctului O, de aceasta datd n sens opus mersului acelor de ceasornic, tot cu
un unghi . Atunci dreapta ¢’ se transformi in dreapta a, iar punctul B se suprapune
peste un punct A de pe dreapta a. Este clar cd LAOB = « si, de aceea, cercul w este,
intr-adevar, cel cautat.

Discutia. intrucit in cerintele problemei nu este precizat, dreapta a se poate roti in
jurul punctului O cu unghiul « atat in sensul mersului acelor de ceasornic, cat si in sens
opus. De aceea, dupd rotire, dreapta poate ocupa doud pozitii, fie ele a’ si a”, In functie
de sensul rotatiei. Cum unghiul «, prin ipotezd, este ascutit, dreptele @’ si @’ nu sunt
paralele intre ele (ele fac un unghi de 2«). Sun posibile urméitoarele cazuri:

1. a’ sia” se intersecteazi cu b. In acest caz problema are doud solutii.

2. a’ (sau a”) este paraleli cu b (este clar ci nu pot fi ambele paralele cu b). In acest
caz, avem o solutie unica.

3. a’ (sau a”) coincide cu b. De data aceasta avem o infinitate de solutii.

O]

Exemplul 3.4.3. Sa se construiasca un patrat astfel incét trei dintre varfurile sale si fie
situate pe trei drepte paralele a, b si c.
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Demonstratie. Fie PQRS pitratul ciutat (vezi figura 3.9), iar P € a, Q € b, R € c.
Printr-o rotatie cu 90° in jurul punctului Q, punctul R va coincide cu P, iar dreapta ¢ se
va transforma in dreapta ¢’, care trece prin P, astfel incat { P} = a N¢’. Construind seg-
mentul PQ (latura patratului), este usor sd construim intregul patrat. Alegand punctul

p R

Figura 3.9

Q pe drepte diferite, obtinem trei pdtrate, In general inegale. Exceptie face cazul in care
una dintre dreptele date este egal depirtati de celelalte doud. In acest caz, doui dintre
cele trei patrate, fie ele P Q1 R1S1 si P> 02 R» S, sunt egale iIntre ele.

Aceastd problemad are o infinitate de solutii, care se se pot obtine schimband pozitia
punctului Q pe dreptele a, b, c. Fiecare dintre patratele care se pot obtine va fi egal cu
unul dintre pétratele P QlRlSl, P2Q2R2S2 sau P3 Q3R3S3. O

3.5 Omotetia

3.5.1 Notiuni teoretice

Fie k un numar real nenul i O un punct din plan. Se numette omotetie de centru O si de
raport k transformarea Ho j : R? — R? astfel incat, daci Z este un punct oarecare al
planului, iar Z’ este imaginea sa prin omotetie, atunci punctele O, Z, Z’ sunt coliniare,
iar 0Z' = kOZ.

Se observi ci omotetiile de raport k = —1 ¢i k = 1 sunt izometrii (si numai ele!).
Cazul k£ = 1 corespunde, in mod evident, aplictiei identice a planului. Mentionidm o
serie de proprietdti ale omotetiei.
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1) Distanta Intre imaginile a doud puncte este propotionald cu distanta dintre ele:

|Hox(A)Hox| = |k|-[AB|.

2) Imaginea unei drepte prin Hg j este o dreaptd paraleld cu ea. Dacd dreapta este
orientatd, atunci imaginea sa va fi orientatd la fel daca avem k > 0 sau invers, daca
avem k < 0. Singurele drepte invariante sunt cele care trec prin centrul de omotetie.

3) Imaginea unei semidrepte prin Hg j este o semidreaptd paraleld cu ea, cu aceleasi
observatii relativ la orientare.

4) Imaginea unui segment prin H o x este un segment paralel cu el, cu aceleasi observatii
relativ la orientare.

5) Omotetia de raport k # 1 are un singur punct invariant (centrul).
6) Nu existd cercuri invariante relativ la omotetii pentru care |k| # 1.

7) Imaginea unui cerc w(M, r) prin Ho j este un cerc ' (M’,r'),unde M" = Hp (M),
iarr’ = |k|-r.

3.5.2 Aplicatii ale omotetiei la rezolvarea problemelor de constructii geo-
metrice

Exemplul 3.5.1. Intr-un triunghi dat, si se inscrie un alt triunghi, cu laturile paralele cu
trei drepte date.

Demonstratie. Notam cu ABC triunghiul dat si cu Dy, Dy, D3 cele trei drepte date.
Este clar cd, dacd notdm cu DEF triunghiul ce trebuie construit, constructia sa e de-
terminatd sn momentul Tn care reusim sd construim un varf al sdu. Ducem o dreapta
paraleld cu dreapta D (vezi figura 3.10), astfel incét ea sd intersecteze laturile AB si
AC ale triunghiului dat, Tn punctele H si G. Prin punctul H ducem o paralela la dreapta
D5 si prin G — o paraleld la dreapta D3. Ele se intersecteaza in punctul L. Triunghiul
HGL construit In acest mod are laturile paralele cu cele ale triunghiului cdutat DEG,
deci este omotetic cu acest triunghi. Este usor de constatat cd centrul de omotetie este
chiar varful A al triunghiului ABC. Stim cd punctele G si H se afld pe doud dintre
laturile triunghiului A BC, deci si omoteticele lor se vor afla, de asemenea, pe aceleasi
laturi. Nu stim, deocamdati, care trebuie sd fie raportul de omotetie. Ceea ce stim insd,
este cd acest raport trebuie ales astfel incat imaginea punctului L prin aceastd omotetie
sd se afle pe cea de-a treia laturd a triunghiului, adica BC.

Proceddam in modul care urmeaza. Fie D imaginea punctului L prin omotetie. Omo-
tetia fiind de centru A, punctul D trebuie si se afle pe dreapta AL, dar, in acelasi timp,
el trebuie sd apartina dreptei BC. Prin urmare, {D} = AL N BC. Asadar, am reusit
sd construim varful D al triunghiului DEF. Prin acest punct ducem acum dreptele
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Figura 3.10

DE || GL (E € AC)si DF || LH (F € AB). Dacd unim pe E cu F, dreapta EF este
paralela cu dreapta HG, deci triunghiul cdutat este DEF'.

Discutie. Solutia existd doar dacd dreptele date nu sunt paralele intre ele (doud
cate doud). ]

Exemplul 3.5.2. Se dau un punct si doud drepte concurente. Prin punctul dat s se duca
o o dreaptd 1n asa fel incat segmentele determinate pe ea de punctul dat gi de punctele de
intersectie cu cele doud drepte date sd fie intr-un raport dat, m : n.

Demonstratie. Fie S punctul dat si f, g — dreptele date (vezi figura 3.11). Si presu-
punem cd secanta SFG (F € f, G € g) este o solutie a problemei. Asta inseamna
cd

SF m SG n

G- sau SF-m = k
Aplicdm o omotetie de centru S si de raport k. Prin aceastd omotetie, punctul F se va
transforma 1n punctul G, iar dreapta f —intr-o dreaptd f”’, paraleld cu ea, care trece prin
punctul G. Prin urmare, punctul G este punctul de intersectie dintre dreptele f”’ si g. De
aici, obtinem constructia care urmeaza.

Din centrul S ducem un cerc de razd SM = m. Gésim un punct de intersectie dintre
acest cerc si dreapta f. Notidm acest punct cu M. Pe dreapta SM alegem un punct N
astfel incdt SN = n. Daci aplicim acum o omotetie de centru S si de raport k = n/m,
atunci punctul M se transformi n punctul N, iar dreapta f se transformi in dreapta f”.
Aceasta din urma trebuie si fie paraleld cu dreapta f si trebuie si treacd prin punctul N.
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Figura 3.11

Construim dreapta f’ si determindm punctul G in care ea se intersecteazi cu dreapta g.
Atunci dreapta S G este solutia problemei, deoarece

SG n
SF m
Din constructie se observia ca problema are solutie unica. O

Exemplul 3.5.3. Intr-un triunghi ABC dat, si se inscrie un dreptunghi, ale cirui laturi
sd se afle Intr-un raport dat, astfel incat doud dintre varfurile dreptunghiului sd se afle pe
latura A B a triunghiului dat, iar celelalte doud varfuri — unul pe latura AC, iar celdlalt —
pe latura BC.

Demonstratie. Presupunem ci dreptunghiul cerut P Q SR este construit (vezi figura 3.12).
Atunci raportul laturilor sale va fi
oS m
RS n’
unde literele m si n noteaza doua segmente date. Aplicim dreptunghiului PQ SR omo-
tetia de centru A si de raport

PR
= 55"
Obtinem un nou dreptunghi, P’ Q’S’R’, iar
lsl
OS _ -

0S 0s’
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Figura 3.12

De aici,
0'S"=m=P'R.

Cum printr-o omotetie raportul a doud segmente nu se schimbd, avem

Q’S’_@_m

R'S" RS n

si, prin urmare,
R'S' =n.

Constructia. Ducem o dreapta paralela cu latura AB a triunghiului dat si situata
de distanta m fata de aceasta. Notdm punctul de intersectie a acestei paralele cu latura
AC a triunghiului cu P’. Dupd aceea, construim dreptunghiul P’ Q’S’R’ cu laturile
P'R' = m i R'S’ = n. Varful Q a dreptunghiului cdutat trebuie si se afle pe dreapta
AQ’, intrucit el corespunde punctului Q' prin omotetia de centru A. Prin urmare, varful
QO este la intersectia dreptei AQ’ cu latura BC a triunghiului. Odati construit varful Q,
constructia celorlalte varfuri nu pune nici un fel de dificultéti.

Din constructie se constatd cd problema are solutie unica. O

3.6 Inversiunea

3.6.1 Notiuni teoretice

Fie O un punct din plan si R un numadr pozitiv. Se numeste inversiune de centru (sau
pol) O si putere R? aplicatia

IO’Rz Rz\{O} —)Rz

definitd prin
Io.g2(P)=P', astfelincait OP-OP' = R
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Se mai spune ci /¢ g2 este o inversiune fatd de cercul w(O, R). Punctul P’ se numeste
inversul lui P, iar cercul @ se numeste cerc de inversiune.

Mentiondm, mai jos, cele mai importante proprietiti ale inversiunii. Demonstratia
lor se poate gisi in orice carte serioasd de transformiri geometrice sau, mai general, de
geometrie euclidiana pland. Cum cursul acesta are cu totul alt subiect, nu vom reproduce
aici aceste demonstratii.

1) Inversiunea este propria sa inversa:
Io,R201o,R2 = IR2\(0}-

2) Orice punct al cercului de inversiune se transforma 1n el Tnsusi, altfel sus, toate punc-
tele cercului de inversiune sunt puncte fixe ale transformarii.

3) Orice punct din exteriorul cercului de inversiune se transforma intr-un punct din in-
teriorul sdu si reciproc.

4) Orice semidreapta cu originea In polul inversiunii se transforma in ea insdsi. Totusi,
aceasta Tnseamnd doar cd punctele semidreptei se transforma in alte puncte ale se-
midreptei, de obicei inversele lor nu sunt ele Tnsele, cu alte cuvinte, semidreptele cu
originea in polul de inversiune sunt figuri invariante relativ la inversiune.

5) O dreaptid care trece prin polul de inversiune (se intelege, mai putin polul insusi) se
transformad in ea insdsi (din nou, mai putin polul), adicd este invariantd.

6) Dreapta care uneste doud puncte ale planului si dreapta care uneste inversele lor sunt
o pereche de drepte antiparalele relativ la unghiul cu varful in polul de inversiune si
avand ca laturi dreptele determinate de pol si de primele doui puncte?.

7) Prin inversiune, un cerc care trece prin polul inversiunii se transformad intr-o dreaptd
perpendiculard pe linia centrelor cercului dat si cercului de inversiune.

8) Inversul unui cerc care nu trece prin polul de inversiune este tot un cerc care nu trece
prin polul de inversiune.

9) Inversa unei drepte care nu trece prin polul de inversiune este un cerc care trece prin
polul de inversiune.

10) Dacd un cerc trece prin doud puncte care sunt unul inversul celuilalt printr-o inver-
siune datd, atunci acest cerc este invariant relativ la inversiunea datd (adica fiecare
punct al sdu se transforma intr-un alt punct al sau).

3Reamintim ci doud drepte care taie laturile unui unghi sunt antiparalele relativ la acel unghi, daci
unghiul pe care 1l formeaza prima dreaptd cu o latura a unghiului este egal cu unghiul pe care il formeaza
cealaltd dreaptd cu cea de-a doua laturd a unghiului
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11) Pentru ca un cerc diferit de cercul de inversiune si se transforme prin inversiune in
el insusi (adicd sd fie invariant) este necesar si suficient ca cercul si fie ortogonal
cercului de inversiune.

12) Dacd douad linii y; si y2 (pot fi si curbe, nu neapdrat drepte) si un punct de intersectie
M al lor se transforma printr-o inversiune in liniile y{ si y5 si punctul M’, atunci
unghiul dintre y1 si y2 in M este egal cu unghiul dintre y{ si y5 in punctul M’. Se
spune cd transformarea prin inversiune este o transformare conformd, adica pastreaza
unghiurile.

3.6.2 Aplicatii ale inversiunii la rezolvarea problemelor de constructii ge-
ometrice

Exemplul 3.6.1. Prin doud puncte A si B date, sd se construiasca un cerc ortogonal la
un cerc dat, w(O, r).

Demonstratie. Dacd aplicdm o inversiune de cerc w, atunci cercul cdutat, fie el y, fiind
ortogonal pe cercul de inversiune, este un cerc invariant, deci se transforma in el Tnsusi.
Prin urmare, punctele A si B se transformd in punctele A’ si B’ de pe cercul y. Dar
cercul y este complet determinat de trei puncte ale sale, de exemplu A, B si A’. De aici
rezulta constructia (vezi figura 3.13).

Figura 3.13

1) Construim punctul A’, inversul punctului A fatd de cercul .

2) Construim cercul y care trece prin punctele A, B si A’.
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y este cercul cdutat.

Daci punctul A se afld pe centrul w, atunci punctul A’ coincide cu punctul A si
modalitatea de construire descrisd mai sus este neaplicabila. In acest caz, se poate aplica
o modalitate echivalentd, folosind punctul B 1n locul punctului A. Dacid ambele puncte
A si B se afld pe cercul w, atunci constructia se poate realiza astfel: prin A si B ducem
tangentele la cercul w si notdm punctul lor de intersectie cu O;. O; este centrul cercului
cdutat.

Aceste constructii nu sunt aplicabile daca punctele A, B si O sunt coliniare. Daca
punctele A si B nu sunt unul inversul celuilalt, atunci problema nu are solutii. Daca
punctele A si B sunt inverse fata de cercul w, atunci problema are o infinitate de solutii:
oricare cerc are trece prin punctele A si B este ortogonal cercului w. 0

Exemplul 3.6.2. Sunt date punctele A, B si C. Sd se ducd prin B o dreaptd astfel Incat
distantele AX si CY de la punctele A si C panad la aceastd dreapta sa verifice egalitatea

AX?—CY? =k?,

unde k este o lungime constanta (vezi figura 3.14).

Figura 3.14

Demonstratie. Din egalitatea
(AX +CY)(AX —CY) =k?

rezultd necesitatea de a introduce in desen suma si diferenta segmentelor AX si BY.
De aceea, pe semidreapta AX construim segmentul XC; de lungime egald cu cea a
segmentului CY, iar segmentul CB 1l prelungim, dincolo de B, cu un segment BD, de
aceeasi lungime cu CB. Apoi ducem DY; || BX, unde Y; € AC;. Din constructie
rezultd atunci cd XY, = C1X, iar AC; - AY! = k?. Daci se consideri A polul
inversiunii de putere k2, atunci C; si Y7 vor fi puncte inverse relativ la aceasti inversiune.
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Cum Y7 se afld pe dreapta DY, inseamnd cd C; se afld pe inversa acestei drepte. Cum
dreapta nu trece prin polul de inversiune, inversa ei este un cerc care trece prin polul
de inversiune, adicd prin 4. Mai mult, punctele 4 si C; sunt puncte diametral opuse in
cercul invers dreptei DY;. Fie J inversul lui D relativ la inversiunea aleasd. Atunci el
verificd relatia AD - AJ = k2, ceea ce inseamni ci J poate fi construit. Triunghiul
AJCq este dreptunghic, ceea ce Tnseamnd ca si C; se poate construi. Acum, dreapta pe
care vrem sd o construim este dreapta care trece prin B si este perpendiculard pe dreapta
AC}, ceea ce Incheie rationamentul. O



Partea 11

Constructibilitate cu rigla si
compasul
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capitoLuL 4

Fundamentele teoriei constructibilitatii

4.1 Puncte constructibile si numere constructibile

Am lamurit, sperdam, care este semnificatia constructiilor cu rigla si compasul in pla-
nul euclidian. Abordarea de pand acum, pur geometricd, nu ne permite, din pdcate, si
precizam care figuri geometrice se pot construi folosind, in exclusivitate, aceste doud in-
strumente clasice. Pentru a obtine rdspunsul la aceast Intrebare, trebuie sd reformulam
o problema de constructii Intr-un alt limbaj. Cel mai potrivit s-a dovedit a fi cel algebric.
Vom Incepe, prin urmare, acest capitol tocmai cu formularea problemei de constructii
(mai precis, formularea notiunii de constructibilitate) Intr-un limbaj algebric. Primul pas
este sa ddm o definitie (deocamdatd geometricd) riguroasa a notiunii de punct construc-
tibil.
Definitia 4.1. Fie I1 planul euclidian si 5 C II o submultime finitd a planului, care
contine cel putin doud elemente. Elementele lui B se numesc puncte de bazd. Atunci:

(a) Un punct M € II se numeste constructibil cu rigla si compasul dacd existd un sir
finit de muncte care se termind cu M: My, M>,..., M, = M astfel incat pentru
fiecare i, 1 < i < n este un punct de intersectie

e fie a doud drepte,
e fie a unei drepte si a unui cerc,
e fie a doud cercuri,
aceste drepte si cercuri obtinandu-se, pentru fiecare i, cu ajutorul multimii E; =

BU{Mi,..., M;_1}1n modul urmitor:
85
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e orice dreapti trece prin doud puncte distincte din E;,

e fiecare cerc are centrul intr-un punct din E;, iar raza sa este egala cu distanta
dintre doud puncte din E;.

(b) O dreaptd care trece prin doud puncte constructibile se numeste constructibild.

(c) Un cerc ce are centrul intr-un punct constructibil si are raza egald cu distanta dintre
doua puncte constructibile se numeste constructibil.

Observatia 3. Toate punctele de bazd din B sunt constructibile cu rigla si compasul.
Fie, de exemplu, P € B un punct de bazi. Intruct am admis ci existi cel putin dou
puncte de bazi, rezultd ci existd un punct P’ € B, P’ # P. Atunci P se poate obtine
ca intersectie a dreptei PP’ cu cercul de centru P’ si de razd PP’, ceea ce inseamni ci
P este constructibil. Cum P este un punct de bazd ales la intamplare, rezultd ca orice
punct de baza este constructibil.

Observatia 4. De acum Incolo, dacd nu se mentioneaza explicit altfel, pentru noi constructie
geometricd va insemna constructie geometricd realizatd cu rigla si compasul $i nu vom
mai mentiona explicit instrumentele utilizate.

In cele ce urmeazi, scopul nostru este si introducem notiunea de numdr constructi-
bil, alituri de cea de punct constructibil. In acest scop, vom introduce un reper cartezian
in plan, plecand de la doud puncte de bazai.

Mai precis, pe moment presupunem ca existd doar doud puncte de baza, fie ele O si
1, adica B = {0, I}. Vom evidentia niste puncte constructibile, plecind de la cele doua
puncte de baza.

Punctele O si I determind dreapta OI. Consideram cercul (constructibil) I", cu
centrul in punctul O si de razd OI. Cercul I' intersecteaza dreapta O/ in punctul /
si Intr-un al doilea punct, I/, simetricul lui / fatd de punctul O. Prin urmare, punctul
I’ este constructibil. Vom construi acum mediatoarea segmentului //’. Pentru aceasta,
considerdm, mai intai, cercul C de centru I si de razi I1’, precum si cercul C’, de
centru I’ si de aceeasi razd, I1’. Notim cu K unul dintre punctele de intersectie dintre
cele doud cercuri. Evident, punctul K este constructibil, Intrucat este intersectia a doud
cercuri constructibile. Este usor de demonstrat cd dreapta OK este perpendiculara pe
dreapta OI, deci ea este mediatoarea segmentului //’. Dreapta OK intersecteazi cercul
I' in doui puncte, pe care le vom nota cu J si J', ele fiind, de asemenea, constructibile.

Am pus, astfel, in evidentd o serie de puncte constructibile: O, 1,1, K, J, J'. Vom
folosi unele dintre ele pentru a construi un reper ortonormat. Astfel, alegem ca unitate
de lungime distanta O/ . Atunci, In mod evident, avem si OJ = 1. reperul nostru va fi

(0,01, 0J). Pentru a simplifica notatiile, vom nota acest reper cu (O, I, J).
Avem acum tot ce ne trebuie pentru a da urmitoarea definitie:

Definitia 4.2. Un numadr real se numeste constructibil daci el este una dintre coordona-
tele unui punct constructibil fatd de reperul ortonormat (O, I, J).
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Observatia 5. In mod normal, exprimarea corectd este cd numadrul real este constructibil
relativ la punctele de bazd O si I'. Vom utiliza exprimarea prescurtatd, de acum incolo.

Exemplul 4.1.1. Numerele reale 0, 1, —1 sunt constructibile, deoarece ele sunt abscisele
punctelor O, I, 1.

4.2 Modalitati elementare de construire a unor obiecte con-
structibile

Propozitia 4.1. Dacd d este o dreaptd constructibild, iar A este un punct constructibil,
atunci perpendiculara pe D care trece prin A este, de asemenea, o dreaptd constructi-
bild.

Demonstratie. Din moment ce dreapta d este constructibild, ea contine cel putin doud
puncte constructibile, fie ele B si C. Considerdm cercul (evident constructibil) de centru
A si de razd AB. Acest cerc intersecteaza dreapta d in B si sntr-un alt punct, fie el
D. Construim acum doud cercuri cu centrele in B si D si de razd BD. Aceste doud
cercuri se intersecteazd in doud puncte, fie ele E si F. Atunci dreapta AE este dreapta
ciutata. O

Observatia 6. De remarcat cd demonstratia datd functioneazd doar dacd A # B. Dar
daci A = B, atunci, cu sigurantd, A # C, deci putem reface demonstratia, folosind
punctul C in locul punctului B.

Propozitia 4.2. Dacd d este o dreaptd constructibild, iar A este un punct constructibil,
care nu apartine dreptei d, atunci paralela d’ la d care trece prin A este, de asemenea,
o dreaptd constructibild.

Demonstragie. Conform propozitiei 4.1, putem construi perpendiculara d” care trece
prin A. Atunci dreapta d’ este perpendiculara care trece prin A pe dreapta d”, prin
urmare, conform aceleiagi propozitii 4.1, este constructibild. 0

Propozitia 4.3. Dacd A si B sunt doud puncte constructibile, atunci mijlocul segmen-
tului AB §i mediatoarea sa sunt, de asemenea, constructibile.

Demonstratie. Cercurile de centre A si B si de raze egale cu A B sunt ambele construc-
tibile. Cele doud cercuri se intersecteazd in doud puncte, care determind mediatoarea
segmentului. Punctul de intersectie dintre dreapta A B si mediatoare determind mijlocul
segmentului, care este, prin urmare, constructibil. OJ

Propozitia 4.4. Dacd d si d’ sunt doud drepte constructibile concurente, atunci bisec-
toarele unghiurilor formate de cele doud drepte sunt, de asemenea, constructibile.
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Demonstratie. Fie A punctul de intersectie al dreptelor d si d’. Considerim cercul de
centru A si raza OI, care taie dreapta d in punctul B si dreapta d’ in punctul B’. Consi-
derim, mai departe, cercurile de centru B, respectiv B’ si razd OI, care se intersecteazi
in punctele C si D. Dreptele AC si AD sunt cele doua bisectoare cdutate. O

Propozitia 4.5. Un numdr real t este constructibil dacd si numai dacd punctul de pe
axa Ox de abscisd t este constructibil. Analog, t este constructibil dacd §i numai dacd
punctul de pe axa Oy de ordonatd t este constructibil.

Demonstratie. Vom face demonstratia doar pentru afirmatia referitoare la axa Ox, cea-
laltd se demonstreazd in mod absolut analog.

(=) Dacd punctul de pe axa Ox de abscisa ¢ este constructibil, atunci ¢ este construc-
tibil, din Tnsdsi definitia unui numdr constructibil.

(&) Dacd ¢ este un numar constructibil, atunci el este una dintre coordonatele unui
punct constructibil M. Atunci proiectiile M; si M5 ale lui M pe axa Ox, respectiv pe
axa Oy, sunt constructibile, conform propozitiei 4.1. Avem doua cazuri:

e Dacid ¢ este abscisa lui M, atunci el este si abscisa lui My, iar rezultatul este
stabilit.

e Daci t este ordonata lui M, atunci el este si ordonata lui M», prin urmare este
si abscisa punctului M), obtinut intersectand cercul (constructibil) de centru O si
raza OM, cu axa Ox.

O

Propozitia 4.6. Dacd A este un punct constructibil, iar t este un numdr constructibil,
atunci cercul de centru A §i de razd |t| este constructibil.

Demonstratie. Punctul M de abscisé ¢t de pe axa Ox este constructibil, conform propozitiei 4.5.
Cercul de centru A si de razd |¢| este, atunci, cercul de centru aA4 si de razd OM, deci
este constructibil. O

4.3 Corpul numerelor constructibile

Teorema 4.1. Multimea C a numerelor reale constructibile este un subcorp al lui R,
stabil fatd de rdddcina pdtratd.

Demonstratie. Stim deja cd numerele reale 0 si 1 sunt constructibile, deoarece sunt abs-
cisele punctelor de baza O si I. Mai departe,

! Asta inseamni cii daci un numir real pozitiv este constructibil, atunci si ridicina sa pitratd este con-
structibild.
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)

2)

3)

4)

5)

Daci u € C, vom demonstra ci si —u € C. Intr-adevir, fie A punctul de pe axa Ox de
abscisa u. Consideram cercul cu centrul in O si de razi |u| (presupunem fireste, ca
u # 0, altfel nu avem ce demonstra). Acest cerc intersecteazi din nou axa Ox intr-un
punct B, a carui abscisd este —u. Cum punctul B este, iIn mod evident, constructibil,
rezultd ca si abscisa lui, —u este in C.

Fie u,v € Csi fie 4 si B punctele de pe axa Ox pentru care OA = u si AB = v.
Punctul A este constructibil, conform propozitiei 4.5, iar punctul B este constructibil
conform propozitiei 4.6, daci utilizdm cercul de centru A4 si de raza |v|. Prin urmare,
avem OB = u + v, ceea ce inseamni ciu + v = C.

Fie u,v € C. Dacid uv = 0, atunci nu avem ce demonstra, deci presupunem ca atat
u, cit si v sunt nenule. Fie A pe Ox astfel incat OA = u si B pe Oy astfel incat
OB = v. Paralela la I B care trece prin A taie axa Oy intr-un punct C. Din teorema
lui Thales rezulta ca

oC 04

OB Ol

de unde rezulti ci OC = uv, adici uv € C.

Fie u € C, u # 0. Fie, mai departe, A pe axa Ox astfel incait OA = u. Paralela la
AJ dusé prin [ taie axa Oy intr-un punct B. Din Teorema lui Thales, avem cd

OB oI

0J 04

de unde rezulti ci OB = 1/u, deci 1/u € C.

Daciu € C,u > 0. Dacd u = 0, atunci /u este tot 0, deci este constructibil.
Presupunem, in cele ce urmeaza, cd u > 0. Fie A punctul de pe axa Ox astfel incat
1A = u si M — mijlocul segmentului OA. Perpendiculara in I pe Ox taie cercul cu
centrul in M si de razd OM intr-un punct B de ordonata pozitiva. Triunghiul OBA
este dreptunghic in B, deci avem 142 = OI - I A. Astfel, IB = \/u, iar \/u este
ordonata punctului constructibil B, adicd /u € C.

O

Observatii. 1) Mentionim, mai intdi, ci Q este cel mai mic subcorp al lui R. Intr-

adevir, fie K un subcorp oarecare al lui R. Atunci, inainte de toate, 1 € K. Din
stabilitatea Iui K fata de adunare, rezultd imediat cd N C K, in timp ce stabilitatea
fatd de trecerea la opus implici Z C K. In sférsit, din stabilitatea fati de produs si
trecerea la invers rezultd cd Q C K. Rezultd de aicica Q C C C R.
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Asadar, din moment ce corpul C este stabil fatd de radicina patrata si contine nume-
rele rationale, se pot da multe exemple de numere constructibile, ca de exemplu:

243245
—5

Mai mult, folosind constructiile din teorema 4.1, putem construi efectiv punctele de
pe axa Ox care au ca abscise aceste numere.

2
2

2) Vom construi acum, ca exemplu, punctul de pe axa Ox care are ca abscisd numarul
V3.
DE TERMINAT

4.4 Caracterizarea numerelor constructibile

4.4.1 Extinderi de corpuri

Ceea ce vom prezenta 1n acest paragraf este doar o trecere 1n revistd a notiunilor gi rezul-
tatelor de teoria extinderilor de corpuri care vor fi necesare in analiza ce urmeaza a con-
detaliate 1n orice carte de teoria corpurilor. Reamintim cé toate corpurile considerate de
noi se presupune a fi comutative.

Definitia 4.3. Fie K si L doud corpuri astfel Incat K sa fie un subcorp al lui L. Vom
spune atunci despre corpul K ca este o extindere a corpului K si vom nota acest fapt cu
KCL.

Evident, orice corp este o extindere a lui Tnsusi.

Dacd a € L, vom nota cu K(a) cel mai mic subcorp al lui L care contine pe K si
pe a. Este usor de constatat ca acest corp existd si poate fi construit fie ca intersectia
tuturor subcorpurilor lui L care contin a si K fie (ceea ce este acelasi lucru) ca fiind
subcorpul lui L generate de a si de K (mai precis, de a si de elementele lui K). Mai
general, daca ay,as,...,a, € L,vomnotacu K(ay,...,an) cel mai mic subcorp al lui
L care contine elementele lui K si, in plus, elementele ay, ..., a;, si vom spune ca acest
corp a fost obtinut din corpul K prin adjunctionarea elementelor aq, . .., a,. latd citeva
exemple:

cQD=0Q(-3) =0

o Q(W2) = {a + V2|, B € Q)

e Q(W2,V3) ={a+BV2+yV3+8V6|a,B.y.8€Q};
o Q() ={a+pila B Qs
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e R(i))={a+pila.peR} =C.

In cazul in care K C L este o extindere de corpuri, atunci corpul mai mare, L in cazul
nostru, poate fi privit ca fiind un spatiu vectorial peste corpul mai mic (K, in cazul
nostru). Aici adunarea in spatiul vectorial L este adunarea in L (ca si corp, de data
aceasta), in timp ce Tnmultirea cu scalari este restrictia la K x L a inmultirii interne in
corpul L. Dimensiunea lui L, privit ca si corp peste K, joacd un rol foarte important in
teoria extinderilor de corpuri, de aceea meritd o pozitie si o notatie speciala.

Definitia 4.4. Fie K C L o extindere de corpuri. Dimensiunea lui L, ca spatiu vectorial
peste K, se numeste gradul extinderii si se noteaza cu [L : K].

Exemple. 1. Este clar ci orice extindere triviald are gradul 1. Intr-adevir, daci il
privim pe L ca si corp peste L, in spiritul definitie precedente, atunci multimea
{1} este, in mod evident, o bazd a acestui spatiu vectorial, deci [L : L] = 1.
Astfel, de exemplu, dacd punem K = Q si L = Q(2)(= Q), atunci [L : K] =
[Q(2): Q] =1.

2. {1, «/i} formeazi o bazi a lui Q(+/2) peste Q, deci [Q(ﬁ) : Q] =2.
3. {1, +/3} formeazi o bazi a lui Q(v/2, +/3) peste Q(+/2), deci
[Q(v2,V/3) : Q(v2)] = 2.

Observatia ‘1. Se poate demonstra usor cd daca K, L, M sunt trei corpuri astfel ncat
K C L C M, atunci Intre grade existd relatia

[M:K|]=[M:L]x[L:K].
Astfel, de exemplu,

[ev2.v3): @] = [av2.v3) : (VD) | x [e(v2) : @] =2x2 = 4.

Definitia 4.5. Fie K C L o extindere de corpuri. Dacd a € L, atunci a se numeste
algebric peste K dacd existd un polinom nenul P € K[X] astfel incat sd avem P(a) = 0.
Un element care nu este algebric peste K se numeste transcendent peste K.

Este clar ca toate elementele corpului K sunt algebrice peste K.

Elemente algebrice peste Q (adicad numere algebrice) se pot construi cu usurinta. Ele
sunt ridicini ale polinoamelor cu coeficienti intregi. De exemplu, ~/2 este o ridicini a
polinomului X2 — 2, in timp ce i este o ridicini a polinomului X2 + 1.

Construirea unor numere transcendente (elemente transcendente peste Q) este mai
dificila. De fapt primele exemple au fost date abia la sfargitul secolului al XIX-lea.
Astfel, Tn anul 1873 matematicianul francez Ch. Hermite a demonstrat cd numarul e
(baza logaritmilor naturali) este transcendente, iar in 1882, F. Lindemann a demonstrat
cd numdrul 7 este transcendent.
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Observatia 8. Fie K C L o extindere de corpuri si a € L un element algebric peste K.
Atunci existd un polinom unic P € K[X] astfel incat:

e P(a) =0;
e P este ireductibil in K[X];
e P este unitar (coeficientul termenului de grad maxim este egal cu 1).

Acest polinom se numeste polinomul minimal al lui a peste K.

Dacd a este un element algebric peste K, iar n este gradul polinomului sdu minimal,
atunci vom spune ci a este algebric de grad n peste K. Atunci avem [K (a): K ] =n,
iar o bazd a K-spatiului vectorial K(a) este formati din

{l,a,az,...,an_1>.

De exemplu, +/2 este algebric de gradul 2 peste Q, polinomul siu minimal peste Q este
X2 — 2, iar o bazd a lui Q(+/2) este {1, v/2}.

Daca K C L este o extindere de corpuri, multimea elementelor algebrice peste K
ale lui L formeaza, dupd cum se poate constata cu usurintd, un subcorp al lui L care
contine K. Vom nota cu A corpul numerelor reale algebrice peste Q. Se stie despre
acest corp cd este numadrabil.

4.5 Teorema (sau rezultatul) lui Wantzel

In anul 1837, matematicianul francez P.LL.. Wantzel a dat o caracterizare a numerelor reale
constructibile. Mai precis, el a indicat o conditie necesard, dar, dupa cum vom vedea,
nu si suficientd pentru ca un numdr real sd fie constructibil cu rigla si compasul.

Pentru a putea expune rezultatul lui Wantzel, plecdm, din nou, de la punctele de
bazd O si I, pe baza cdrora vom construi reperul ortonormat (O, I, J). Dacd M este
un punct din planul euclidian raportat la acest reper, punct care are coordonatele x si y,
atunci acest punct va fi notat cu M(x, y).

Incepem prin a demonstra urmitoarea lemi:

Lema 4.1. 1. Dacd D este o dreaptd din planul euclidian 11 care trece prin punctele
distincte A(ay,az) si B(b1, bs), atunci D are o ecuatie de forma

ax+ By +y=0,

unde o, B,y € Q(ay,az, b1, b).
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2. Fie A(ay,a»), B(b1,b3) si C(c1, c2) trei puncte necoliniare din planul euclidian
1. Atunci cercul de centru A si de razd BC are o ecuatie de forma

x2 4+ y2 —2ax —2By +y =0,
cua, B,y € Qar,az2,b1,b2,¢1.¢2).
Demonstratie. 1) Dacd a; = by, atunci ecuatia dreptei D este
x—a; =0,

care, in mod evident, este de forma cerutd. Dacd a; # b1, atunci ecuatia dreptei se poate

scrie sub forma
by —as

y—ax = (x —ay),

by —ay
ecuatie care este, de asemenea, de forma ceruta.
2) Cercul de centru A4 si de razd BC are ecuatia

(x —a1)® + (y —az)*> = (c1 —=b1)* + (c2 — b2)?,
care se poate rescrie sub forma

x2 +y%2 —2ax —2By +y =0,

cua, B,y € Qar,az,b1,bz,c1,¢2). O
Teorema 4.2. Fiet € R. t este un numdr constructibil dacd si numai dacd existd un
intreg p > 1 si un §ir de subcorpuri ale lui R, L1, Lo, ..., L, astfel incat:

® L1 = Q,‘

epentrul < j<p—1,L; CLjyisi [Lj+1 :Lj] =2

o €Ly
Demonstratie. Dacid t este constructibil, atunci ¢ este abscisa unui punct M al axei Ox.
Fie My, M>», ..., M, = M sirul de puncte succesive construite pentru obtinerea lui M.
Se poate presupune ca M; si M5, sunt punctele de baza O si /.

Pentrui = 1,2,...,n vom nota cu x; si y; coordonatele punctului M; in reperul
(0,1,J). Avem, in particular: x; = y; =0,x2 =1,y =0, x, = ¢, y» = 0. Punem:

K1 = Q(x1, y1),

K> = Q(x1, y1,x2,¥2),

Ki =Q(x1,y1....,xi, i),

K}’l = Q(XI,YI,---,xnaYn)-
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Avem:
KiCcKyC---CK; CKj31C---CKp,t =x5 € K,.

Vom demonstra cipentrui = 1,2,...,n — 1, avem K; 11 = K; sau [K;+1 : K;] = 2.

Rezultatul este evident pentru i = 1, deoarece K1 = K, = Q. Sa presupunem,
deci, cdi > 2. Avem de examinat trei cazuri, dupd cum punctul M; 1 este intersectia
dintre douad drepte, dintre o dreaptd si un cerc sau dintre doud cercuri definite prin punc-
tele precedente, My, M;, ..., M;. Dar, potrivit lemei 4.1, aceste drepte si cercuri au
coeficienti in K; = Q(x1, y1,...,X;, ¥i). Prin urmare,

1) Dacd M;; este la intersectia a doud drepte, atunci coordonatele sale, x; 1 $i Vi1
sunt solutii ale unui sistem de forma

ax+ By +y =0,
ax+py+y =0,

cua, B,y,a', B,y € K;. Rezolvand acest sistem de gradul intéi se constati cd x; 41
si yi4+1 sunt, de asemenea, in K;, de unde rezultd ca avem

Kit1 = Ki(xi+1,yi+1) = K;.

2) Dacd M; se afld la intersectia dintre o dreapta si un cerc, atunci atunci coordonatele
sale, x;j 41 si y;+1 sunt solutii ale unui sistem de forma

ax + By +y =0,
x2+y2=2a'x =28y +y =0,
cua, B,y.a',B’,y’ € K;. Avem mai multe situatii posibile:

e Dacd B # 0, atunci avem
(ax +7)
y = —=(ax +y).
B

Inlocuim 1n cea de-a doua ecuatie pentru a obtine ecuatia pentru abscise. Aceasta
ecuatie este de gradul al doilea cu coeficienti in K;, iar x; 41 este o rddicind a

acestei ecuatii.
— Dacd x;4+1 € K;, atunci
1
y = _B(O‘xi-i-l +y) €Ki,

iar K;+1 = K;.
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— Dacd x;+1 ¢ K;, atunci x; 41 este algebric de gradul 2 peste K; si avem:
Ki+1 = Ki(xi+1,yi+1) = Ki(xi4+1)
si[Kiv1:Ki] =2

e Daca 8 = 0, atunci @ # 0 si se poate proceda la fel ca mai sus, formand ecuatia
de gradul al doilea pentru ordonate.

3) Dacd M; este la intersectia dintre doud cercuri, atunci coordonatele sale, x;; si
Vi+1, sunt solutii ale unui sistem de forma

x2 4+ y%2 —2ax —2By +y =0,

x24+y2=2a'x =28y +y =0,

cua, B,y.a',B’,y’ € K;. Acest sistem este echivalent cu sistemul

x*+y*—2ux —2By +y =0,
2Q@—a)x+2B—By+(y—y) =0,

deci problema se reduce la cazul precedent.

Am construit, astfel, un gir de subcorpuri ale lui R:
KiCcKyC---CK,y

astfel incat K; = Q, 1 € Ky sipentrul <i <n — 1, sd avem fie K;+1 = K;, fie
[Ki+1 : K,-] = 2. Putem face in asa fel incat acest sir s fie strict crescétor, eliminand
corpurile superflue. Se obtine atunci un sir

L1CL2C"'CLP

astfel inct L; = Q,7 € Ly sipentrul <i < p—1,sdavem [Lj4;: L;| = 2.
Invers, sd presupunem acum ca

L1CL2C"'CLP

este un sir de subcorpuri ale lui R care indeplineste conditiile din enuntul teoremei. Vom
demonstra, prin recurentd dupd j,cul < j < p,cd L; C C. Varezulta atunci cd ¢ este
un numadr constructibil.

e [y CC,deoarece L1 = Qsisestieci Q C C.

e Presupunem cd L; C C si vom demonstracd L1 C C. Fiea € L;11. Sd de-
monstrim ¢ a € C. Familia {1, a,a?} este liniar dependentd peste L ;, deoarece
[Lj+1 : Lj] = 2. Prin urmare, existd «, 8, y € L, nu toate nule, astfel incat

aa?+Ba+y =0.

Sunt posibile doud situatii:
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- daci = 0,atuncia = -y € L; C C;

B+ Pty
2a

sia € C, deoarece corpul C, dupd cum am vizut, este stabil fatd de radécina
patrata.

— dacd a # 0, atunci

O

Teorema de mai sus are o consecintd remarcabild, care este tocmai rezultatul demon-
strat de cdtre Wantzel.

Consecinta 1 (Rezultatul lui Wantzel). Orice numdr real constructibil este algebric
peste Q, iar gradul sdu este o putere a lui 2.

Demonstratie. Dacdt € R este constructibil, atunci din teorema 4.2 rezulta ca existd un
intreg p > 1 si un sir de subcorpuri ale lui R, L1, Lo, ..., L, astfel incat:

o L1 =Q;
epentrul <j<p—1,L; CLjtsi [Lj-i-l :Lj]:2;
° IELP.

Pe de altd parte, utilizand o proprietate a extinderilor de corpuri pe care am mai mentio-
nat-o mai sus, avem:

[Lp:Q]=[Lp:Lp-1]x[Lp-1:Lp—z]x-+x[Ly:Q]=27""
Pe de altd parte, avem Q C Q(¢) C L p, de unde rezultd ca
2771 =[L,: Q] =L, : Q)] x[Q() : Q].

Asadar, [Q(t) : Q] este un divizor al lui 277!, adici este tot o putere a lui 2, pe care
o vom nota cu 29. Considerdm familia {1,7,72,..., tzq}. Aceasti familie are 29 + 1
elemente, deci este liniar dependentd in QQ-spatiul vectorial Q(z). Prin urmare, existd
numerele rationale «g, o1, . . . @24, nu toate nule, astfel Incat

oo+t +--- +a2qt2q =0.
Ptin urmare, ¢ este algebric peste Q, iar gradul lui ¢ peste Q este [Q(t) : Q] =2¢. O

Exemple. Rezultatul lui Wantzel este deosebit de util pentru a demonstra cd un numdr
real nu este constructibil. Iatd doud exemple utile in cele ce urmeaza:
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1) Unul dintre numerele ce joacd un rol esential in matematica este . Noi vom demon-
stra in Anexa A cd & nu este algebric peste (9, deci el nu are cum sa fie constructibil.

2) Si considerim polinomul X3 — 2, care este ireductibil peste Q (in caz contrar, poli-
nomul ar trebui sa aibd un factor de gradul intdi pe peste QQ, ceea ce inseamna ca el
ar trebui sd aibd o rdddcind rationald, ceea ce, ITn mod evident, nu este cazul). Prin
urmare, polinomul X3 — 2 este polinomul minimal peste Q al numdrului real /2.
Aceasta inseamni cii /2 este algebric de gradul 3 peste Q. Din rezultatul lui Wantzel
rezulti, atunci, ci +/2 nu este un numir constructibil.

Observatia 9. Am notat cu .A corpul numerelor reale algebrice peste Q. Atunci avem
QcCcACR.

Mai mult, folosind numerele ~/2, ¥/2 si 77, constatdm ca toate incluziunile sunt stricte.
In fine, Intrucat corpul numerelor algebrice este numadrabil, acelasi lucru este valabil si
pentru corpul numerelor constructibile.

4.6 Aplicatii ale rezultatului lui Wantzel

4.6.1 Cuadratura cercului

Reamintim cd aceastd problemad constd in construirea, cu rigla si compasul, a unui patrat
de aceeasi arie cu cea a unui cerc dat. A da un cerc este echivalent cu a indica centrul
sdu, fie el O si un punct al cercului, fie el /. Prin urmare, constructia cerutd este o
constructie cu rigla si compasul plecand de la punctele de baza O si I. Daca raportim
planul la reperul (O, I, J) introdus mai devreme, atunci segmentul O/ este de lungime
1, iar aria cercului dat este egald cu 7.

In cazul in care cuadratura cercului ar fi posibild, am putea construi cu rigla si com-
pasul un segment de lungime /7 (latura patratului cdutat). Or, noi stim ci numirul /7
este transcendent (daca ar fi algebric, atunci si patratul sdu, adicd m, ar fi algebric, ori
noi demonstrim in anexa A ca este transcendent).

Prin urmare, problema cuadraturii cercului este imposibil de rezolvat cu rigla si com-
pasul.

4.6.2 Dublarea cubului

Reamintim cd aceastd problema constd In construirea cu rigla si compasul a laturii unui
cub al carui volum si fie egal cu volumul unui cub dat.

Faptul cd un cub este dat este echivalent, din punctul nostru de vedere, cd este datd
una dintre laturile sale, fie ea OI. Ca si in cazul cuadraturii cercului, raportim planul
la reperul ortonormat (O, I, J). Asta inseamna cd latura cubului dat este de lungime 1.
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De aici rezultd cd volumul cubului dat este egal cu 1, in timp ce volumul cubului cautat
trebuie sa fie egal cu 2. Dacéd dublarea cubului ar fi posibild, am putea construi cu rigla si
compasul latura cubului cerut, adicd am putea construi cu rigla si compasul numérul real
/2. Dar, rezultatul lui Wantzel implicd, dupi cum am remarcat deja la sfarsitul sectiunii
precedente, rezultd ci J/2 nu este un numir constructibil, deci dublarea cubului nu se
poate efectua cu rigla si compasul.

4.6.3 Trisectiunea unghiului

Aceastd problema constd in construirea, cu rigla si compasul, a semidreptelor care impart
un unghi oarecare in trei unghiuri egale. Evident, este suficient sd construim una din-
tre semidrepte, deoarece construirea celei de-a doua se reduce, atunci, la construirea
bisectoarei unui unghi.

Inainte de a ademonstra ci problema este imposibili, o traducem intr-un limbaj mai
comod, folosind notiunea de unghi trisectabil.

Unghiurile la care se referd problema sunt unghiuri neorientate, care se pot identifica
cu mdsura lor in radiani si putem presupune ci sunt cuprinse in intervalul [0, 7r]. Mai
precis, ABC = 6 inseamna cd 6 este singurul numar real din intervalul [0, 7| pentru
care

— —>
BA-BC
cost) = —
| BA - BC |

Punctele de bazd O si I fiind date, putem intotdeauna si considerdm cd unghiurile
sunt toate reprezentate prin semidrepte cu originea in O, iar una dintre ele este semi-
dreapta OI. Notdm cu I" cercul cu centrul In O si care trece prin / si cu I'; semicercul
inchis al acestui cerc care este situat deasupra dreptei O1 .

Daca 6 € [0, 7], vom spune cd unghiul 0 este constructibil dacd punctul M al
semicercului 'y pentru care LIOM = 0 este constructibil. Aceasta conditie este,
in mod evident, echivalenti cu conditia ca numirul cos 6 si fie constructibil, deoarece
cos 6 este abscisa lui M relativ la reperul ortonormat (O, I, J). De exemplu, unghiurile
%, %, % sunt constructibile, deoarece cosinusurile acestor unghiuri, egale, respectiv, cu

0, %, ‘/TE sunt numere reale constructibile. Dimpotriva, unghiul 6 al cérui cosinues este

3
egal cu %5 nu este constructibil, din moment ce cosinusul insugi nu este constructibil.
Find dat un unghi 6 = £1OM, unde M este un punct de pe semicercul I';, vom

spune ca 0 este trisectabil dacd punctul N de pe semicercul I'; pentru care

LION = Q
3

este un punct constructibil plecand de la punctele de baza O, I, M .
Problema trisectiunii unghiului se referd, prin urmare, la constructii care pleaca de
la trei puncte de baza, nu doar de la doud, ca 1n czul cuadraturii cercului sau al dublarii
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cubului. Pe de altd parte, dacd unghiul £71OM = 6 este constructibil, atunci punctul
M este constructibil plecand de la punctele de bazd O si I, prin urmare constructiile
ce se obtin plecand de la punctele O, I, M sunt exact acelea care se obtin plecand de
la punctele O, I. Astfel, a spune ca unghiul 6 este trisectabil este totuna cu a spune

cd unghiul % este constructibil sau, ceea ce este acelasi lucru, cd numarul real cos%
este constructibil. Astfel, unghiurile 7 si % sunt constructibile, deoarece cos % = % si
cos g = “/73 sunt numere reale constructibile.

Ceea ce dorim sa demonstram este imposibilitatea trisectiunii pentru un unghi oare-
care. Va fi, deci, suficient sd demonstrdm, de exemplu, cd unghiul % nu este trisectabil.
Cum unghiul % este constructibil, aceasta revine la a demonstra cid cos % nu este un
numar real constructibil.

Avem

cos 30 = 4cos> 0 — 3cos b,

prin urmare, cos g este o riddcind a polinomului

1
P(X)=4X3-3X — >

Vom demonstra cd acest polinom este ireductibil in Q[X]. Daca s-ar descompune in
Q[X], unul dintre factori ar fi de gradul inti, iar polinomul ar avea o radicind rationala,
dar ne putem convinge cu usurintd cd P nu are raddcini rationale.

Astfel, P(X) este ireductibil in Q[X], prin urmare, polinomul minimal al lui cos
este

PO

si este de gradul 3. Prin urmare, cos § nu este constructibil, conform rezultatului lui
Wantzel, ceea ce inseamnd cd unghiul % nu este trisectabil, ceea ce confirma agteptarile
noastre, adicd faptul ca nu orice unghi este trisectabil.
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CAPITOLUL D

Poligoane regulate

5.1 Poligoane regulate constructibile

In acest capitol, vom lucra cu unghiuri orientate, cu alte cuvine, vom face distinctie, de
exemplu, Intre un unghi ABC si unghiul @, madsura celui de-al doilea fiind conside-
ratd egald cu opusa masurii primeia.

Daci 6 € R, vom nota cu 8 unghiul orientat a cdrui mdsurd in radiani este egald cu
0. Celelalte masuri ale unghiului sunt 8 + 2k, unde k € Z. 9 poseda o unicd masuri
in radiani « € (—m, ], care se numeste determinare principald a unghiului dat.

Unghiul 0 se numeste constructibil daca punctul M de pe cercul I' (cu centrul in O
si care trece prin /) pentru care

— ——

(01, 0OM) =10

este un punct constructibil. A spune ca 0 este constructibil este echivalent cu a spune
cd numarul cos 0 este constructibil. intr—adevér, dacd avem OH = cos 6, atunci per-
pendiculara pe dreapta O care trece prin H intersecteazd cercul I" Tn doud puncte, M
si M'. Alegem punctul care corespunde lui 5, tinand cont de determinarea principald a
unghiului.

Dacd n > 3, vom spune cd un poligon regulat cu n laturi este constructibil daca
unghiul de masurd 27 /n este constructibil, adicd daca numaérul real cos m este con-

. . n
structibil.

101
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5.2 Teorema lui Gauss

Scopul acestei sectiuni este sd prezentdim o caracterizare a poligoanelor regulate care
sunt constructibile cu rigla si compasul. Incepem cu o lema:

o~

. . A . . Y
Lema 5.1. Dacd m si n sunt numere naturale prime intre ele, atunci unghiul — este

. L. C o . . 2w 2m
constructibil dacd si numai dacd sunt constructibile unghiurile — §i —.
n m

Demonstratie. (=>)Dacd — este constructibil, atunci si — §i — sunt constructibile,
mn n m
deoarece - .
2 2
—_— =m— s
n mn
2r 2
—_—=n—
m mn

i noi stim cum sd construim un multiplu intreg al unui unghi, purtdnd cu compasul de
un anumit numadr de ori coarda determinatd de acest unghi in cercul de centru O si care
trece prin /.

(<) Dacd unghiurile — si — sunt constructibile, atunci si unghiul — este
n m mn

constructibil, cici, conform relatiei lui Bezout, exista A, u € Z , cu
An4+um =1,

de unde A

2w 2 2w

— +

mn
Prin urmare, este suficient sa stim sd construim suma a doud unghiuri constructibile. Dar
asta este foarte simplu, este suficient sd asezdm cele doud unghiuri cu varful in acelasi
punct, astfel incat ele sd aibd o laturd comuna. O

Lema 5.2. Dacd n > 3 are descompunerea in factori primi

o o
n =p11pkk

atunci poligonul regulat cu n laturi este constructibil dacd si numai dacd sunt construc-
tibile unghiurile

2 2w

Tt

i o

Este de remarcat cii in demonstrarea acestei implicatii nu se foloseste faptul ¢ numerele m si n sunt
prime intre ele.
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Demonstratie. Lema rezultd imediat din lema 5.1, prin inductie dupa k. O

e~

. . oo _ 2
Lema 5.2 ne permite caracterizarea unghiurilor constructibile de forma —, unde p
p

este un numadr prim, iar o este un numar natural nenul.

o~

2
Teorema 5.1. 1) Unghiurile de forma 2—Z sunt constructibile.

—~

2w
2) Daca p este un numdr prim mai mare sau egal cu 3, atunci — este constructibil

4
oo . < . o . B
dacd §i numai dacd o = 1, iar p este un numdr Fermat, adicd este de forma 1 +22",
unde B este un numdr natural.

N i 27 o
Demonstratie. 1) Este imediat ca unghiurile de forma > sunt constructibile. Este sufi-

cient sd stim sd construim bisectoarea unui unghi, apoi folosim inductia dupa «.
2) Fie p > 3 un numdr prim.

o~

2w _ . 2w
(=) Sd presupunem cd unghiul — este constructibil, cu o € N*. Atunci cos —
p
este un numadr constructibil si atunci, din rezultatul lui Wantzel, obtinem ca:

|:Q (cos i—Z) : Q] =27 5.1

pentru un anumit numar natural m.
Pentru a simplifica scrierea, vom pune ¢ = p“ si fie
27 . 27
w =CcosS— +18In—.
q q
w este o radicind de ordinul ¢ a unititii, raddcini a polinomului X? — 1, deci w este
algebric peste Q. Admitem cd polinomul minimal al lui w peste Q este

PX) =X —o)(X —w2) - (X —wp),

unde w1, ..., w, sunt rddicinile primitive de ordinul ¢ ale unititii, adica aceste radécini
sunt de forma
2kn . 2km
cos — + 1 sin —,
q q

unde k este un numdr intreg prim cu ¢, 1 < k < ¢. Vom spune ci P(X) este polinomul
ciclotomic de ordinul gq.

Pentru a determina gradul 4 al lui P (X)) este suficient sd cunoastem numarul intregilor
k,1 < k < q, astfel incit k si fie prim cu ¢ = p*. Se obtine h = p*~!(p — 1), prin
urmare

[Qw): Q] = p*~'(p—1). (5.2)
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Pe de altd parte, avem

_ b4
o+ w =2cos—a,

de unde rezulta ca

2 2
cos—nEQ(a)) sicd a)2—2a)cos—n+l = 0.
o p(l
: 27 .
Astfel, w este algebric de gradul 2 peste Q (cos —a), de unde rezultd ca:
p

|:Q(a)) :Q (2 cos i—Z):| = 2. (5.3)

Plecand de la relatiile (5.1), (5.2) si (5.3) si stiind cd

[Q@): Q] = [@(w) .Q (2cosf)—’§)} x [@ (2cos2—’§) :@]

P

se obtine
pa—l(p _ 1) — 2m+1.

Cum p este un numir prim diferit de 2, rezulti cio = 1sici p = 1 4+ 2"+1,
Vom demonstra acum cd m 4+ 1 este o putere a lui. Plecand de la descompunerea lui
m + 1 1n factori primi, se obtine cd

m41=2x.28

cupf € NsiA € N* — un numir impar. Prin urmare,
A
p=1+2t =1 4242 =1y (22)

A fiind un numir impar, polinomul 1 + X* este divizibil cu 1 + X. Rezulti cii p este
divizibil cu 1 + 22°. Cum p este un numdr prim, rezulticd p = 1 + 22’ O

Teorema 5.2 (Gauss). Poligoanele regulate constructibile cu rigla si compasul sunt
cele pentru care numdrul n de laturi este fie de forma 2%, cu a > 2, fie de forma
2%p1pa--- pr, cu o € N, unde p; sunt numere prime distincte care sunt, in acelasi
timp, numere Fermat.

Demonstratie. Demonstratia rezultd imediat din lema 5.2 si teorema 5.3. 0
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5.3 Constructii de poligoane regulate

5.3.1 Triunghiul echilateral, patratul, pentagonul regulat
Constructia triunghiului echilateral este foarte simpld, din moment ce stim ca avem

2w 1
CO§ — = ——.
3 2

Constructia pdtratului este triviala, folosind punctele 7 si J.
Constructia pentagonului regulat este ceva mai complicatd, desi ea este cunoscutd
incd din antichitate, fiind prezentd in Elementele lui Euclid. O vom prezenta in cele

" . . 27 .
ce urmeazd. In fapt, este suficient s exprimdm cos = intr-o forma care si permita

. : . . 2n
construirea, efectivd, a punctului de pe axa Ox de abscisa cos =

27 L 27
cos — + i sin —
5 5

este o raddcind a polinomului
X 1l=X-DX*+ X3+ X2+ X +1).
Avem, prin urmare,
o*+0}+ 0’ +o+1=0. 5.4
w* este conjugatul lui w, iar > este conjugatul lui w2, deci avem

4 27 . 5 3 47
W+ w =ZCOS? s w0 +w =cos?.

Din (5.4) rezulta atunci:

2 4
2cos?+2c0s?+1=0. (5.5)

Considerdm produsul

T 4
COS — - COS —,
5 5

1 6 . 2 1 4 . 2
—(cos— +cos— ) =—-|cos— +cos— |].
2 5 5 2 5 5
o o . . 2m 4 )
Dacéd notdm cu p, respectiv s, produsul si suma numerelor cos = si cos = obtinem,

tinand cont de (5.5),

egal cu

1 1
S = —— 1 = ——.
y !PTy



106 Capitolul 5. Poligoane regulate

2r . 4m o .
Astfel, cos = si cos = sunt rdddcinile ecuatiei

x21ix Loy
20 47

Remarcand faptul cd
4dr 2
cos — < 0 < cos—,
5 5

avem
1 5

o -1+v5 27V

Fie A mijlocul segmentului OI’. Avem, prin urmare,

5
AJ = 4/-.
V4

Folosind cercul de centru A si de raza AJ, construim punctul B pe Ox astfel incat

AB = AJ. Avem, atunci,
— 1 5
05—+
2 + 4

Dacid C este mijlocul lui OB, atunci avem

Perpendiculara in C pe Ox permite obtinerea varfului M;. Cu ajutorul compasului, cu
o deschidere egald cu coarda I M1, construim celelalte patru varfuri, M, M3, My.

.....

timpul, numarul de laturi al unui poligon regulat constructibil. Astfel, plecind de la un
triunghi echilateral, obtinem poligoane regulate cu 6, 12, 24, ...de laturi, iar plecand
de la pdtrat, se pot construi poligoane regulate cu 8, 16, 32, ...de laturi. De asemenea,
plecand de la un pentagon regulat, se pot construi poligoane regulate cu 10, 20, 40, ...de
laturi.

5.3.2 Poligonul cu 15 laturi

Deoarece 3 si 5 sunt numere prime Fermat, rezultd ca poligonul regulat cu 15 laturi se
poate construi cu rigla si compasul.
Ideea constructiei este sa plecdm de la o relatie Bezout intre numerele 3 si 5 si, apoi,

< o . y . .21, . .. 2m 2¢;
sd exprimdm, folosind aceastd relatie, unghiul G in functie de unghiurile Y si =
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Avem 2 -3 4 (—1) - 5 = 1 (relatia Bezout pomenita mai sus), de unde

2t 2n _ 2m

5 3 15

Utilizand constructiile pentru triunghiul echilateral si pentagonul regulat, se pot construi
pe cercul I" punctele M si N astfel Incit

—~

— 2 27
(51’,0M)=2?” si (W,ﬁ):%.
Avem atunci A
—_— — 2
(ON,OM) = 1’57

si, folosind compasul cu o deschidere egala cu coarda M N, se construieste punctul P
astfel incat

— — 2

Ol,0P) = —.
(01.0P) = 2
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ANEXA A

Transcendenta numarului =

Teorema A.1 (Lindemann, 1882). Numdrul real w este transcendent peste Q.

Demonstratie. Presupunem cd mr ar fi algebric si gdsim o contradictie. Deoarece si i este
algebric, iar numerele algebrice complexe formeaza un corp, rezultd ca si numarul i
este, de asemenea, algebric. Prin urmare, existd o ecuatie algebrica cu coeficienti Intregi

Pi(x) =0, (A.1)
ale cédrei radacini sunt i = ry,ra,...,ry. Cum
el =" = 1,
(relatia Iui Euler), obtinem
e+ 1DEe?+1)---(e"+1)=0. (A.2)

Vom construi acum o ecuatie algebricd cu coeficienti Intregi ale cdrei rdaddcini sunt
exponentii din dezvoltarea membrului stang al ecuatiei (A.2). Consideram, mai intai,
exponentii

rn—+rnri+r3,...,rp—1+ rn. (A.3)

Din ecuatia (A.1) rezultd cd functiile simetrice elementare de ry, 12, . . ., r, sunt numere
rationale (tot ce se utilizeaza sunt formulele lui Viete). Prin urmare, functiile simetrice
elementare de cantitatile (A.3) sunt, de asemenea, numere rationale, asadar aceste can-
titdti sunt rdddcinile unei ecuatii algebrice cu coeficienti Intregi

Pr(x) = 0. (A4)
109
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In mod similar, sumele de cate trei r; sunt cele Cn3 radacini ale unei ecuatii algebrice cu
coeficienti intregi

P3(x) = 0. (ALS)

Continuand procedeul, obtinem
Ps(x) =0,P5(x) =0,..., Pp(x) =0, (A.6)
ecuatii algebrice cu coeficienti Intregi, ale caror radicini sunt sumele de cate 4, 5, ..., n

raddcini r; ale ecuatiei (A.1). Ecuatia produs
Py(x)P2(x) - Pu(x) =0 (A7)

are ca raddcini exact exponentii dezvoltidrii membrului sting al ecuatiei (A.2).
Eliminarea radacinilor nule (dacd existd) din ecuatia (A.7) ne conduce la o ecuatie
de forma
P(x) =ax™ +am_1x™ '+ +a1x4+a9=0 (A.8)

ale cdrei rdddcini o1, a, . . . , o, sunt sunt exponentii nenuli din dezvoltarea membrului
stang al ecuatiei (A.2), iar coeficientii sunt numere intregi. Prin urmare, relatia (A.2) se
poate scrie sub forma

el 4 e ... p % L | =0, (A.9)

unde k este un intreg (strict) pozitiv.
Introducem acum un polinom auxiliar,

_ a’xPI[P))?

o) =

unde s = mp—1, iar p este un numdr prim a carui valoare va fi precizatd ulterior. Gradul
lui f este

(A.10)

p—l+pm=pm—-14+p=s+p.

Este de remarcat ca polinomul f(x) este un polinom cu coeficienti complecsi, deci de-
rivdrile pe care le vom face mai jos se referd la functii cu o variabild complexa. Formal,
insd, regulile sunt aceleasi ca si In cazul functiilor de o variabila reala.

Definim, mai departe,

F(x) = f)+ f/(x)+ fP@) +- + fOTP(x). (A.11)

Deoarece f P+ (x) = 0, remarcim ci derivata functiei e—x F(x) este e—x f(x),
fapt de care vom avea nevoie in cele ce urmeaza. Intr-adevar, avem

L e F ()] = e [0+ f@00) 404 P )| -

dx
— e S@) + L@+ FO@ 4+ O] = e f ),
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In cele ce urmeaza, x va fi privit ca fiind un numdr complex arbitrar, dar fixat si consi-
deram functia data de

P(u) = e " F(xu),

unde u este o variabild reald. Prin urmare, ¢ este o functie cu valori complexe, de
o variabila reald. Derivarea si integrarea acestor functii sunt definite aplicind aceste
operatii separat partii reale si pértii imaginare, ambele fiind functii reale de o variabild
reald. Este foarte ugor de verificat cd teorema Leibniz-Newton se extinde la acest gen de
functii, sub forma:

b
$(b) — dla) = / ¢ (w)d.

Scopul nostru este si aplicim aceasti teoremi intervalului [0, 1]. In acest scop, trebuie
sd calculdm ¢'(u). Folosind schimbarea de variabild

Z = ux,

putem scrie
o(u) =e *F(2).

Rezultd ca
d d
() = —[eFFE)]- - = —e 77 f(2) - x = —xe ™ f(ux).
dz du
Aplicdm acum teorema Leibniz-Newton pe intervalul [0, 1] si obtinem
1
) =40 = [ ¢,
1
e XF(x)—e F(0) = / —xe ** f(ux)du,
0

F(x)—e*F(0) = /01 —xe17% f(ux)du

Lasandu-1 pe x sd ia, pe rand, valorile ay, «a, . . ., @y si Insumand rezultatele, obtinem
m m 1
> Flaj) +kFO) =-)" / =% fya;)du. (A.12)
, , 0
Jj=1 j=1

Planul nostru de a obtine o contradictie cu ipoteza cd m este un numdr algebric este si
alegem numadrul prim p astfel incat membrul stang al ecuatiei (A.12) sa fie un numar
intreg nenul, iar membrul drept sd fie un numadr arbitrar de mic (in particular, subunitar).
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Incepem prin a demonstra ci ZT=1 F(aj) este un intreg, divizibil cu p. Intr-adevir,
utilizand definitia lui F, obtinem

m m s+p st+p m
YoF@j) =Y > =Y > rOa@).
j=1 j=1r=0 r=0 ;=1
Pentru0 <r < p,
PN ARCHES]
j=1

deoarece, prin definitie lui f, £ (« ;j) are cel putin un factor P(c ), care este egal cu

zero. Astfel,
S+p m

Z Flaj) =Y Y fO@)).

r=pj=1

Fie acum r arbitrar, dar fixat, cu p < r < s+ p. Intrucat a5 (p —1)! f(x) este o functie
polinomiald cu coeficienti Intregi, coeficientul fiecdrui termen nenul al derivatei sale de
ordinul 7 contine un produs de r (deci, cel putin p) Intregi consecutivi. Prin urmare,
coeficientul respectiv este divizivil cu p!. Astfel, fiecare coeficient al lui f ) (x este
divizibil cu a® p), asadar expresia

m

> s D)
J
R
=P
este un polinom simetric cu coeficienti Intregi de variabilele uy, us, ..., u;;, de aceea el
poate fi exprimat ca un polinom cu coeficienti Intregi in functiile simetrice elementare.
Inlocuim acum variabilele cu valorile a1, @2, ..., a si ne reamintim ci pentru fiecare
functie simetricd elementard avem:
i Am
oi(al’az""’am):(_l) -

Intrucét gradul polinomului in o; este cel mult egal cu s, fiecare termen are forma unui
intreg Tmpadrtit la o putere a lui @, nu mai mare de s. Astfel,

m m

1
Y Py =pl|a)] Wf(”(aj) ,

Jj=1 Jj=1

unde termenul dintre parantezele drepte este un numar Intreg. Deoarece aceastd afirmatie
este adevdratd pentru orice r astfel incat p < r < s 4 r, suma facutd dupd aceste valori
ale lui r este un intreg divizibil cu p. Cum aceastd suma este egali cu expresia originala,
demonstratia afirmatiei noastre este completa.
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In continuare, vom demonstra ci pentru p suficient de mare, k F(0) este, de aseme-

nea, un numdr intreg, dar nedivizibil cu p.

Intr-adevir, termenii lui F(0) sunt de trei tipuri:

e Termenii /) (x), pentru 0 < r < p — 2 contin, cu totii, un factor x, deci se
anuleazd pentru x = 0.

Termenii /) (x), pentru p < r < s + p sunt polinoame cu coeficienti intregi,
fiecare coeficient fiind divizibil cu p, dupi cum s-a vizut mai sus. Astfel, f)(0),
termenii constanti, sunt intregi divizibili cu p.

Pentru a ne asigura ca numarul k F'(0) nu este divizibil cu p este, prin urmare, sufi-
cient si ne asigurdm ci singurul termen rimas, adici k £ ?~1(0), nu este divizibil
cu p.

Din definitia lui f, rezulti ci singurul termen care contribuie la_f ?~1(0) este

asaé’ -1
(p—D!

Prin urmare,
kf P=D(0) = kaal.

In consecinta, dacd p este orice numar prim strict mai mare decét k, a si ag, atunci
v « e g Ky p
p nu poate sd divida produsul ka®ag .

Revenim acum la ecuatia (A.12). Am reusit sd demonstram cd, pentru p suficient de
mare, membrul stang este un Intreg nenul (pentru ci este suma dintre un intreg divizibil
cu p si unul nedivizibil cu p). Mai rdmane sd demonstrdm cd, din nou, pentru p suficient
de mare, membrul drept al acestei egalitifi poate fi facut subunitar, de unde va rezulta
contradictia cdutatd.

Avem

m

1
- /(; e(l_“)“ff(u(xj)du =
=1

j=

m 1 e as(ua')p_l[P(uOl')]p
) e L
=

fl i [am(uozj)P(uozj)]p_l
0 (p— D!

A

aje4) g™ =1 p(ya ;)| du,

j=1

deoarece

a = amp—l — (am)p—lam—l'
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Fie B o margine superioard uniformd pentru 1 < j < m a functiilor continue
m
|a™ (uarj) P(ua))|

pe intervalul inchis 0 < u < 1 si fie C o margine superioara a functiei continue
m
Z ‘aje(l_”“f)am_lP(uozj)‘
j=1

pe acelaSi interval. Atunci expresia originald este marginitd superior de

CBP1
(p—DV

Cum aceastd margine superioara este termenul de ordinul p 1n seria MacLaurin a functiei
(de variabili B) CeB, iar aceasti serie se stie cii este convergenti, rezultd ci expre-
sia (A.13) trebuie sd tinda la zero, atunci cand p — oo. Dar asta inseamnd tocmai ca
membrul drept al relatiei (A.12) poate fi facut arbitrar de mic (si, in particular, subunitar)
daca numdrul prim p este suficient de mare. O

(A.13)



Bibliografie

[1]

(2]
(3]

[4]

[10]

[11]

Argunov, V.I., Balk, M.B. — Constructii geometrice in plan (in limba rusd), editia
a II-a, Moscova, 1957

Alexandrov, 1. — Probleme de constructii geometrice, Ed. Tehnicd, 1951

Buicliu, Gh. — Probleme de constructii geometrice cu rigla si compasul, Ed. Teh-
nicd, 1957

Enriques, F. — Questioni riguardanti le matematiche elementari, editia a IlI-a, vol.
II, Nicola Zanichelli, Bologna, 1900

Fourrey, E. — Curiosités géométriques, 2e edition, Vuibert et Nony, Paris, 1910

Gerwien, P. — Zerschneidung jeder beliebigen Anzahl von gleichen geradlinigen

Figuren in dieselben Stiicke, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik,
1833

Guitel, E. — Propriétés relatives aux polygones équivalents, Assoc. fr. p. I’av. des
Sciences, 1895

Hadlock, C.R., Field Theory and its Classical Problems, Mathematical Association
of America, 1978

Hurwitz, A. — Beweis der Transzendenz der Zahl e, Math. Ann., vol. 43 (1893), pp.
220-221

Jones, A., Morris, S.A., Pearson, K.R., Abstract Algebra and Famous Impossibili-
ties, Springer, 1991

Lindemann, F., Uber die Zahl 7, Math. Ann., 20 (1882), pp- 213-225
115



116 Bibliografie

[12] Niven, 1. — The transcendence of w, Amer. Math. Monthly, vol. 46 (1939), pp.
469-471

[13] Téth, A. — Notiuni de teoria constructiilor geometrice, Ed. Didactica si Pedagogica,
1963



