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cAPIToLUL 1

Fundamentele teoriei constructibilitatii

1.1 Puncte constructibile si numere constructibile

Am lamurit, sperdam, care este semnificatia constructiilor cu rigla si compasul in pla-
nul euclidian. Abordarea de pand acum, pur geometricd, nu ne permite, din pdcate, si
precizam care figuri geometrice se pot construi folosind, in exclusivitate, aceste doud in-
strumente clasice. Pentru a obtine rdspunsul la aceast Intrebare, trebuie sd reformulam
o problema de constructii Intr-un alt limbaj. Cel mai potrivit s-a dovedit a fi cel algebric.
Vom Incepe, prin urmare, acest capitol tocmai cu formularea problemei de constructii
(mai precis, formularea notiunii de constructibilitate) Intr-un limbaj algebric. Primul pas
este sa ddm o definitie (deocamdatd geometricd) riguroasa a notiunii de punct construc-
tibil.
Definitia 1.1. Fie IT planul euclidian si B C II o submultime finitd a planului, care
contine cel putin doud elemente. Elementele lui B se numesc puncte de bazd. Atunci:

(a) Un punct M € II se numeste constructibil cu rigla si compasul dacd existd un sir
finit de muncte care se termind cu M: My, M>,..., M, = M astfel incat pentru
fiecare i, 1 < i < n este un punct de intersectie

e fie a doud drepte,
e fie a unei drepte si a unui cerc,
e fie a doud cercuri,
aceste drepte si cercuri obtinandu-se, pentru fiecare i, cu ajutorul multimii E; =

BU{Mi,..., M;_1}1n modul urmitor:
7



e orice dreapti trece prin doud puncte distincte din E;,

e fiecare cerc are centrul intr-un punct din E;, iar raza sa este egald cu distanta
dintre doua puncte din E;.

(b) O dreapti care trece prin doud puncte constructibile se numeste constructibild.

(c) Un cerc ce are centrul intr-un punct constructibil si are raza egald cu distanta dintre
doua puncte constructibile se numeste constructibil.

Observatia 1. Toate punctele de bazd din B sunt constructibile cu rigla si compasul.
Fie, de exemplu, P € B un punct de bazi. Intrucit am admis ci existi cel putin dou
puncte de bazd, rezulti ci existd un punct P’ € B, P’ # P. Atunci P se poate obfine
ca intersectie a dreptei PP’ cu cercul de centru P’ si de razi PP’, ceea ce inseamnad ci
P este constructibil. Cum P este un punct de bazd ales la intAmplare, rezultd ca orice
punct de bazd este constructibil.

Observatia 2. De acum Incolo, dacd nu se mentioneaza explicit altfel, pentru noi constructie
geometricd va insemna constructie geometricd realizatd cu rigla si compasul $i nu vom
mai mentiona explicit instrumentele utilizate.

(C) y ()

Figura 1.1

In cele ce urmeaza, scopul nostru este sa introducem notiunea de numdr constructi-
bil, aldturi de cea de punct constructibil. In acest scop, vom introduce un reper cartezian
in plan, plecand de la doud puncte de baza.
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Mai precis, pe moment presupunem ca existd doar doud puncte de baza, fie ele O si
I, adici B = {0, I}. Vom evidentia nigte puncte constructibile, plecind de la cele doud
puncte de baza.

Punctele O si I determina dreapta O (vezi figura 1.1). Considerdm cercul (con-
structibil) I", cu centrul in punctul O si de razd OI. Cercul I intersecteaza dreapta O/
in punctul 7 si intr-un al doilea punct, ', simetricul lui / fati de punctul O. Prin urmare,
punctul 7’ este constructibil. Vom construi acum mediatoarea segmentului /. Pentru
aceasta, considerdm, mai intéi, cercul C de centru / si de raza I1’, precum si cercul C’,
de centru I’ si de aceeasi razd, I 1’. Notim cu K unul dintre punctele de intersectie dintre
cele doua cercuri. Evident, punctul K este constructibil, intrucat este intersectia a doua
cercuri constructibile. Este usor de demonstrat cd dreapta OK este perpendiculard pe
dreapta OI, deci ea este mediatoarea segmentului //’. Dreapta OK intersecteazi cercul
I" in doud puncte, pe care le vom nota cu J si J', ele fiind, de asemenea, constructibile.

Am pus, astfel, in evidentd o serie de puncte constructibile: O, I, 1, K, J, J'. Vom
folosi unele dintre ele pentru a construi un reper ortonormat. Astfel, alegem ca unitate
de lungime distanta O . Atunci, in mod evident, avem si OJ = 1. Reperul nostru va fi

(0, 0I, OJ). Pentru a simplifica notatiile, vom nota acest reper cu (O, I, J).
Avem acum tot ce ne trebuie pentru a da urmatoarea definitie:

Definitia 1.2. Un numar real se numeste constructibil daci el este una dintre coordona-
tele unui punct constructibil fatd de reperul ortonormat (O, I, J).

Observatia 3. In mod normal, exprimarea corectd este cd numadrul real este constructibil
relativ la punctele de bazd O si I'. Vom utiliza exprimarea prescurtatd, de acum incolo.

Exemplul 1.1.1. Numerele reale 0, 1, —1 sunt constructibile, deoarece ele sunt abscisele
punctelor O, I, I'.

1.2 Modalitati elementare de construire a unor obiecte con-
structibile

Propozitia 1.1. Dacd d este o dreaptd constructibild, iar A este un punct constructibil,
atunci perpendiculara pe d care trece prin A este, de asemenea, o dreaptd constructi-

bila.

Demonstratie. Din moment ce dreapta d este constructibild, ea contine cel putin doua
puncte constructibile, fie ele B si C. Considerdm cercul (evident constructibil) de centru
A si de razd AB. Acest cerc intersecteazi dreapta d in B si intr-un alt punct, fie el D.
Construim acum doud cercuri cu centrele in B si D si de razd BD. Aceste doud cercuri se
intersecteazd In doud puncte, fie ele E gi F'. Atunci dreapta A E este dreapta cdutatd. [
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(@)

Figura 1.2

Observatia 4. De remarcat ca demonstratia datd functioneazid doar daca A # B. Dar
daci A = B, atunci, cu sigurantd, A # C, deci putem reface demonstratia, folosind
punctul C in locul punctului B.

Propozitia 1.2. Dacd d este o dreaptd constructibild, iar A este un punct constructibil,
care nu aparfine dreptei d, atunci paralela d’ la d care trece prin A este, de asemenea,
o dreaptd constructibild.

O
A4

@)

d)

Figura 1.3



1.2. Modalitéti elementare de construire a unor obiecte constructibile 11

Demonstratie. Conform propozitiei 1.1, putem construi perpendiculara d” care trece
prin A. Atunci dreapta d’ este perpendiculara care trece prin A pe dreapta d”, prin
urmare, conform aceleiasi propozitii 1.1, este constructibila (vezi figura 1.3). O

Propozitia 1.3. Dacd A si B sunt doud puncte constructibile, atunci mijlocul segmen-
tului AB §i mediatoarea sa sunt, de asemenea, constructibile.

Figura 1.4

Demonstratie. Cercurile de centre A si B si de raze egale cu A B sunt ambele construc-
tibile. Cele doud cercuri se intersecteaza in doud puncte, care determind mediatoarea
segmentului. Punctul de intersectie dintre dreapta A B si mediatoare determind mijlocul
M segmentului, care este, prin urmare, constructibil (vezifigura 1.4). O

Propozitia 1.4. Dacd d si d’ sunt doud drepte constructibile concurente, atunci bisec-
toarele unghiurilor formate de cele doud drepte sunt, de asemenea, constructibile.

Demonstratie. Fie A punctul de intersectie al dreptelor d si d’. Considerim cercul
(C) de centru A si razd OI, care taie dreapta d in punctele B si C si dreapta d’ in
punctele B” si C’ (vezi figura 1.5). Considerdm, mai departe, cercurile: (C;) de centru
B, (C3), de centru B’, respectiv (C3), de centru C, toate avand raza OI. Cercurile
C;1 si Cy se intersecteazd in D, iar cercurile C, si C3 se intersecteazd in E. E ugor de
verificat cd dreptele AD si AE sunt bisectoarele unghiului, deci aceste bisectoare sunt
constructibile. O

Propozitia 1.5. Un numdr real t este constructibil dacd si numai dacd punctul de pe
axa OXx de abscisd t este constructibil. Analog, t este constructibil dacd §i numai dacd
punctul de pe axa Oy de ordonatd t este constructibil.
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Figura 1.5

Demonstratie. Vom face demonstratia doar pentru afirmatia referitoare la axa Ox, cea-
laltd se demonstreazd in mod absolut analog (vezi figura 1.6).

(=) Dacd punctul de pe axa Ox de abscisa ¢ este constructibil, atunci ¢ este construc-
tibil, din Tnsdsi definitia unui numér constructibil.

y
M; M
O X =
O\l ]\‘141 A\/;é >

Figura 1.6

(<) Daci ¢ este un numdr constructibil, atunci el este una dintre coordonatele unui
punct constructibil M. Atunci proiectiile M; si M» ale lui M pe axa Ox, respectiv pe
axa Oy, sunt constructibile, conform propozitiei 1.1. Avem doua cazuri:

e Daci ¢ este abscisa lui M, atunci el este si abscisa lui My, iar rezultatul este
stabilit.

e Daci ¢ este ordonata lui M, atunci el este si ordonata lui M», prin urmare este
si abscisa punctului M), obtinut intersectand cercul (constructibil) de centru O si
raza OM, cu axa Ox.
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O]

Propozitia 1.6. Dacd A este un punct constructibil, iar t este un numdr constructibil,
atunci cercul de centru A §i de razd |t| este constructibil.

Demonstratie. Punctul M de abscisé ¢t de pe axa Ox este constructibil, conform propozitiei 1.5.
Cercul de centru A si de raza |¢| este, atunci, cercul de centru A si de razd OM, deci este
constructibil. O

1.3 Corpul numerelor constructibile

Teorema 1.1. Multimea C a numerelor reale constructibile este un subcorp al lui R,
stabil fatd de rdaddcina pdtratd'.

Demonstratie. Stim deja cd numerele reale O si 1 sunt constructibile, deoarece sunt abs-
cisele punctelor de baza O si /. Mai departe,

1) Daciu € C, vom demonstra ci si —u € C. Intr-adevir, fie A punctul de pe axa Ox de
abscisid u. Consideram cercul cu centrul in O si de raza |u| (presupunem fireste, ci
u # 0, altfel nu avem ce demonstra). Acest cerc intersecteaza din nou axa O x intr-un
punct B, a cérui abscisd este —u. Cum punctul B este, iTn mod evident, constructibil,
rezultd ca si abscisa lui, —u este in C.

2) Fieu,v € Csifie A si B punctele de pe axa Ox pentru care OA = u si AB = v.
Punctul A este constructibil, conform propozitiei 1.5, iar punctul B este constructibil
conform propozitiei 1.6, dacd utilizdm cercul de centru A4 si de raza |v|. Prin urmare,
avem OB = u + v, ceea ce inseamni ciu + v = C.

y
(o

B¢

Y

0 I 4

Figura 1.7

! Asta inseamni cii daci un numir real pozitiv este constructibil, atunci si ridicina sa pitratd este con-
structibild.
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3)

4)

5)

Fie u,v € C. Dacd uv = 0, atunci nu avem ce demonstra, deci presupunem ca att
u, cit si v sunt nenule. Fie A pe Ox astfel incit OA = u si B pe Oy astfel incat
OB = v. Paralela la IB care trece prin A taie axa Oy intr-un punct C. Din teorema
lui Thales rezulta ca

oc 04

OB OI

de unde rezultd cd OC = uv, adicd uv € C (vezi figura 1.7).

Fie u € C, u # 0. Fie, mai departe, A pe axa Ox astfel incit OA = u. Paralela la
AJ dusaé prin [ taie axa Oy intr-un punct B. Din Teorema lui Thales, avem ca

0B OI

0] 04

de unde rezulti ci OB = 1/u, deci 1/u € C (vezi figura 1.8).

YA

Figura 1.8

Daciu € C, u > 0. Daci u = 0, atunci /u este tot 0, deci este constructibil.
Presupunem, 1n cele ce urmeaza, cd u > 0. Fie A punctul de pe axa Ox astfel incat
TA = u si M — mijlocul segmentului OA. Perpendiculara in I pe Ox taie cercul cu
centrul in M si de razd OM intr-un punct B de ordonata pozitiva. Triunghiul OBA
este dreptunghic in B, deci avem 142 = OI - I A. Astfel, IB = \/u, iar \/u este
ordonata punctului constructibil B, adicd /u € C (vezi figura 1.9).

O

Observatii. 1) Mentionim, mai intdi, ci Q este cel mai mic subcorp al lui R. Intr-

adevir, fie K un subcorp oarecare al lui R. Atunci, inainte de toate, 1 € K. Din
stabilitatea Iui K fata de adunare, rezultd imediat cd N C K, in timp ce stabilitatea
fatd de trecerea la opus implici Z C K. In sférsit, din stabilitatea fati de produs si
trecerea la invers rezultd cd Q C K. Rezultd de aicica Q C C C R.
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YA

O

1 !

~O

Figura 1.9

Asadar, din moment ce corpul C este stabil fatd de radicina patrata si contine nume-
rele rationale, se pot da multe exemple de numere constructibile, ca de exemplu:

2 24+ 34/2 5
2 5 yE 22N
3 V3

Mai mult, folosind constructiile din teorema 1.1, putem construi efectiv punctele de
pe axa Ox care au ca abscise aceste numere.

1.4 Caracterizarea numerelor constructibile

1.4.1 Extinderi de corpuri

Ceea ce vom prezenta 1n acest paragraf este doar o trecere in revistd a notiunilor i rezul-
tatelor de teoria extinderilor de corpuri care vor fi necesare in analiza ce urmeazd a con-
detaliate 1n orice carte de teoria corpurilor. Reamintim cd toate corpurile considerate de
noi se presupune a fi comutative.

Definitia 1.3. Fie K si L doud corpuri astfel Tncat K sd fie un subcorp al lui L. Vom

spune atunci despre corpul K cd este o extindere a corpului K si vom nota acest fapt cu
KCL.

Evident, orice corp este o extindere a lui Tnsusi.

Dacd a € L, vom nota cu K(a) cel mai mic subcorp al lui L care contine pe K si
pe a. Este usor de constatat ca acest corp existd si poate fi construit fie ca intersectia
tuturor subcorpurilor lui L care contin a si K fie (ceea ce este acelasi lucru) ca fiind
subcorpul lui L generate de a si de K (mai precis, de a si de elementele lui K). Mai
general, daca ay,as,...,a, € L,vomnotacu K(ay,...,a) cel mai mic subcorp al lui
L care contine elementele lui K si, in plus, elementele ay, ..., a, si vom spune cd acest
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corp a fost obtinut din corpul K prin adjunctionarea elementelor ay, . . .

exemple:
c Q) =0Q(-3) =
* Q(W2) = {a+pV2]a, B € Q};
e Q(W2,V3) ={a+BV2+yV3+8V6|a,B.y.8€Ql;
e Q) ={a+pila,peq);
e R(i)={a+Bila,peR} =C.

,ap. lata cateva

In cazul in care K C L este o extindere de corpuri, atunci corpul mai mare, L in cazul
nostru, poate fi privit ca fiind un spatiu vectorial peste corpul mai mic (K, in cazul
nostru). Aici adunarea in spatiul vectorial L este adunarea in L (ca si corp, de data
aceasta), In timp ce Tnmultirea cu scalari este restrictia la K x L a Tnmultirii interne Tn
corpul L. Dimensiunea lui L, privit ca si corp peste K, joacd un rol foarte important in
teoria extinderilor de corpuri, de aceea meritd o pozitie si o notatie speciala.

Definitia 1.4. Fie K C L o extindere de corpuri. Dimensiunea lui L, ca spatiu vectorial

peste K, se numeste gradul extinderii si se noteaza cu [L : K].

Exemple. 1. Este clar ci orice extindere triviald are gradul 1. Intr-adevir, daci il
privim pe L ca si corp peste L, in spiritul definifie precedente, atunci multimea
{1} este, in mod evident, o bazd a acestui spatiu vectorial, deci [L : L] = 1.
Astfel, de exemplu, dacd punem K = Q si L = Q2)(= Q), atunci [L : K] =

[Q(2): Q=1

2. {1, 4/2} formeazi o bazi a lui Q(+/2) peste Q, deci [Q(v/2) : Q] = 2.

3. {1, ﬁ} formeazi o bazi a lui Q(+/2, v/3) peste Q(+/2), deci
[Q(v2,4/3) : Q(v2)] = 2.

Observatia 5. Se poate demonstra usor ca dacad K, L, M sunt trei corpuri astfel ncat

K C L C M, atunci Intre grade existd relatia
[M:K]=[M:L]x[L:K].

Astfel, de exemplu,

[@v2.v3) @] = [@2.v3) : (VD) | x [Q(v2) : Q] = 2

x2 =4,
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Definitia 1.5. Fie K C L o extindere de corpuri. Dacd a € L, atunci a se numeste
algebric peste K daci existd un polinom nenul P € K[X] astfel incat sd avem P(a) = 0.
Un element care nu este algebric peste K se numeste transcendent peste K.

Este clar ci toate elementele corpului K sunt algebrice peste K.

Elemente algebrice peste Q (adici numere algebrice) se pot construi cu usurinta. Ele
sunt ridicini ale polinoamelor cu coeficienti intregi. De exemplu, +/2 este o ridicini a
polinomului X2 — 2, in timp ce i este o ridicind a polinomului X2 + 1.

Construirea unor numere transcendente (elemente transcendente peste Q) este mai
dificild. De fapt primele exemple au fost date abia la sfarsitul secolului al XIX-lea.
Astfel, in anul 1873 matematicianul francez Ch. Hermite a demonstrat cd numadrul e
(baza logaritmilor naturali) este transcendent, iar in 1882, F. Lindemann a demonstrat ca
numadrul 7 este transcendent.

Observatia 6. Fie K C L o extindere de corpuri si a € L un element algebric peste K.
Atunci existd un polinom unic P € K[X] astfel incat:

e P(a) =0;

e P este ireductibil in K[X];

e P este unitar (coeficientul termenului de grad maxim este egal cu 1).

Acest polinom se numeste polinomul minimal al lui a peste K.

Daci a este un element algebric peste K, iar n este gradul polinomului sdu minimal,
atunci vom spune cd a este algebric de grad n peste K. Atunci avem [K (a): K ] = n,
iar o bazd a K-spatiului vectorial K (a) este formata din

{1,a,a2,...,a”_l>.

De exemplu, +/2 este algebric de gradul 2 peste Q, polinomul siu minimal peste Q este
X2 — 2, iar o bazi a lui Q(ﬁ) este {1, ﬁ}

Daca K C L este o extindere de corpuri, multimea elementelor algebrice peste K
ale lui L formeaza, dupd cum se poate constata cu usurintd, un subcorp al lui L care
contine K. Vom nota cu A corpul numerelor reale algebrice peste Q. Se stie despre
acest corp cd este numaérabil.

1.5 Teorema (sau rezultatul) lui Wantzel

In anul 1837, matematicianul francez P.L. Wantzel a dat o caracterizare a numerelor reale
constructibile. Mai precis, el a indicat o conditie necesard, dar, dupa cum vom vedea,
nu si suficientd pentru ca un numdr real sd fie constructibil cu rigla si compasul.
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Pentru a putea expune rezultatul lui Wantzel, plecdm, din nou, de la punctele de
bazd O si I, pe baza cdrora vom construi reperul ortonormat (O, I, J). Dacd M este
un punct din planul euclidian raportat la acest reper, punct care are coordonatele x si y,
atunci acest punct va fi notat cu M(x, y).

Incepem prin a demonstra urmitoarea lemi:

Lema 1.1.  I. Dacd D este o dreaptd din planul euclidian T1 care trece prin punctele
distincte A(ay,az) si B(b1,by), atunci D are o ecuatie de forma

ax+ By +y=0,

unde o, B,y € Q(ar,az, b1, b2).

2. Fie A(ay,a»), B(by,b3) si C(c1, c2) trei puncte necoliniare din planul euclidian
I1. Atunci cercul de centru A si de razd BC are o ecuatie de forma

x24+y2—2ax —2By +y =0,
cua,B,y € Qar,az, by, b2, c1,c2).
Demonstratie. 1) Dacid a; = by, atunci ecuatia dreptei D este
x—a; =0,

care, in mod evident, este de forma cerutd. Dacd a; # by, atunci ecuatia dreptei se poate
scrie sub forma
by —a»
by —a; (
ecuatie care este, de asemenea, de forma ceruta.

2) Cercul de centru A si de razd BC are ecuatia

y—a= —ap),

(x —a1)® + (y —a2)®> = (c1 —=b1)* + (c2 — b2)?,
care se poate rescrie sub forma

x2 +y%2—2ax —2By +y =0,

cua, B,y € Q(ar,az, by, b2, c1,c2). O
Teorema 1.2. Fiet € R. t este un numdr constructibil dacd §i numai dacd existd un
intreg p > 1 si un sir de subcorpuri ale lui R, L1, Lo, ..., Ly astfel incat:

° L1 = Q,‘

epentrul < j<p—1,L; CLjyisi [Lj+1 :LJ'] =2
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o €Ly

Demonstratie. Dacid t este constructibil, atunci ¢ este abscisa unui punct M al axei Ox.
Fie M1, M5, ..., M,, = M sirul de puncte succesive construite pentru obtinerea lui M .
Se poate presupune ca M; si M, sunt punctele de baza O si /.

Pentrui = 1,2,...,n vom nota cu x; si y; coordonatele punctului M; in reperul
(0,1,J). Avem, in particular: x; = y; =0,x, =1,y =0, x, = ¢, y, = 0. Punem:

K1 = Q(x1,y1).
K> = Q(x1, y1,x2,¥2),

Ki =Q(x1,y1....,xi, i),

Kn = Q(XI,J’I,---,xnaYn)-

Avem:
KiCKyC---CKiCKi;1C--CKy, t =x4 €K,
Vom demonstra cipentrui = 1,2,...,n — 1, avem K; 11 = K; sau [K;+1 : K;] = 2.
Rezultatul este evident pentru i = 1, deoarece K1 = K, = Q. Sa presupunem,

deci, cd i > 2. Avem de examinat trei cazuri, dupd cum punctul M;; este intersectia
dintre doud drepte, dintre o dreaptd si un cerc sau dintre doud cercuri definite prin punc-
tele precedente, M1, M>, ..., M;. Dar, potrivit lemei 1.1, aceste drepte si cercuri au
coeficienti in K; = Q(x1, y1,...,X;, yi). Prin urmare,

1) Dacd M;; este la intersectia a doud drepte, atunci coordonatele sale, x; 1 $i y;+1
sunt solutii ale unui sistem de forma

ax+ By +y =0,
ax+pB'y+y =0,

cua, B,y, o', B,y € K;. Rezolvand acest sistem de gradul intéi se constata cd x; 41
si y;4+1 sunt, de asemenea, in K;, de unde rezultd cd avem

Ki+v1 = Ki(xi+1,yi+1) = K;.

2) Dacd M; se afld la intersectia dintre o dreapta si un cerc, atunci atunci coordonatele
sale, x; 41 si ¥;4+1 sunt solutii ale unui sistem de forma

ax+ By +y =0,
x24+y2=2a'x =28y +y =0,

cua, B,y,a', B,y € K;. Avem mai multe situatii posibile:
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e Dacd B # 0, atunci avem
(ax +7)
y=—=(ax +y).
p

Inlocuim 1n cea de-a doua ecuatie pentru a obtine ecuatia pentru abscise. Aceasta
ecuatie este de gradul al doilea cu coeficienti in Kj;, iar x; 4+ este o rddacina a
acestei ecuatii.

— Dacd x; 41 € K;, atunci
1
y= _B(axi—i-l +7vy) € Ki,

iar K;+1 = K;.
— Dacid x;+1 ¢ K;, atunci x; 41 este algebric de gradul 2 peste K; si avem:
Kiv1 = Ki(xit1.yi+1) = Ki(xi41)
si[Kiv1:Ki] =2

e Dacid 8 = 0, atunci a # 0 si se poate proceda la fel ca mai sus, formand ecuatia
de gradul al doilea pentru ordonate.

3) Daca M; este la intersectia dintre doud cercuri, atunci coordonatele sale, x;; si
Vi+1, sunt solutii ale unui sistem de forma

x2 4+ y%2 —2ax 2By +y =0,
x24+y2=2a'x =28y +y =0,

cua, B,y.a',B’,y’ € K;. Acest sistem este echivalent cu sistemul

x* 4 y? —=2ax 2By +y =0,
20@—a)x +2(B-BNy+ @y —y)=0,

deci problema se reduce la cazul precedent.
Am construit, astfel, un sir de subcorpuri ale Iui R:
KiCK,C---CKy

astfel incat K1 = Q, ¢t € Ky sipentrul <i <n — 1, sd avem fie K;4+1 = K;, fie
[K,-.H : K,-] = 2. Putem face in asa fel incat acest sir sd fie strict crescator, eliminand
corpurile superflue. Se obtine atunci un gir

L1CL2C"'CLP
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astfel incat L1 = Q,7 € Ly sipentrul <i < p—1,sdavem [Lj4q: L;] =2.
Invers, sd presupunem acum ca

L1CL2C-"CLP

este un sir de subcorpuri ale lui R care indeplineste conditiile din enuntul teoremei. Vom
demonstra, prin recurentd dupd j,cul < j < p,cd L; C C. Varezulta atunci cd t este
un numdr constructibil.

e [y CC,deoarece L1 = QsisestiecaQ CC.

e Presupunem cd L; C C si vom demonstracd L1 C C. Fiea € L. Sé de-
monstrdm cd a € C. Familia {1, a, az} este liniar dependentd peste L ;, deoarece
[Lj+1 : Lj] = 2. Prin urmare, existd o, 8,y € L, nu toate nule, astfel Incat

aa?+ Ba+y =0.
Sunt posibile doua situatii:
— dacia =0, atuncia = —% elL;C(C

— dacd a # 0, atunci

N B ]
200

sia € C, deoarece corpul C, dupa cum am vazut, este stabil fata de raddcina
patrata.

O

Teorema de mai sus are o consecintd remarcabild, care este tocmai rezultatul demon-
strat de cdtre Wantzel.

Consecinta 1 (Rezultatul lui Wantzel). Orice numdr real constructibil este algebric
peste Q, iar gradul sdu este o putere a lui 2.

Demonstratie. Dacdt € R este constructibil, atunci din teorema 1.2 rezulta ca existd un
intreg p > 1 si un sir de subcorpuri ale lui R, L1, Lo, ..., L, astfel incat:

o L1 =Q;
epentrul <j<p—-1,L; CLj;si [Lj-i-l :LJ'] =2

.IELP.



22 Capitolul 1. Fundamentele teoriei constructibilitatii

Pe de altd parte, utilizand o proprietate a extinderilor de corpuri pe care am mai mentio-
nat-o mai sus, avem:

[Lp:Q]=[Lp:Lp-1]x[Lp=1:Lp—z]x-x[Ly:Q]=27""
Pe de altd parte, avem Q C Q(¢) C L p, de unde rezultd ca
227V =[L,: Q] =[L,: Q)] x [Q() : Q].

Asadar, [Q(l) : Q] este un divizor al lui 2771, adici este tot o putere a lui 2, pe care
o vom nota cu 2. Considerim familia {1, tt% .., tzq}. Aceastd familie are 29 + 1
elemente, deci este liniar dependenti in Q-spatiul vectorial Q(#). Prin urmare, exista
numerele rationale «g, o1, . . . ®pa, nu toate nule, astfel incat

oo + ot + - —I-Olquzq =0.
Ptin urmare, ¢ este algebric peste Q, iar gradul lui ¢ peste Q este [Q(t) : Q] =29, O

Exemple. Rezultatul lui Wantzel este deosebit de util pentru a demonstra ca un numar
real nu este constructibil. Iatd doud exemple utile in cele ce urmeaza:

1) Unul dintre numerele ce joacd un rol esential In matematica este 7. Noi vom demon-
strain Anexa A cd 7 nu este algebric peste Q, deci el nu are cum sa fie constructibil.

2) Si considerim polinomul X3 — 2, care este ireductibil peste Q (in caz contrar, poli-
nomul ar trebui sd aibd un factor de gradul intii pe peste QQ, ceea ce inseamna ci el
ar trebui sd aibd o rdddcind rationald, ceea ce, In mod evident, nu este cazul). Prin
urmare, polinomul X3 — 2 este polinomul minimal peste Q al numdrului real /2.
Aceasta inseamni cii /2 este algebric de gradul 3 peste Q. Din rezultatul lui Wantzel
rezulti, atunci, ci +/2 nu este un numir constructibil.

Observatia 7. Am notat cu .A corpul numerelor reale algebrice peste Q. Atunci avem
QcCcACR.

Mai mult, folosind numerele ﬁ J2 si 7, constatdm cd toate incluziunile sunt stricte.
In fine, Intrucat corpul numerelor algebrice este numadrabil, acelasi lucru este valabil si
pentru corpul numerelor constructibile.

1.6 Aplicatii ale rezultatului lui Wantzel

1.6.1 Cuadratura cercului

Reamintim cd aceastd problemad constd in construirea, cu rigla si compasul, a unui patrat
de aceeasi arie cu cea a unui cerc dat. A da un cerc este echivalent cu a indica centrul
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sdu, fie el O si un punct al cercului, fie el /. Prin urmare, constructia cerutd este o
constructie cu rigla si compasul plecand de la punctele de baza O si /. Daca raportim
planul la reperul (O, I, J) introdus mai devreme, atunci segmentul O/ este de lungime
1, iar aria cercului dat este egala cu 7.

In cazul in care cuadratura cercului ar fi posibild, am putea construi cu rigla si com-
pasul un segment de lungime /7 (latura patratului cdutat). Or, noi stim ci numirul /7
este transcendent (daca ar fi algebric, atunci si patratul sdu, adicd m, ar fi algebric, ori
noi demonstrim in anexa A ci este transcendent).

Prin urmare, problema cuadraturii cercului este imposibil de rezolvat cu rigla si com-
pasul.

1.6.2 Dublarea cubului

Reamintim cé aceasta problema constd in construirea cu rigla si compasul a laturii unui
cub al cérui volum sd fie egal cu volumul unui cub dat.

Faptul ca un cub este dat este echivalent, din punctul nostru de vedere, cd este data
una dintre laturile sale, fie ea OI. Ca si 1n cazul cuadraturii cercului, raportdm planul
la reperul ortonormat (O, I, J). Asta inseamna cd latura cubului dat este de lungime 1.
De aici rezultd cd volumul cubului dat este egal cu 1, in timp ce volumul cubului cautat
trebuie s fie egal cu 2. Dacd dublarea cubului ar fi posibild, am putea construi cu rigla si
compasul latura cubului cerut, adicd am putea construi cu rigla si compasul numarul real
V2. Dar, rezultatul lui Wantzel implici, dupi cum am remarcat deja la sfarsitul sectiunii
precedente, rezultd ca /2 nu este un numir constructibil, deci dublarea cubului nu se
poate efectua cu rigla si compasul.

1.6.3 Trisectiunea unghiului

Aceastd problema constd in construirea, cu rigla si compasul, a semidreptelor care impart
un unghi oarecare 1n trei unghiuri egale. Evident, este suficient sd construim una din-
tre semidrepte, deoarece construirea celei de-a doua se reduce, atunci, la construirea
bisectoarei unui unghi.

Inainte de a ademonstra ci problema este imposibild, o traducem intr-un limbaj mai
comod, folosind notiunea de unghi trisectabil.

Unghiurile la care se referd problema sunt unghiuri neorientate, care se pot identifica
cu masura lor in radiani si putem presupune ci sunt cuprinse in intervalul [0, 7]. Mai
precis, ABC = 0 inseamnd ci 0 este singurul numdr real din intervalul [0, ] pentru
care N

BA-BC

= —— "~
|84 -] BC]

Punctele de bazd O si I fiind date, putem intotdeauna si considerdm cd unghiurile
sunt toate reprezentate prin semidrepte cu originea in O, iar una dintre ele este semi-



24 Capitolul 1. Fundamentele teoriei constructibilitatii

dreapta OI. Notdm cu I" cercul cu centrul In O si care trece prin / si cu I'; semicercul
inchis al acestui cerc care este situat deasupra dreptei O1 .

Daca 6 € [0, 7x], vom spune cd unghiul 0 este constructibil dacd punctul M al
semicercului I'; pentru care £/OM = 6 este constructibil. Aceasta conditie este,
in mod evident, echivalenti cu conditia ca numérul cos 6 si fie constructibil, deoarece
cos @ este abscisa lui M relativ la reperul ortonormat (O, I, J). De exemplu, unghiurile

%, %, % sunt constructibile, deoarece cosinusurile acestor unghiuri, egale, respectiv, cu

0,1 3

22 sunt numere reale constructibile. Dimpotrivd, unghiul 6 al cirui cosinues este

20 2
Y2

egal cu 5= nu este constructibil, din moment ce cosinusul insusi nu este constructibil.
Find dat un unghi & = £1OM, unde M este un punct de pe semicercul I';, vom
spune ca 0 este trisectabil dacd punctul N de pe semicercul I'; pentru care

LION = Q
3

este un punct constructibil plecand de la punctele de bazd O, I, M.

Problema trisectiunii unghiului se referd, prin urmare, la constructii care pleacd de
la trei puncte de baza, nu doar de la doud, ca 1n czul cuadraturii cercului sau al dublarii
cubului. Pe de altd parte, dacd unghiul £1OM = 6 este constructibil, atunci punctul
M este constructibil plecind de la punctele de bazd O si I, prin urmare constructiile
ce se obtin plecand de la punctele O, I, M sunt exact acelea care se obtin plecand de
la punctele O, I. Astfel, a spune ca unghiul 6 este trisectabil este totuna cu a spune

cd unghiul % este constructibil sau, ceea ce este acelasi lucru, ca numarul real cos%

este constructibil. Astfel, unghiurile 7 si 5 sunt constructibile, deoarece cos 5 = % si

— 3

cos % = 5= sunt numere reale constructibile.

Ceea ce dorim sd demonstram este imposibilitatea trisectiunii pentru un unghi oare-
care. Va fi, deci, suficient sa demonstram, de exemplu, ca unghiul % nu este trisectabil.
Cum unghiul 7 este constructibil, aceasta revine la a demonstra cd cos 3 nu este un
numadr real constructibil.

Avem

cos 30 = 4cos> O — 3 cos b,

prin urmare, cos g este o riddcind a polinomului

1
P(X)=4X3-3X — 5
Vom demonstra cd acest polinom este ireductibil in Q[X]. Daci s-ar descompune in
Q[X], unul dintre factori ar fi de gradul inti, iar polinomul ar avea o radicina rationala,
dar ne putem convinge cu usurintd cd P nu are raddcini rationale.
Astfel, P(X) este ireductibil in Q[X], prin urmare, polinomul minimal al lui cos
este

1
2P
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si este de gradul 3. Prin urmare, cos 3 nu este constructibil, conform rezultatului lui
Wantzel, ceea ce inseamnd cé unghiul 5 nu este trisectabil, ceea ce confirmd asteptirile
noastre, adicd faptul ci nu orice unghi este trisectabil.

1.7 Caracterizarea corpurilor C si C(i)

Teorema 1.3. C este cel mai mic subcorp al lui R care este stabil fatd de rdddcina
pdtratd.

Demonstratie. Am vazut, deja, cd C este un subcorp al lui R stabil fatd de radicina
patratd. Fie K un alt subcorp al lui R stabil fata de rddécina pétratd. Scopul nostru este
sd demonstrim ci C C K.

Fie t € C. Atunci existd un sir de subcorpuri ale lui R,

L1CL2C"'CLP,

astfel incat L1 = Q,1 € Ly si,pentrul < j < p—1,[L;j11:L;j]=2.

Pentru a demonstra cd ¢t € K, este suficient sd demonstram, prin recurentd dupa
J,cd, pentrul < j < p, L; C K. Demonstrafia este perfect analoga cu sfargitul
demonstratiei teoremei 1.2, in care se inlocuieste C cu K. O

Observatia 8. Rezultatul precedent are o interpretare intuitiva foarte simpla. El spune,
pur si simplu cd toate numerele constructibile se pot obtine plecind de la numerele
rationale Q, folosind operatiile 4, —, X, :, V- In fapt, nici micare nu trebuie si utilizim
toate numerele rationale, numerele O si 1 sunt suficiente.

Ne amintim cd am spus cd un punct este constructibil dacd ambele sale coordonate
relativ la reperul { O, I, J } sunt numere constructibile. Daca identificim planul cu corpul
numerelor complexe, atunci este clar cd multimea punctelor constructibile coincide cu
subcorpul lui C, C(i), unde i este, desigur, unitatea imaginara.

Corpul C(i) admite o caracterizare analogé caracterizarii corpului C. Mai precis,
avem teorema care urmeaza.

Teorema 1.4. C(i) este cel mai mic subcorp al lui C stabil relativ la rdddcina pdtratd.

Demonstratie. Un subcorp K al lui C se numeste stabil relativ la rdddcina pdtratd daci
pentru orice @ € K ridicinile polinomului X2 — « sunt in K. Aceastd afirmatie este,
in mod evident, echivalentd cu afirmatia c orice polinom de gradul doi din K[X] se
descompune, in K[X], in factori de gradul intai.

Sa demonstram, acum, ca C(i) este stabil relativ la ridicina patratd. Cum C(7) este
cel mai mic subcorp al lui C care contine C si i, este usor de constatat cé

C(i)={a+ib|abeC).
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Fiea € C(i). Atuncia = a 4+ ib,cua,b € C. Trebuie sa verificim cd, daca
o= (u+iv)?,

atunci u, v € C. Dar @ = (4 4 iv)? dacd si numai daci

a=u?—-v?,
b = 2uv.
u? si —v? sunt radicinile polinomului
b2
X% —aX — —,
4

adicd sunt egale cu

Prin urmare,

u ==+ ,
2
de unde
N va?+b?—a
v = _—

2

Semnele se aleg tinand cont de faptul cd » = 2uv. Oricum am alege semnele, u,v € C,
deoarece a, b € C, iar C este stabil relativ la rdddcina pétrati.

Sa demonstram, acum, cd C(i) este cel mai mic subcorp al lui C stabil relativ la
radacina pétrata.

Fie K un subcorp al lui C stabil relativ la radicina péatratd. Atunci K N R va fi un
subcorp al lui R, stabil relativ la radicina pétrata. Deducem, din teorema 1.3, ca

CCKNRCK.
In plus, cum —1 € K, iar K e stabil relativ la rdddcina patratd, rezultd cd i € K, deci
C(i)eK. ]
1.8 Reciproca rezultatului lui Wantzel

Dupd cum am viazut, rezultatul lui Wantzel ne da doar o conditie necesard pentru ca un
numdr sa fie constructibil. Este natural sd ne intrebdm daca reciproca sa este adevérata.
Cu alte cuvinte, dacd ¢ este un numar real, algebraic peste QQ, iar gradul sdu este o putere
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a lui 2, este acest numdr constructibil? Vom da mai jos un contraexemplu, care va dovedi
cd raspunsul la aceasta intrebare este negativ.
Consideram polinomul P € Q[X],

PX)=X*—X—1.

Vom demonstra, mai intdi, cd polinomul este ireductibil in Q[X]. Asta va insemna ci
orice ridicini a lui P este un numir algebric peste Q, de gradul 4 = 22. Pe de alti parte,
vom ardta ca acest polinom are o raddcinad reald, care nu este constructibila. Polinomul P
se poate descompune, in R[X], intr-un produs de doud polinoame de gradul doi, adica:

X4 —X—-1=X?>+aX +b)(X*>+dX+Db), ab,d b eR. (1.1)

Identificand coeficientii, obtinem:

a+ad =0, a=—a,

b+b +aa =0, b+ b =d?,
sau

ab’ +a'b = —1, a(b’ —b) = —1,

bb' = —1, bb' = —1.

Din a doua si a patra ecuatie din cel de-al doilea sistem, deducem cid b si b’ sunt
radécinile ecuatiei

T? —a’T —1=0.
Cum « si a’ sunt opuse, putem presupyne, de exemplu, cid a > 0, ceea ce Tnseamni ci
b’ < b, de unde rezultd cd avem

a? + vJa* + 4

b =

2
b/_az—\/a4+4
=

prin urmare
b—0b'=—+a*+4,
ava*+4=1.

Polinomul X2 + aX + b are discriminantul

Aq :a2—4b:a2—2(a2+\/a4+4) =—a>-2Va*+4<0,

v qw s .

X2 4+ d’X + b’ are discriminantul

Az:a/2—4b/:a2—2(a2—\/a4+4) =2Va*+4—d*>>0,
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adicd acest polinom are doui ridécini reale distincte, fie ele « si 8.
Plecand de la egalitatea av/a* + 4 = 1, deducem cd a?(a*+) = 1, ceea ce inseamni
ci a? este ridicini a ecuafiei
T3 +4T —1=0.

Este usor de verificat ci aceasti ecuatie nu are ridicini rationale, deci polinomul 73 +
4T —1 este ireductibil in Q[X]. Dar asta inseamni ci a2 este algebric peste Q, iar gradul
sdu este egal cu 3. Rezultatul lui Wantzel ne asigurd, atunci, cd a? nu este constructibil,
prin urmare nici a nu este un numdr constructibil.

Din prima formula a lui Viete, avem

a+pB=-a =a.

Cum a nu este constructibil, Tnseamnd ca cel putin una dintre raddcinile lui P este ne-
constructibila.

Ne-a mai rdmas de demonstrat doar cd P este ireductibil in Q[X]. Cum a este
neconstructibil, el nu este rational, deci descompunerea (1.1) nu este o descompunere
in Q[X]. Cum, in plus, polinomul X2 + aX + b nu are ridicini reale, nici o alti
descompunere a lui P nu se poate face in Q[X]. Asadar, P este ireductibil in Q[ X].



CAPITOLUL 2

Poligoane regulate

2.1 Poligoane regulate constructibile

In acest capitol, vom lucra cu unghiuri orientate, cu alte cuvinte, vom face distinctie, de
exemplu, Intre un unghi ABC si unghiul @, madsura celui de-al doilea fiind conside-
ratd egald cu opusa mdsurii celei dintai.

Daci 6 € R, vom nota cu 8 unghiul orientat a cdrui mdsurd in radiani este egald cu
0. Celelalte masuri ale unghiului sunt 8 + 2k, unde k € Z. 9 poseda o unicd masuri
in radiani « € (—m, ], care se numeste determinare principald a unghiului dat.

Unghiul 0 se numeste constructibil daca punctul M de pe cercul I' (cu centrul in O
si care trece prin /) pentru care

— ——

(01, 0OM) =10

este un punct constructibil. A spune ca 9 este constructibil este echivalent cu a spune
cd numarul cos 0 este constructibil. intr—adevér, dacd avem OH = cos 6, atunci per-
pendiculara pe dreapta O care trece prin H intersecteazd cercul I" Tn doud puncte, M
si M'. Alegem punctul care corespunde lui 5, tinand cont de determinarea principald a
unghiului.

Dacd n > 3, vom spune cd un poligon regulat cu n laturi este constructibil daca
unghiul de masurd 27 /n este constructibil, adicd daca numaérul real cos m este con-

. . n
structibil.

29
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O

Figura 2.1

2.2 Teorema lui Gauss

Scopul acestei sectiuni este sd prezentdm o caracterizare a poligoanelor regulate care
sunt constructibile cu rigla si compasul. Incepem cu o lema:

o~

2
Lema 2.1. Dacd m si n sunt numere naturale prime intre ele, atunci unghiul — este
mn

constructibil dacd si numai dacd sunt constructibile unghiurile — §i —.
n m
. . 2m . .. 2m 2m .
Demonstratie. (—>)Dacd — este constructibil, atunci si — i — sunt constructibile,
mn n m

deoarece

2 2w

p— m_’

n mn
iar

2 2

—_—=n—

m mn

si noi stim cum sd construim un multiplu intreg al unui unghi, purtdnd cu compasul de
un anumit numar de ori coarda determinatd de acest unghi in cercul de centru O si care
trece prin 1.

(<) Dacd unghiurile — si — sunt constructibile, atunci si unghiul — este
n m mn
constructibil, cici, conform relatiei lui Bezout, exista A, u € Z , cu

An+pum =1,

Este de remarcat cii in demonstrarea acestei implicatii nu se foloseste faptul ¢ numerele m si n sunt
prime intre ele.
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de unde -

2w 2 2w

— +

mn
Prin urmare, este suficient sd stim sd construim suma a doud unghiuri constructibile. Dar
asta este foarte simplu, este suficient sd asezam cele doud unghiuri cu varful in acelasi
punct, astfel incat ele sd aiba o laturd comuna. O

Lema 2.2. Dacd n > 3 are descompunerea in factori primi
_ %l ok
n = pl e pk

atunci poligonul regulat cu n laturi este constructibil dacd si numai dacd sunt construc-
tibile unghiurile

2 2Im
o p,‘:k .
Demonstratie. Lema rezultd imediat din lema 2.1, prin inductie dupa k. O

o~

. . oo _ 2
Lema 2.2 ne permite caracterizarea unghiurilor constructibile de forma —, unde p
p

este un numadr prim, iar o este un numar natural nenul.

o~

2
Teorema 2.1. 1) Unghiurile de forma 2—Z sunt constructibile.

o~

2
2) Dacd p este un numdr prim mai mare sau egal cu 3, atunci —, este constructibil
14

o . v . o . B
dacd si numai dacd o = 1, iar p este un numdr Fermat, adicd este de forma 1 + 22",
unde B este un numdr natural.

o o 2r L
Demonstratie. 1) Este imediat cd unghiurile de forma —- sunt constructibile. Este sufi-

cient sd stim sd construim bisectoarea unui unghi, apoi folosim inductia dupa «.
2) Fie p > 3 un numdr prim.

o~

.27 o . 27
(=) Sd presupunem cd unghiul — este constructibil, cu o € N*. Atunci cos —
p

este un numadr constructibil si atunci, din rezultatul lui Wantzel, obtinem ci:

|:Q (cos Z—Z) : Q] =2 2.1

pentru un anumit numar natural m.
Pentru a simplifica scrierea, vom pune g = p% si fie
2w 2

w = cos — —+ I sin —.
q q
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w este o radicind de ordinul ¢ a unititii, raddcini a polinomului X% — 1, deci w este
algebric peste Q. Admitem ca polinomul minimal al lui @ peste QQ este

P(X) = (X —o)(X —w2) - (X —wp),

unde w1, ...,y sunt rddicinile primitive de ordinul ¢ ale unititii, adica aceste radécini
sunt de forma
2kx . . 2km
cos — +i1sm——,
q q

unde k este un numir intreg prim cu ¢, 1 < k < g. Vom spune ci P(X) este polinomul
ciclotomic de ordinul gq.

Pentru a determina gradul 4 al lui P (X) este suficient sa cunoagtem numérul intregilor
k,1 < k < q, astfel incit k si fie prim cu ¢ = p*. Se obtine h = p*~!(p — 1), prin
urmare

[Q): Q] = p*(p—1). (2.2)

Pe de alta parte, avem

-1

b4
o+ w =2cos—a,

4

de unde rezulta ca

2 2
cos—ﬂeQ(a)) sica w2—2wcos—n+l = 0.
P p*
: 2 .
Astfel, w este algebric de gradul 2 peste Q | cos — |> de unde rezulta ca:
p

|:Q(a)) :Q (2 cos i—Z)} = 2. 2.3)

Plecand de la relatiile (2.1), (2.2) si (2.3) si stiind cd
[Q(a)) : Q] = |:Q(a)) 1 Q (2cos i—g)} X |:Q (2cos 37_7;) : Q} ,

se obtine
p(x—l(p _ 1) — 2m+l‘

Cum p este un numir prim diferit de 2, rezulti cio = 1sici p = 1 + 2m+1,
Vom demonstra acum cd m + 1 este o putere a lui. Plecand de la descompunerea lui
m + 1 in factori primi, se obtine cd

m41=2x.28
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cupf € NsiA € N* — un numir impar. Prin urmare,
A
p=1+2mt = 14242 =14 (22)

A fiind un numir impar, polinomul 1 + X* este divizibil cu 1 + X. Rezulti cii p este
divizibil cu 1 +22°. Cum p este un numir prim, rezulti ci p = 1 + 22°. O

Teorema 2.2 (Gauss). Poligoanele regulate constructibile cu rigla si compasul sunt
cele pentru care numdrul n de laturi este fie de forma 2%, cu o > 2, fie de forma
2%p1pa---pr, cu o € N, unde p; sunt numere prime distincte care sunt, in acelagi
timp, numere Fermat.

Demonstratie. Demonstratia rezultd imediat din lema 2.2 si teorema 2.1. O

2.3 Constructii de poligoane regulate

2.3.1 Triunghiul echilateral, patratul, pentagonul regulat

Constructia triunghiului echilateral este foarte simpld, din moment ce stim cad avem

2 1
COos — = ——

3 2

(vezi figura 2.2).

Figura 2.2

Constructia pdtratului este triviald, folosind punctele 7 si J (vezi figura 2.3).
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J

Figura 2.3

Constructia pentagonului regulat este ceva mai complicatd, desi ea este cunoscuta
incd din antichitate, fiind prezentd in Elementele lui Euclid. O vom prezenta in cele ce

. 2 . i3 . “ '7T A ~
urmeaza (vezi figura 2.4). In fapt, este suficient sa exprimam cos = intr-o forma care

. : . : . 27
sd permitd construirea, efectiva, a punctului de pe axa O x de abscisa cos =

27 L 27
cos — + i sin —
5 5

este o raddcind a polinomului
X 1l=X-DX*+ X3+ X2+ X +1).

Avem, prin urmare,
ot +0P+0*+o+1=0. (2.4)

w* este conjugatul lui w, iar > este conjugatul lui w?, deci avem

4 2T 5 3 4
w4+ =2cos— si 0w+ w =cos—.
5 5
Din (2.4) rezulta atunci:
2 4
2cos?”+2cos?”+1:0. 2.5)

Consideram produsul

T 4
COS — - COS —,
5 5

egal cu

1 6 . 2 1 4 . 2
—{cos— 4+cos— | =—=|cos— +cos— |.
2 5 5 2 5 5
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I/

My

Figura 2.4

2w . 4 .
Dacd notdm cu p, respectiv s, produsul si suma numerelor cos = si cos = obtinem,

tinand cont de (2.5),

| 1
S = —— 1 = ——,
2 M PTTy
2w 4 e e ..
Astfel, cos = si cos = sunt raddcinile ecuatiei
x21ix Loy
20 4 7
Remarcand faptul cd
4

b1
cos — < 0 < cos—,
5 5

1 5
2w 145 _§+\/;
08 — = = .

5 4 2

Fie A mijlocul segmentului OI’. Avem, prin urmare,

5
AT =,4/=.
4

Folosind cercul de centru A si de raza AJ, construim punctul B pe Ox astfel incat

AB = AJ. Avem, atunci,
OB =+ \/g
T2 4’

avem
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Dacéd C este mijlocul lui OB, atunci avem

Perpendiculara in C pe Ox permite obtinerea varfului M;. Cu ajutorul compasului, cu
o deschidere egald cu coarda I M1, construim celelalte patru varfuri, M», M3, My.

.....

timpul, numérul de laturi al unui poligon regulat constructibil. Astfel, plecand de la un
triunghi echilateral, obtinem poligoane regulate cu 6, 12, 24, ...de laturi, iar plecind
de la patrat, se pot construi poligoane regulate cu 8, 16, 32, ...de laturi. De asemenea,
plecand de la un pentagon regulat, se pot construi poligoane regulate cu 10, 20, 40, ...de
laturi.

2.3.2 Poligonul cu 15 laturi

Deoarece 3 si 5 sunt numere prime Fermat, rezultd ca poligonul regulat cu 15 laturi se
poate construi cu rigla si compasul.
Ideea constructiei este sa plecdm de la o relatie Bezout intre numerele 3 si 5 si, apoi,

< o . y . .21, . .o 2w 2n
sd exprimdm, folosind aceastd relatie, unghiul I in functie de unghiurile Y si =
Avem 2 -3 + (—1) - 5 = 1 (relatia Bezout pomenitd mai sus), de unde

> T

5 3 15

Utilizand constructiile pentru triunghiul echilateral si pentagonul regulat, se pot construi
pe cercul I" punctele M si N astfel Incit

o7 27
(&’,W)zz?” si (Hl’,ﬁv’):?ﬂ.

Avem atunci

o~

—_— — 2
(0—N>,0—M>):%

si, folosind compasul cu o deschidere egala cu coarda M N, se construieste punctul P
astfel incat

— — 21

Ol,0P) = —.
( )= 15



ANEXA A

Transcendenta numarului =

Teorema A.1 (Lindemann, 1882). Numdrul real w este transcendent peste Q.

Demonstratie. Presupunem cd mr ar fi algebric si gdsim o contradictie. Deoarece si i este
algebric, iar numerele algebrice complexe formeaza un corp, rezultd ca si numarul i
este, de asemenea, algebric. Prin urmare, existd o ecuatie algebrica cu coeficienti Intregi

Pi(x) =0, (A.1)
ale cédrei radacini sunt i = ry,ra,...,ry. Cum
el =" = 1,
(relatia Iui Euler), obtinem
e+ 1DEe?+1)---(e"+1)=0. (A.2)

Vom construi acum o ecuatie algebricd cu coeficienti Intregi ale cdrei rdaddcini sunt
exponentii din dezvoltarea membrului stang al ecuatiei (A.2). Consideram, mai intai,
exponentii

rn—+rnri+r3,...,rp—1+ rn. (A.3)

Din ecuatia (A.1) rezultd cd functiile simetrice elementare de ry, 12, . . ., r, sunt numere
rationale (tot ce se utilizeaza sunt formulele lui Viete). Prin urmare, functiile simetrice
elementare de cantitatile (A.3) sunt, de asemenea, numere rationale, asadar aceste can-
titdti sunt rdddcinile unei ecuatii algebrice cu coeficienti Intregi

P>(x) = 0. (A4)
37
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In mod similar, sumele de cate trei r; sunt cele Cn3 radacini ale unei ecuatii algebrice cu
coeficienti intregi

P3(x) = 0. (ALS)

Continuand procedeul, obtinem
Ps(x) =0,P5(x) =0,..., Pp(x) =0, (A.6)
ecuatii algebrice cu coeficienti Intregi, ale caror radicini sunt sumele de cate 4, 5, ..., n

raddcini r; ale ecuatiei (A.1). Ecuatia produs
Py(x)P2(x) - Pu(x) =0 (A7)

are ca raddcini exact exponentii dezvoltidrii membrului sting al ecuatiei (A.2).
Eliminarea radacinilor nule (dacd existd) din ecuatia (A.7) ne conduce la o ecuatie
de forma
P(x) =ax™ +am_1x™ '+ +a1x4+a9=0 (A.8)

ale cdrei rdddcini o1, a, . . . , o, sunt sunt exponentii nenuli din dezvoltarea membrului
stang al ecuatiei (A.2), iar coeficientii sunt numere intregi. Prin urmare, relatia (A.2) se
poate scrie sub forma

el 4 e ... p % L | =0, (A.9)

unde k este un intreg (strict) pozitiv.
Introducem acum un polinom auxiliar,

_ a’xPI[P))?

o) =

unde s = mp—1, iar p este un numdr prim a carui valoare va fi precizatd ulterior. Gradul
lui f este

(A.10)

p—l+pm=pm—-14+p=s+p.

Este de remarcat ca polinomul f(x) este un polinom cu coeficienti complecsi, deci de-
rivdrile pe care le vom face mai jos se referd la functii cu o variabild complexa. Formal,
insd, regulile sunt aceleasi ca si In cazul functiilor de o variabila reala.

Definim, mai departe,

F(x) = f)+ f/(x)+ fP@) +- + fOTP(x). (A.11)

Deoarece f P+ (x) = 0, remarcim ci derivata functiei e—x F(x) este e—x f(x),
fapt de care vom avea nevoie in cele ce urmeaza. Intr-adevar, avem

L e F ()] = e [0+ f@00) 404 P )| -

dx
— e S@) + L@+ FO@ 4+ O] = e f ),
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In cele ce urmeaza, x va fi privit ca fiind un numdr complex arbitrar, dar fixat si consi-
deram functia data de

P(u) = e " F(xu),

unde u este o variabild reald. Prin urmare, ¢ este o functie cu valori complexe, de
o variabila reald. Derivarea si integrarea acestor functii sunt definite aplicind aceste
operatii separat partii reale si pértii imaginare, ambele fiind functii reale de o variabild
reald. Este foarte ugor de verificat cd teorema Leibniz-Newton se extinde la acest gen de
functii, sub forma:

b
$(b) — dla) = / ¢ (w)d.

Scopul nostru este si aplicim aceasti teoremi intervalului [0, 1]. In acest scop, trebuie
sd calculdm ¢'(u). Folosind schimbarea de variabild

Z = ux,

putem scrie
o(u) =e *F(2).

Rezultd ca
d d
() = —[eFFE)]- - = —e 77 f(2) - x = —xe ™ f(ux).
dz du
Aplicdm acum teorema Leibniz-Newton pe intervalul [0, 1] si obtinem
1
) =40 = [ ¢,
1
e XF(x)—e F(0) = / —xe ** f(ux)du,
0

F(x)—e*F(0) = /01 —xe17% f(ux)du

Lasandu-1 pe x sd ia, pe rand, valorile ay, «a, . . ., @y si Insumand rezultatele, obtinem
m m 1
> Flaj) +kFO) =-)" / =% fya;)du. (A.12)
, , 0
Jj=1 j=1

Planul nostru de a obtine o contradictie cu ipoteza cd m este un numdr algebric este si
alegem numadrul prim p astfel incat membrul stang al ecuatiei (A.12) sa fie un numar
intreg nenul, iar membrul drept sd fie un numadr arbitrar de mic (in particular, subunitar).
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Incepem prin a demonstra ci ZT=1 F(aj) este un intreg, divizibil cu p. Intr-adevir,
utilizand definitia lui F, obtinem

m m s+p st+p m
YoF@j) =Y > =Y > rOa@).
j=1 j=1r=0 r=0 ;=1
Pentru0 <r < p,
PN ARCHES]
j=1

deoarece, prin definitie lui f, £ (« ;j) are cel putin un factor P(c ), care este egal cu

zero. Astfel,
S+p m

Z Flaj) =Y Y fO@)).

r=pj=1

Fie acum r arbitrar, dar fixat, cu p < r < s+ p. Intrucat a5 (p —1)! f(x) este o functie
polinomiald cu coeficienti Intregi, coeficientul fiecdrui termen nenul al derivatei sale de
ordinul 7 contine un produs de r (deci, cel putin p) Intregi consecutivi. Prin urmare,
coeficientul respectiv este divizivil cu p!. Astfel, fiecare coeficient al lui f ) (x este
divizibil cu a® p), asadar expresia

m

> s D)
J
R
=P
este un polinom simetric cu coeficienti Intregi de variabilele uy, us, ..., u;;, de aceea el
poate fi exprimat ca un polinom cu coeficienti Intregi in functiile simetrice elementare.
Inlocuim acum variabilele cu valorile a1, @2, ..., a si ne reamintim ci pentru fiecare
functie simetricd elementard avem:
i Am
oi(al’az""’am):(_l) -

Intrucét gradul polinomului in o; este cel mult egal cu s, fiecare termen are forma unui
intreg Tmpadrtit la o putere a lui @, nu mai mare de s. Astfel,

m m

1
Y Py =pl|a)] Wf(”(aj) ,

Jj=1 Jj=1

unde termenul dintre parantezele drepte este un numar Intreg. Deoarece aceastd afirmatie
este adevdratd pentru orice r astfel incat p < r < s 4 r, suma facutd dupd aceste valori
ale lui r este un intreg divizibil cu p. Cum aceastd suma este egali cu expresia originala,
demonstratia afirmatiei noastre este completa.
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In continuare, vom demonstra ci pentru p suficient de mare, k F(0) este, de aseme-

nea, un numdr intreg, dar nedivizibil cu p.

Intr-adevir, termenii lui F(0) sunt de trei tipuri:

e Termenii /) (x), pentru 0 < r < p — 2 contin, cu totii, un factor x, deci se
anuleazd pentru x = 0.

Termenii /) (x), pentru p < r < s + p sunt polinoame cu coeficienti intregi,
fiecare coeficient fiind divizibil cu p, dupi cum s-a vizut mai sus. Astfel, f)(0),
termenii constanti, sunt intregi divizibili cu p.

Pentru a ne asigura ca numarul k F'(0) nu este divizibil cu p este, prin urmare, sufi-
cient si ne asigurdm ci singurul termen rimas, adici k £ ?~1(0), nu este divizibil
cu p.

Din definitia lui f, rezulti ci singurul termen care contribuie la_f ?~1(0) este

asaé’ -1
(p—D!

Prin urmare,

kf P=D(0) = kaal.

In consecinta, dacd p este orice numar prim strict mai mare decét k, a si ag, atunci
v « e g Ky p
p nu poate sd divida produsul ka®ag .

Revenim acum la ecuatia (A.12). Am reusit sd demonstram cd, pentru p suficient de
mare, membrul stang este un Intreg nenul (pentru ci este suma dintre un intreg divizibil
cu p si unul nedivizibil cu p). Mai rdmane sd demonstrdm cd, din nou, pentru p suficient
de mare, membrul drept al acestei egalitifi poate fi facut subunitar, de unde va rezulta
contradictia cdutatd.

Avem

m

1
- /(; e(l_“)“ff(u(xj)du =
=1

j=

m 1 e as(ua')p_l[P(uOl')]p
) e L
=

fl i [am(uozj)P(uozj)]p_l
0 (p— D!

A

aje4) g™ =1 p(ya ;)| du,

j=1

deoarece

a = amp—l — (am)p—lam—l'



42 Anexa A. Transcendenta numarului

Fie B o margine superioard uniformd pentru 1 < j < m a functiilor continue
m
|a™ (uarj) P(ua))|

pe intervalul inchis 0 < u < 1 si fie C o margine superioara a functiei continue
m
Z ‘aje(l_”“f)am_lP(uozj)‘
j=1

pe acelaSi interval. Atunci expresia originald este marginitd superior de

CBP1
(p—DV

Cum aceastd margine superioara este termenul de ordinul p 1n seria MacLaurin a functiei
(de variabili B) CeB, iar aceasti serie se stie cii este convergenti, rezultd ci expre-
sia (A.13) trebuie sd tinda la zero, atunci cand p — oo. Dar asta inseamnd tocmai ca
membrul drept al relatiei (A.12) poate fi facut arbitrar de mic (si, in particular, subunitar)
daca numdrul prim p este suficient de mare. O

(A.13)
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