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Planul

Ecuatia vectoriala a planului

Fie v si w doi vectori necoliniari din spatiu si My un punct oarecare.
Daca atasam vectorii punctului My, atunci exista doua puncte, unic
determinate, P si Q, astfel incat v = W siw = My Q. Cum vectorii v
si w sunt necoliniari, punctele My, P si Q, la randul lor, sunt
necoliniare, deci determina un plan . Intenfionam sa descriem
punctele acestui plan cu ajutorul punctului My si al vectorilor v si w.

z
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Planul

Ecuatia vectoriala a planului

Fie M un punct din spatiu. Notam cu ry vectorul de pozitie al punctului
My si cu r vectorul de pozitie al punctului M. Pic’gul M, in mod clar,
apartine planului daca si numai daca vectorul MoM este coplanar cu
vectorii W Si I\m adica cu vectorii v si w. Sa presupunem ca M
apartine planului IN. Aceasta inseamna, intrucat vectorii v si w sunt

o D T .

liniar independenti, ca MyM are o descompunere (unica) sub forma
unei combinatii liniare a vectorilor v si w, cu alte cuvinte, exista (si sunt
unice) doua numere reale s si t astfel incat sa avem

—
MoM = sv + tw. (1)
< — : : < ,
Pe de alta parte, MyM = r — 1y, deci ecuatia precedenta se poate scrie
r=rg+ SV+ tw, (2)

ecuatie care se numeste ecuatia vectoriala a planului .
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Planul

Ecuatia vectoriala a planului

Sa presupunem acum ca punctul M are coordonatele (x, y, z), My are
coordonatele (xo, Yo, Zp), iar vectorii v si w au componentele

(vx, vy, Vz), respectiv (wy, wy, w;). Atunci ecuatia vectoriala (2) este
echivalenta cu sistemul de ecuatii scalare

X = Xg + SVx + twy
Z=2y+ SV + tw;

ecuatii care se numesc ecuatiile parametrice ale planului Tl. Ecuatia
planului se poate reprezenta sub forma vectoriala si fara a utiliza
parametrii. Intr-adevar, avem urmatorul rezultat:
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Planul
Ecuatia vectoriala a planului
Teorema

Ecuatia vectoriala a unui plan care trece printr-un punct My si este
perpendicular pe un vector n dat este

(r—rp)-n=0. (4)

Demonstratie.

Fie M planul determinat de punct si de vectorul normal. Daca M este
un punct oarecare al planului, atunci MpM L n, de unde rezulta ca

MoM-n =0 (
sau
(r—=rp)-n=0.
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Planul

Ecuatia generala a planului

Definitie
Se numeste ecuatie liniara (generala) relativ la necunoscutele x,y,z o
ecuatie de forma

Ax+By+Cz+ D=0, (6)

unde cel putin unul dintre coeficientii A, B, C ai necunoscutelor este
diferit de zero.

Teorema

Intr-un sistem de coordonate carteziene rectangulare, un plan este
definit de o ecuatie liniara generala de forma (6).
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Planul

Ecuatia generala a planului

Demonstratie.

Consideram un plan care trece prin punctul My si are vectorul normal
n(A, B.C). Atunci, pentru orice punct M(x, y, z) din plan, avem

(r—rp)-n=0
sau
A(X = X0) + B(y — yo) + C(z—2) =0
sau, Tnca,
Ax + By + Cz — (Axp + Byy + Czy) = 0,
care este o ecuatie liniara generala in x, y, z. O
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Planul

Ecuatia generala a planului

Demonstratie.

Invers, fie M(x, y, z) un punct din spatiu care verifica o ecuatie de
forma
Ax+By+Cz+ D=0,

cuA?+ B%4+ C?#£0.
Sa presupunem, de exemplu, ca in ecuatia de mai sus A # 0. Atunci,
in mod evident, punctul My(—D/A, 0, 0) verifica, de asemenea,
aceasta ecuatie. Notam cu n vectorul de componente (A, B, C). Cum

IMOIV,E r—ro= (X+D/A,y72)7

ecuatia planului care trece prin My si are vectorul normal n este

(r—ro)-n=0
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Planul

Ecuatia generala a planului

Demonstratie.
sau

Ax+D/A)+By+ Cz=0sauAx + By + Cz+ D =0,

prin urmare, punctul M este situat in planul care trece prin My si are pe
n ca vector normal. O

v
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Planul

Cazuri particulare ale ecuatiei generale a planului

@ Ecuatia unui plan care trece prin origine este:
Ax+ By + Cz=0.

Intr-adevir, se observa imediat ¢ ecuatia de mai sus este
verificata de originea O(0, 0, 0).
@ Ecuatiile planelor paralele cu axele de coordonate sunt

Ax+ By + D=0 (paralele cuaxa Oz),
Ax +Cz+ D=0 (paralele cu axa Oy),
By +Cz+ D=0 (paralele cu axa Ox).
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Planul

Cazuri particulare ale ecuatiei generale a planului

Intr-adevér, dacd in ecuatia generald a planului punem C = 0, ea
devine
Ax+By+ D =0.

in acest caz, vectorul normal la plan, n(A, B,0) are proiectia
ortogonala pe axa Oz nula, asadar vectorul este perpendicular pe axa,
deci planul este paralel cu axa Oz. La fel stau lucrurile si in celelalte
doua cazuri. Daca, in particular, si D = 0, atunci planele trec prin axe,
nu sunt doar paralele cu ele.

© Ecuatiile planelor paralele cu planele de coordonate sunt

Ax+ D=0 (paralele cu planul yOz),
By + D=0 (paralele cu planul xOz),
Cz+ D=0 (paralele cu planul xOy).
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Planul

Cazuri particulare ale ecuatiei generale a planului

Intr-adevar, dacd, de exemplu, punem in ecuatia planului B = C = 0,
ea se transforma in
Ax+D=0.

Vectorul normal la acest plan este n(A, 0,0). Acest vector este
perpendicular pe planul yOz, deci planul care il are ca vector normal
este paralel cu planul yOz. La fel se rationeaza si in cazul celorlalte
doua plane de coordonate.

Si aici, ca si mai sus, daca punem si D = 0, obtinem plane care sunt
paralele cu planele de coordonate si trec prin origine, adica obtinem
ecuatiile planelor de coordonate, x = 0,y = 0, respectiv z = 0.
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Planul

Alta forma a ecuatiei vectoriale a planului

Plecam de la ecuatia vectoriala a planului care trece printr-un punct si
este paralel cu doi vectori necoliniari:

r—ro=Sv-+tw,
adica vectorii r — rg, v sunt liniar dependenti sau
(I' — o, V, W) =0. (7)

Aceasta ecuatie se numeste, de regula, pur si simplu, ecuatia planului
care trece prin punctul My si este paralel cu vectorii u siv. Daca
dezvoltam produsul mixt (7), se constata imediat ca aceasta ecuatie
este echivalenta cu ecuatia

X=X VY=Y Z2— 2
V1 Vo V3 =0 (8)
w4 Wo w3
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Planul

Alta forma a ecuatiei vectoriale a planului

sau cu ecuatia

Vo V3
Wo W3
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Planul

Ecuatia planului determinat de trei puncte necoliniare

Fie My(x1, 1, 21), Ma(X2, Y2, 22), M3(x3, y3, Z3) trei puncte necoliniare
din spatiu. Atunci cele trei puncte determina un plan. Pentru a obtine
ecuatia sa, aplicam metoda de la punctul precent. Mai precis, fie

—

V=MM(xo—x1,Y2 — ¥1,22 — 21),
—

W = MiMs(x3 — X1, Y3 — ¥1,23 — Z1).

Atunci acesti doi vectori sunt, in mod evident, necoliniari si paraleli cu
planul. Planul a carui ecuatie o cautam este cel care trece prin My si
este paralel cu vectorii v si w. Prin urmare, ecuatia sa este (vezi 8):

X=X Y—»Nn Z—2Z
Xo—X1 Yo—Yy1 22—2z1|=0. (10)
X3—X1 Y3— Y1 Z3—Z
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Planul

Ecuatia planului determinat de trei puncte necoliniare

Ecuatia (10) se poate rescrie in forma de mai jos, mai usor de

memorat:
X

X
Xo
X3

Paul A. Blaga (Universitatea “Babes-Bolyai”)
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Planul
Conditia de coplanaritate a patru puncte

Din formula (11) rezulta imediat conditia de coplanaritate a patru
puncte:

Patru puncte My, Mo, M3, My sunt coplanare daca si numai daca:

X1 14
Xo Yo 22
X3 Y3 Z3
X4 Y4 2y

—_ = A

Desigur, ecuatia este echivalenta cu conditia

Xo—X1 Yo— Y1 Z2—Z4
X3—X1 Ya—y1 2z3—2z1|=0.
X3—X4 Ya—V¥V1 Z3—2Z
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Planul

Ecuatia planului prin taieturi

@ [1—plan care n care nu trece prin origine si prin nici una dintre
axe. Atunci ecuatia sa generala este

Ax+By+Cz+ D=0,

unde nici unul dintre cei patru coeficienti nu se anuleaza.
@ Atunci
e MNOx={P(-D/A,0,0)};
e NNOy={Q(0,-D/B,0)};
e NN Oz ={R(0,0,-D/C)}.
@ Daca introducem notatiile

b, _b,__D
_A, __B, __07

ecuatia planului care trece prin punctele P, Q, R se va scrie

a—=
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Planul

Ecuatia planului prin taieturi

o T oOoXx
0O ©OON
e T S Y
I
o

O O N X

@ Daca dezvoltam ecuatia de mai sus, obtinem
bex + cay + abz — abc = 0

sau, daca impartim cu abc,

Xy Y, 2 42
et 1=0 (13)

Ecuatia (13) se numeste ecuatia planului prin taieturi.
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Planul

Ecuatia planului prin taieturi

Motivul este legat de faptul ca lungimile cu semn a, b, ¢ se numesc
taieturile planului pe axele de coordonate. Ele sunt lungimile cu semn
ale segmentelor determinate de origine si de punctele de intersectie
ale planului cu cele trei axe de coordonate.

20/82
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Planul

Ecuatia normala a unui plan

Fie N un plan si OP — perpendiculara din origine pe plan. Daca planul
trece prin (%ine, atunci punctul P coincide cu originea, deci lungimea
vectorului OP este egala cu zero. in cazul general, ins3, fie

oo

lungimea acestui vector (egala, de fapt, cu distanta de la origine la
planul ).

Fie n(cos «, cos 3, cos y) versorul vectorului 55 (care este, In acelasi
timp, versorul normalei la plan). Atunci punctul P (piciorul
perpendicularei pe plan din origine), va avea coordonatele

P(pcosa, pcos 3, pcos),
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Planul

Ecuatia normala a unui plan

Daca M(x, y, z) este un punct oarecare din planul 1, atunci
componentele sale vor fi

W/I(X — pcosa,y — pcos3,Z — pcos7y).
Cum vectorii W/I si n sunt perpendiculari, avem
PM-n=0
sau

X cosa + Yy cos 3+ Zcosry —p(cos2a+c0526+coszfy) =0

=1
sau, in final,
Xcosa+ ycosf+ zcosy—p=0. (14)

Ecuatia (14) se numeste forma normala Hesse sau, pur si simplu,

forma normala a ecuatiei planului.
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Planul

Ecuatia normala a unui plan

Forma normala a ecuatiei unui plan este utila in anumite situatii, de
aceea, vom arata cum se poate obtine.
@ Plecam cu un plan scris sub forma generala,

Ax+ By + Cz+ D =0.
@ Acest plan are si 0 ecuatie normala,
Xcosa+ ycosf+ zcosy—p=0.

@ Cum cele doua ecuatii trebuie sa reprezinte acelasi plan,
coeficientii lor trebuie sa fie proportionali:

cosa = AA, cos 3 = AB, cosy = \C, —p = \D.
@ Daca ridicam la patrat primele trei egalitati si le insumam, obtinem

N2 (A2 + B2+ CR) =1,
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Planul

Ecuatia normala a unui plan

@ Asadar,
A=+ ! . (15)
VAR B+ C?
@ Semnul din (15) se alege astfel incat sa fie opus semnului

termenului liber D din ecuatia generala.

@ Daca D = 0, atunci semnul lui \ se poate alege oricum.

@ ) se numeste, din motive evidente, factor normalizator al ecuatiei
generale a planului.

@ Planul N imparte multimea tuturor punctelor din spatiu care nu
apartin lui M in doua submultimi, numite semispatii deschise.

@ Vom numi semispatiu pozitiv acel semispatiu inspre care este
indreptat vectorul n. Celalalt se numeste semispatiu negativ.

@ originea spatiului se afla intotdeauna fie in planul I1, fie in
semispatiul negativ.
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Planul

Distanta de la un punct la un plan

Definitie

Se numeste distanta de la un punct My(xo, Yo, Zo) la planul I lungimea
d a perpendicularei coborate din punctul My pe planul . Se numeste
abatere (sau deviere) a punctului My relativ la planul I numarul 6
definit astfel incat:

@ J = ddaca M, este in semispatiul pozitiv determinat de I1;

@ 6 =0daca M,

@ § = —ddaca M, este in semispatiul negativ.

25/82
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Planul
Distanta de la un punct la un plan

Teorema
Daca planul este dat prin ecuatia normala

Xcosa+ ycosf3+ zcosy—p=0,

atunci au loc formulele

0 = Xgcosa+ ygcos B+ Zgcosy — p; (16)

d=|xgcosa+ ygcos 3+ Zgcosy — p|. (17)
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Planul

Distanta de la un punct la un plan

Teorema

Daca planul este dat prin ecuatia sa generala,

Ax+By+Cz+ D=0,

atunci au loc formulele

A B
5= Axot }/o+Czo+D’ (18)
+VA? + B? + C?

_ ‘AXo—i-Byo—i-CZo—i-D‘
= mEic (19)
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Planul

Distanta de la un punct la un plan

Demonstratie.
Notam cu P, proiectia ortogonala a lui My pe dreapta OP. Atunci

0 = (PPy) = (OPy)—(OP) = n~O—Mo>—p = Xp cos a+Yp cos B+2Zy cosy—p.

Asadar, formula (16) este demonstrata. (17) rezulta din (16), pentru ca,
in mod evident, d = |9]. O

v
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Planul

Unghiul a doua plane

Prin unghiul a doua plane infelegem masura unghiului plan asociat
unghiului diedru format de cele doua plane, adica masura unghiului
format de directiile normale la cele doua plane.

Cele doua plane formeaza, in fapt, nu unul ci patru unghiuri, doua cate
doua opuse si egale si adiacente suplimentare.

Consideram doua plane

Aix+Biy+Ciz+ Dy =0 (20)
Si
Aox + Bgy—i- Coz+ D, =0. (21)

Vectorii normali la cele doua plane sunt ny(Aq, By, C1) Si
no(Az, Bz, Co), prin urmare unghiurile sunt date de

A1A> + BB + C1Co
\/A2+BZ—|—CZ \/A2—|—B2+02
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Planul

Unghiul a doua plane

@ Daca membrul drept este pozitiv, se obtin unghiurile ascutite,
daca este negativ — unghiurile obtuze.

@ Din formula (22), rezulta ca cele doua plane sunt perpendiculare
daca si numai daca

A1As + B1Bs + C1Co = 0. (23)

@ Pe de alta parte, planele sunt paralele exact atunci cand cei doi
vectori normali sunt paraleli, adica daca si numai daca

A Bi C

—_— = = —. 24
A B G (24)
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Dreapta in spatiu

Ecuatia vectoriala si ecuatiile parametrice ale dreptei

Fie A o dreapta in spatiu.
@ Un vector nenul a se numeste vector director al dreptei A daca
orice segment orientat din clasa lui a este paralel cu dreapta A.
@ Daca a(/, m, n) este un vector director al dreptei A, iar
Mo(xo, Yo, Z0) €ste un punct oarecare dreapta, atunci un punct
arbitrar din4sE>a1iu, M(x,y, z), apartine dreptei daca si numai daca
vectorul MyM(x — xo, ¥ — Yo,Z — Zp) este coliniar cu vectorul a.

@ Notam cu rg, respectiv r vectorii de pozitie OMy, O_I\>/I ai punctelor
Mo, respectiv M. Atunci
M()M =rF—¥p,
. T L < : <
prin urmare vectorii MyM si a sunt coliniari daca si numai daca
exista un numar real t astfel incat sa avem

r—ro=ta,
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Dreapta in spatiu
Ecuatia vectoriala si ecuatiile parametrice ale dreptei
sau
=TIy + ta. (25)

Ecuatia (25) se numeste ecuatia vectoriala a dreptei A, care trece prin
punctul My si are ca vector director vectorul a. Pe componente, avem

X =Xxp+ It
y=yo+mt (26)
zZ=2zy+ nt

ecuatii care se numesc ecuatiile parametrice ale dreptei care trece prin
punctul My(xo, o) i are vectorul director a(/, m, n).

Intr-un alt sistem de coordonate, ecuatiile parametrice isi modifica
forma.
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Dreapta in spatiu

Ecuatiile canonice ale unei drepte in spatiu

Daca fiecare dintre componentele /, m, n ale vectorului director a este
diferita de zero, atunci ecuatiile (26) sunt echivalente cu sistemul

X=X _ Y=Y Y—)Yo_<Z2-2 Z—-2 _X—X

/ m ' m n’' n 7 27)
sistem pe care il vom scrie, de regula, sub forma
X=X _Y—) _2-2% (28)
/ m n

Ecuatiile (28) se numesc ecuatiile canonice ale dreptei care trece prin
punctul My(xo, Yo, Zo) Si are vectorul director a(/, m, n).
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Dreapta in spatiu

Ecuatiile canonice ale unei drepte in spatiu

Observatie

Din moment ce vectorul director a este diferit de zero, intotdeauna se
poate gasi un sistem de coordonate in raport cu care toate
componentele sale sa fie nenule. Totusi, in anumite sisteme de
coordonate, una sau doua dintre componentele sale pot fi egale cu

zero. Facem aceeasi conventie ca si in cazul dreptei in plan. Astel,
sistemul
X=X _Y—Y _Z2-2
/ m 0
este echivalent cu sistemul de ecuatii

X — X —
=T 2oz, 120 mz0,

in timp ce un sistem de ecuatii de forma
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Dreapta in spatiu

Ecuatiile canonice ale unei drepte in spatiu

Observatie

este echivalent cu sistemul

Y=Y, 2= 2.
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Dreapta in spatiu

Dreapta ca intersectie de doua plane

@ O dreapta in spatiu se poate reprezenta ca o intersectie de doua
plane distincte, care trec printr-o aceeasi dreapta:

A B Dy =
{ 1X+Biy+ Ciz+ Dy =0, (29)

Aox + Bgy—l— Coz+ D> =0.

@ Cum planele care definesc dreapta nu sunt paralele, coeficientii
necunoscutelor din cele doua ecuatii ale sistemului (29) nu sunt
proportionali. Altfel spus, rangul matricii acestui sistem de ecuatii
liniare este maxim (adica este egal cu doi).

@ Ecuatiile sistemului (29) care definesc o dreapta data nu sunt
unice.
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Dreapta in spatiu

Ecuatiile canonice ale unei drepte in spatiu
@ Fiecare dintre ele se poate Tnlocui cu o ecuatie de forma
2(A1X + Byy + C1z + Dy) + B(Aex + Boy + Coz + Do) = 0,

unde « si 8 sunt numere reale care nu se anuleaza simultan,
astfel incat, fireste, sistemul sa aiba, in continuare, rang maxim.
@ Si afirmatia inversa este adevarata: orice sistem de ecuatii de
forma (29), de rang doi, descrie o dreapta in spatiu.
De multe ori, trebuie sa gasim vectorul director al unei drepte data ca
intersectie de doua plane. Consideram dreapta (29) si fie
n{(A¢, By, Cq) si na(Az, Bo, Co) — vectorii normali la cele doua plane
care determina dreapta. Atunci produsul lor vectorial,

V=nN{ XNo

este, in mod evident, un vector director al dreptei.
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Dreapta in spatiu

Ecuatiile canonice ale unei drepte in spatiu

Prin urmare:

1B ¢

y Ci A
1B G

Co Ao i k.

A B
A B>

+]

O alta modalitate de a gasi vectorul director este “forta bruta”, de
exemplu gasim doua solutii distincte ale sistemului, iar diferenta lor
este un vector director.
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Dreapta in spatiu
Ecuatiile dreptei care trece prin doua puncte

Sa presupunem ca se dau doua puncte distincte M; (x4, y1,21) Si
Mao(x2, ¥, o) ale unei drepte A. Atunci vectorul

MiMa(x2 — X1, Y2 — Y1, 22 — Z1) este un vector director al dreptei, prin
urmare dreapta A este dreapta care trece prin punctul M; si are ca

vector director vectorul My Ms. Asadar ecuatiile parametrice ale dreptei
A (care trece prin punctul M; si are ca vector director pe My Ms), vor fi

X = X1+ (X2 — x1)t,
Yy=y1+ -y, (30)
z=2z1+ (22 — z9)t.

Ecuatiile acestea se pot rescrie, fireste, sub forma canonica:

X=X _Y—-H»hn Z—-2Z4
Xo—X1  Yo—V1 22— Z

Paul A. Blaga (Universitatea “Babes-Bolyai”) Dreapta si planul in spatiu 39/82



Dreapta in spatiu

Unghiul a doua drepte in spatiu

@ Prin definitie, unghiul a doua drepte in spatiu este unghiul pe care
il formeaza vectorii lor directori.

@ Nu este necesar ca cele doua drepte sa fie coplanare.

@ Unghiul dintre drepte nu este unic determinat. El depinde de
alegerea sensurilor vectorilor directori.

@ Daca vrem sa determinam unghiul ascutit dintre cele doua drepte,
trebuie sa ne asiguram ca unghiul respectiv are un cosinus pozitiv.

Fie, prin urmare,
X—X1 _Y—WNn _Z-24

(D) AR =R (32)
Si
X=X Y—Yo Z—-2»
(Dp): =2 =T ===, (33)

de vectori directori v1(/, my, ny), respectiv Vo (k, mp, no).
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Dreapta in spatiu

Unghiul a doua drepte in spatiu

Atunci unghiul dintre cele doua drepte este dat de

Vi-V Il +myms + nyn
cosprp =+ 1-V2 1lo + MmMymz + nine . (34)
val] - llve] VB -+ 2B+ 4
Unghiul ascutit dintre cele doua drepte este dat de
Il +myms + nyn
cos p = |l 4+ mymy + nyny| (35)

2 o, 2 /p >, 2
\/11 +m1+n1\/12+m2+n2

Dreptele (32) si (33) sunt perpendiculare daca vectorii lor directori sunt
perpendiculari, adica daca

Vi-Vo=lb+mms+nin, =0. (36)
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Dreapta in spatiu

Unghiul a doua drepte in spatiu

Dreptele (32) si (33) sunt paralele daca vectorii lor directori sunt
coliniari, adica daca exista un scalar (nenul, in cazul nostru) A € R

astfel ncat sa avem
Vi = )\Vg (37)

sau (cu aceeasi conventie ca si la ecuatiile dreptei)

/1 M m
b M (38)
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Pozitiile relative a doua plane

Presupunem ca s-a fixat un sistem de coordonate afine Oxyz si sunt
date doua plane, prin ecuatiile lor generale

A1X—|—B1_V—{—C1Z—|—D1 =0, (39)

Aox + Boy + Coz+ D, = 0. (40)

Este clar, din considerente geometrice, ca cele doua plane se pot afla
in urmatoarele situatii:

@ se taie dupa o dreapta;
@ sunt paralele, dar nu coincid;
@ coincid.

Scopul nostru este sa stabilim relatiile care exista intre coeficientii
celor doua ecuatii in fiecare caz.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Pozitiile relative a doua plane
@ Urma a planului (39) pe planul de coordonate xOy = intersectia
dintre acest plan si planul de coordonate.
@ Daca planul (39) nu este paralel cu planul xOy, atunci aceasta

intersectie este o dreapta care, privita ca dreapta in planul de
coordonate, va avea, in mod evident, ecuatia

Aix+ Byy+ Dy =0.

@ Analog se obtin urmele planului pe planele de coordonate xOz si
yOz, daca planul nostru nu este paralel nici cu aceste plane de
coordonate.

@ Planul (40) coincide cu planul (39) daca si numai daca urmele lor
pe planele de coordonate coincid.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Pozitiile relative a doua plane

@ Aceasta se intampla daca si numai daca toti coeficientii celor
doua plane sunt proportionali, adica daca si numai daca exista un
scalar nenul )\ astfel incat sa avem

A = Mo, Bi = A\By Ci = \Ca, Dy = AD; (41)

sau
Aq . B . C1 . D,

A B, G Dy

@ Din punct de vedere algebric, la aceeasi concluzie se poate
ajunge si pe alta cale. Pentru ca planele (39) si (40) sa coincida,
este necesar si suficient ca sistemul format din ecuatiile lor sa fie
compatibil, dublu nedeterminat, ceea ce inseamna exact
conditia (41).
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Pozitiile relative a doua plane

@ Sa presupunem acum, de exemplu, ca primul plan este paralel cu
planul xOy. Aceasta inseamna, evident, ca Ay = By = 0, iar
rationamentul algebric de mai sus ne duce la aceeasi cocluzie ca
pentru planele n pozitie generala.

@ Daca sistemul de ecuatii (39)—(40) este incompatibil, atunci
inseamna ca rangul sistemului trebuie sa fie egal cu 1, in timp ce
rangul matricei extinse trebuie sa fie egal cu 2. Prin urmare,
planele sunt paralele daca si numai daca

A _B_C D
Ao B G’ Do

Cu aceeasi conventie ca mai sus asupra egalitatii cu zero a
numitorilor.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Pozitiile relative a doua plane

@ Ultima situatie posibila este ca sistemul format din ecuatiile
planelor sa fie de rang maxim, ceea ce inseamna ca intersectia
este o dreapta. Aceasta inseamna ca primii trei coeficienti nu pot
fi proportionali.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Pozitiile relative a trei plane
Consideram trei plane, date prin ecuatiile lor generale:

(P1)Aix+ By + Ciz+ Dy =0,
(P2) Aox + Boy + Coz + Dy = 0, (43)
(P3)/43X7L Bsy + Csz+ D3 =0.

Pentru a stabili pozitiile relative ale celor trei plane, trebuie sa studiem
sistemul de ecuatii (43). Fie A determinantul sistemului:

Al B G
A B G
A3 Bs C3

A =

Y
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Pozitiile relative a trei plane

m — matricea sistemului,

Al B C
m= A2 Bg CQ
Az B3 Cs

si M — matricea extinsa a sistemului,
A1 B1 C1 D1
M=1A B C D>]|.
A3 B3 C3 D

Notam, de asemenea, cu n{(A¢, By, Cy1), n2(Az, Bz, Cy), n3(As, Bs, C3)
vectorii normali la cele trei plane.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Pozitiile relative a trei plane

Avem urmatoarele situatii:

@ Daca A # 0, atunci sistemul (43) este compatibil determinat, prin
urmare, are o singura solutie: planele se intersecteaza intr-un
punct.

@ Sapresupunem acumca A =0, rgm = 2, rg M = 3, iar vectorii
normali la cele trei plane sunt, doi cate doi, necoliniari. Deoarece
rangul matricei sistemului este strict mai mic decéat rangul matricei
extinse, sistemul este incompatibil, prin urmare cele trei plane nu
au nici un punct comun. Cum vectorii normali sunt, doi cate doi,
necoliniari, rezulta ca planele sunt, doua cate doua, neparalele.
Ele se intersecteaza dupa cate o dreapta, iar cele trei drepta care
se obtin sunt paralele.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Pozitiile relative a trei plane

@ De data aceasta avem, de asemenea, rgm = 2, rg M = 3, dar
acum doi dintre cei trei vectori normali la plane sunt coliniari®.
Doua dintre cele trei plane (cele cu vectorii normali coliniari) sunt
paralele intre ele, iar cel de-al treilea le intersecteaza pe ambele.

@ Sa presupunem acum ca rgm = 2, rg M = 2 (deci sistemul este
compatibil), iar vectorii normali sunt doi cate doi necoliniari. in
acest caz, planele sunt doua cate doua distincte si trec prin
aceeasi dreapta.

@ Dacargm =2, rg M = 2, iar doi dintre cei trei vectori normali sunt
coliniari, atunci, din nou, sistemul este compatibil, doua dintre
plane coincid (cele care au vectorii normali coliniari), iar cel de-al
treilea le intersecteaza dupa o dreapta.

"Nu pot fi toti trei coliniari, deoarece rg m = 2!
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Pozitiile relative a trei plane

Daca rgm =1, rg M = 3, atunci sistemul este incompatibil, asadar
planele nu se intersecteaza, dar ele sunt paralele intre ele.
Dacargm =1, rg M = 2, atunci doua dintre plane coincid, iar cel
de-al treilea este paralel cu ele.

Daca rgm =1, rg M = 1, atunci sistemul este compatibil dublu,
toate cele trei plane coincid.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Fascicole de plane. Snopuri de plane

Definitie
Se numeste fascicol de plane multimea tuturor planelor care trec
printr-o anumita dreapta, care se numeste axa fascicolului.

Sa presupunem ca sunt date doua plane distincte concurente

Aix+Biy+ Ciz+ Dy =0, (44)
Aox + Bgy + Coz+ D> = 0. (45)
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Fascicole de plane. Snopuri de plane

Teorema

Daca « si g sunt doud numere reale care nu se anuleaza simultan,
atunci ecuatia

a(Aix+ By + Ciz+ D) + B(Aex + Boy + Coz+ Do) =0 (46)

este ecuatia unui plan ce aparfine fascicolului de plane determinat de
planele (44) si (45). Invers, orice plan al acestui fascicol se poate
reprezenta cu ajutorul unei ecuatii (46), pentru o anumita alegere a
constantelor o si 3, care nu sunt ambele nule.

Demonstratia acestei teoreme este perfect analoga cu demonstratia
teoremei similare pentru fascicole de drepte din plan.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Fascicole de plane. Snopuri de plane

Spre deosebire de cazul dreptelor din plan, unde am avut de
considerat doar familiile de drepte care trec printr-un punct (adica
fascicolele de drepte), in cazul planelor in spatiu, pe langa fascicolele
de plane (care trec printr-o dreapta), putem considera alte familii
remarcabile de plane, cele ce trec printr-un punct. incepem prin a da
urmatoarea definitie:

Definitie
Se numeste snop de plane multimea tuturor planelor care trec
printr-un punct dat, numit centrul snopului de plane.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu
Fascicole de plane. Snopuri de plane
@ Daca centrul snopului de plane este dat prin intermediul
coordonatelor sale, S(xo, Yo, 20)-
@ Atunci orice plan care trece prin centrul snopului (si, deci, apartine
snopului), se poate scrie sub forma

A(x = Xo) + B(y — y0) + C(z — 20) = 0, (47)

unde constantele reale A, B, C nu sunt toate egale cu zero.

@ Invers, pentru orice constante A, B, C care nu sunt toate egale cu
zero, ecuatia (47) este ecuatia unui plan care trece prin centrul
snopului.

Ca si in cazul fascicolelor, insa, de multe ori nu este dat in mod explicit
centrul snopului de plane, ci acesta este descris cu ajutorul ecuatiilor
unor plane care trec prin acest punct.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Fascicole de plane. Snopuri de plane

Este util sa avem o descriere a planelor snopului cu ajutorul unui
numar redus de plane (mai precis, trei), care determina in mod unic
centrul acestui snop. Avem urmatorul rezultat:

Teorema

Fie
Aix+Biy+Ciz+ Dy =0
Aocx+ Boy +Coz+ D> =0 (48)
Asx + Byy + C3z+D3;=0

ecuatiile a trei plane care trec prin punctul S(xo, yo, Zo) astfel incat sa
fie indeplinita conditia
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Fascicole de plane. Snopuri de plane

Teorema

Ay By Cy
A B Co
A3 B3 Cs3

Atunci pentru orice numere reale «, 3,~ care nu se anuleaza simultan,
ecuatia

£0. (49)

a(A1x+Biy+C1z+D1)+B(Ax+Boy+Caz+Do )+~ (A3 x+Bsy+C3z+Dj3) -

(50)
descrie un plan al snopului de plane cu centrul in punctul S. Invers,
orice plan al acestui snop poate fi descris prin intermediul unei ecuatii
de acest tip, pentru o0 anumita alegere a constantelor o, 3, .
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Pozitia relativa a unei drepte fata de un plan
Consideram un plan I1, dat prin ecuatia generala

Ax+By+Cz+D=0

(51)
si 0 dreapta A, data prin ecuatiile sale parametrice
X = xp+ I,
y=Yo+mt, (52)
Z =2y + nt.

Trebuie sa stabilim pozitia dreptei A relativ la planul M.
Este clar, din motive geometrice, ca sunt posibile urmatoarele situatii:
@ dreapta intersecteaza planul intr-un punct;

@ dreapta este paraleld cu planul si nu este situata in el;
@ dreapta este inclusa in plan.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Pozitia relativa a unei drepte fata de un plan

Vom stabili care trebuie sa fie legatura dintre coeficientii planului si cei
ai dreptei pentru fiecare dintre cele trei situatii.

Daca inlocuim expresiile lui x, y, z din ecuatiile dreptei A in ecuatia
planului I, obtinem:

(Al+Bm+ Cn)t+ Axp + Byp + Czp + D = 0. (53)

Solutia acestei ecuatii in t reprezinta valoarea parametrului de pe
dreapta care corespunde punctului (sau punctelor) de intersectie dintre
dreapta si plan. Este usor de vazut ca ecuatia admite o solutie unica
daca si numai daca coeficientul lui t este diferit de zero, adica

Al + Bm+ Cn # 0.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Pozitia relativa a unei drepte fata de un plan

Semnificatia geometrica a acestei relatii este clara: vectorul director al
dreptei nu este perpendicular pe vectorul normal la plan, adica dreapta
nu este paralela cu planul. Prin urmare, conditia aceasta este conditia
ca dreapta si planul sa se intersecteze intr-un punct.

Daca este indeplinita conditia

Al+Bm+Cn=0, Axo+Byy,+ Czg+D#0,

atunci dreapta este paralela cu planul, dar nu se intersecteaza cu el.
Intr-adevar, prima conditie arata ca dreapta este paralela cu planul, in
timp ce a doua conditie indica faptul ca ecuatia nu are solutie.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Pozitia relativa a unei drepte fata de un plan

in sfarsit, daci este indeplinita conditia

Al+Bm+Cn=0, Axg+Byy,+ Cz+ D=0,

atunci dreapta este inclusa in plan, pentru ca, in acest caz, ecuatia de
intersectie se transforma intr-o identitate, care este verificata pentru

orice t real.

62/82
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu
Ecuatia unui plan determinat de doua drepte concurente
Consideram dreptele
X — Xo Z— 2y

. Y=Y _
(Dy) : N T (54)

si

X=X Y=Y _ Z2—2
(Dy) : b S (59)
care trec prin punctul My(xo, Yo, Z0)-
Atunci planul care trece prin cele doua drepte este, in fapt, planul care
trece prin punctul My si este paralel cu vectorii v{(/, my, nq) si

Vo(h, mp, no), deci ecuatia sa este
X=X Y—Yo £2— 2

/1 my m =0. (56)
I mo Ny
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Ecuatia planului determinat de o dreapta si un punct

Consideram dreapta

= (57)

si punctul Mx(x2, y», 22), care nu apartine dreptei. Planul pe care il
cautam este cel care trece prin punctul M;(xy, y1, z1) si este paralel cu

vectorii v(/, m, n) si MyMa(X2 — X1, Y2 — Y1, Z2 — 21), deci ecuatia lui va fi

X=X Y—=-»N 2Z—2Z4
Xo—Xy Yo—Y1 Zo—2z1|=0. (58)
/ m n
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu
Ecuatia planului determinat de doua drepte paralele
Consideram dreptele paralele (si distincte!)
X=X _ Y= _Z2-4

(D1): = e (59)

si
X=X Y)Y Z—-2
(Do) == =7 P =2, (60)
care trec prin punctele M;(x1, y1, 21) si Ma(X2, y2, 22). Planul pe care il

cautam este cel care trece prin punctul M;(xy, y1, z1) si este paralel cu
vectorii v(/, m, n) si MyMa (X2 — X1, Y2 — Y1, Z2 — 21), deci ecuatia lui va fi

X=X Yy—»n Z—2Z
Xo—Xy Yo—Y1 Zo—2z1|=0. (61)
/ m n
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Proiectia unei drepte pe un plan

Consideram dreapta

= (62)

si planul
(P): Ax+By+Cz+D=0. (63)

Este usor de constatat ca daca proiectam ortogonal toate punctele
dreptei (D) pe planul (P) obtinem o dreapta situata in plan, pe care o
vom numi proiectia dreptei (D) pe planul (P). Daca dreapta este
perpendiculara pe plan, atunci dreapta aceasta, de fapt, se reduce la
un singur punct, cel in care dreapta inteapa planul. De aceea, in cele
ce urmeaza, vom admite ca dreapta nu este perpendiculara pe plan.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Proiectia unei drepte pe un plan

Dreapta pe care o cautam o vom scrie ca intersectie a doua plane:
planul (P) si planul (P’), care trece prin dreapta (D) si este
perpendicular pe planul (P). in practica, acest plan este planul care
trece prin punctul My(xo, Yo, Zp) de pe dreapta si este paralel cu
vectorul director al dreptei, v(/, m, n) si vectorul normal la planul (P),
n(A, B, C), Datorita ipotezei pe care am facut-o mai sus, cei doi vectori
sunt necoliniari, deci punctul si cei doi vectori determina, in mod unic,
planul (P').

Dupa cum am vazut, ecuatia planului (P’) este

X=X Y—Yo Z2—2
/ m n |=0. (64)
A B C
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Proiectia unei drepte pe un plan

Asadar, ecuatiile proiectiei dreptei pe plan sunt

X=X Y—Yo Z—2
/ m n | =0,
A B C

Ax+ By +Cz+ D =0.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Pozitia relativa a doua drepte in spatiu

Presupunem ca se dau doua drepte in spatiu, prin intermediul
ecuatiilor lor parametrice

X=Xx1+ht, y=y1 +mt, z=2z; + mt, (66)
X =Xo+ bs, Y=Yo+MmeS, Z=2o+ NS, (67)
si vrem sa stabilim pozitia lor relativa.
Din considerente geometrice, este clar ca putem avea urmatoarele
situatii:
@ dreptele sunt concurente;
@ dreptele coincid;
@ dreptele sunt paralele, dar nu coincid;
@ dreptele sunt necoplanare (strambe).

Vom stabili acum legaturile dintre coeficientii celor doua drepte pentru
fiecare situatie.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Pozitia relativa a doua drepte in spatiu
Consideram vectorii directori ai celor doua drepte:
ai(ly,my,ny), ag(k, mo, ny).
Presupunem ca acesti vectori sunt coliniari, adica
Iy = Xb, my = Amo, ny = Ano. (68)

Atunci dreptele sunt paralele, adica fie coincid, fie sunt paralele si nu
au nici un punct comun. Dreptele coincid daca si numai daca vectorul
MMz, unde Mi(x1, y1,21), Ma(X2, ¥2, Z2), este paralel cu vectorii a; Si
a,, adica:

Xo — X1 = ply, Yo —y1 = pmy, Zo — 21 = pny. (69)

Astfel, egalitatile (68) si (69) reprezinta conditiile necesare si suficiente
pentru ca dreptele (66) si (67) sa coincida.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Pozitia relativa a doua drepte in spatiu

@ Pentru ca dreptele sa fie paralele, fara sa coincida, este necesar
si suficient ca conditia (68) sa fie verificata, iar conditia (69) — nu.

@ Sa presupunem acum ca vectorii a; si as sunt necoliniari, adica
nu este verificata conditia (68). Atunci dreptele (66) si (67) se
intersecteaza intr-un punct sau sunt necoplanare.

@ Daca se intersecteaza si, prin urmare, se afla intr-un acelasi plan
I, atunci vectorii aq, a» si M M- sunt coplanari. De aceea:

Xo—X1 Yo—Y1 22— 2
/1 my n =0. (70)
I mo no
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Pozitia relativa a doua drepte in spatiu

@ Invers, sa presupunem ca vectorii a; si az sunt necoliniari si este
verificata conditia (70).

@ Alegem punctele A; gi A astfel incat sa avem MjA; = asi
—

M2A2 = ao.

@ Atunci segmentele My M., M A; si Mo A, determina un plan, in
care sunt situate dreptele (66) si (67).

@ Cum vectorii a; si a2 sunt necoliniari, dreptele sunt concurente.
Astfel, dreptele (66) si (67) sunt concurente daca si numai daca
vectorii lor directori sunt necoliniari si este verificata
egalitatea (70).

@ Remarcam ca aceasta egalitate are loc si daca dreptele sunt
paralele, pentru ca in acest caz a doua si a treia linie a
determinantului sunt proportionale.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Pozitia relativa a doua drepte in spatiu

@ Prin urmare, conditia necesara pentru ca dreptele noastre sa fie
necoplanare este

Xo—X1 Yo—Y1 Z2—Z4
I my n 75 0.
I mp e

In restul acestui capitol vom presupune ca reperul cu care lucram
este ortonormat.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Distanta de la un punct la o dreapta in spatiu

Vom stabili, in cele ce urmeaza, o formula care ne da distanta d de la
un punct My, de vector de pozitie ry, in spatiu, la o dreapta A, de
ecuatie vectoriala r = ry + ta. Alegem, mai intai, un punct M, pe
dreapta A astfel incat sa avem MyM, = a.

Construim un paralelogram pe vectorii MoM; si MoM-. Atunci distanta
d cautata este egala cu lungimea perpendicularei M; N, coborate din

varful M; pe latura opusa a paralelogramului. Cum aria
paralelogramului este egala cu

|(r—ro) x a| = [la]|d,
formula

ne da distanfa de la punctul My, de vector de pozitie r{ la dreapta A.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Perpendiculara comuna a doua drepte strambe

Consideram doua drepte in spatiu,

X—X _Y—WNn <Z2—24
: = = 71
(1) h m N (71)

X—X Y-V Z2—-2
Ao) - = = 72
( 2) /2 mo No 3 ( )
astfel incat cele doua drepte sa fie necoplanare, adica

Xo—X1 Yo— Y1 Z2—Z4
/1 my n 75 0.
lo mp Ny
Exista o singura dreapta care intersecteaza ambele drepte date si este
perpendiculara pe fiecare dintre ele. De aceea, ea se si numeste
perpendiculara comuna a celor doua drepte.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Perpendiculara comuna a doua drepte strambe

Metoda de construire a perpendicularei comune este cat se poate de
simpla. Mai intai determinam vectorul director al acestei
perpendiculare. Fie a4 (/y, my, ny), respectiv ax(k, my, ny) vectorii
directori ai dreptelor A4 si A,. Atunci vectorul a = a4 x as este,
conform definitiei, un vector care este perpendicular atat pe vectorul
a,, cat si pe vectorul a,, prin urmare el este, in mod evident, un vector
director al perpendicularei comune. Cum

i j Kk
aixa =1 m nq,
b my
componentele acestui vector sunt
_|m m _|m h _|h m
B = , P2 = , Ba= (73)
ms  nNo no /2 /2 mo
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Perpendiculara comuna a doua drepte strambe

Acum scriem ecuatiile perpendicularei comune ca intersectie de doua
plane: unul care trece prin prima dreapta si este perpendicular pe cea
de-a doua si unul care trece prin a doua dreapta si este perpendicular
pe prima dreapta.

Primul plan se va putea scrie, prin urmare:

X=Xt Y=YV Z—2Z
VIS h my n =0.

B B2 f3

intr-adevar, acest plan trece prin dreapta A+ si este paralel cu

perpendiculara comula, deci, in particular, este perpendicular pe
dreapta Ao.
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in

spatiu

Perpendiculara comuna a doua drepte strambe

in acelasi mod, cel de-al doilea plan se va scrie:

X—X2 Y—Yo Z2—22

o ! b mo no

B B2 f3

0,

prin urmare ecuatiile perpendicularei comune vor fi:
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.
X=X Y=V Z2—2Z

I1 m n

B B2 B3

X—Xo Y—VYo Z2—-25
I mp ny

B B2 B3
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Lungimea perpendicularei comune a doua drepte necoplanare

Consideram, din nou, dreptele necoplanare (71) si (72). Considera, de
asemenea, planul 7 care trece prin prima dreapta si este paralel cu
cea de-a doua, adica planul de ecuatie

X=X1 Y=»V Z2-24
T . /1 my m =0.
lo mo ne

Vectorul normal la acest plan este, in mod evident, n(j1, 52, 83), unde
51, B2, B3 sunt date de (73).

Atunci lungimea perpendicularei comune (adica distanta dintre
dreptele necoplanare date), va fi egala cu distanta de la un punct
oarecare al dreptei A, (de exemplu punctul Ma(xz, y2, 22)) pana la
planul .
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Lungimea perpendicularei comune a doua drepte necoplanare

Conform formulei pentru distanta de la un punct la un plan, obtinem:

Xo—X1 Yo—Y1 Z2—Z4
I my n
I mp e

V5% + 55 + 53

d(At, Az) = d(Me, ) =
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu
Unghiul dintre o dreapta si un plan

Presupunem ca se da dreapta

X=xg+1It, y=yo+mt, z=2zy+ nt (74)

si planul
Ax+ By +Cz+ D=0. (75)
Vom nota cu ¢ unghiul dintre dreapta si plan (mai precis, unghiul dintre
dreapta si proiectia sa pe plan). Daca dreapta este perpendiculara pe
plan vom pune ¢ = /2. Vom considera ca 0 < ¢ < 7/2. Cum vectorul
n(A, B, C) este perpendicular pe planul (75), unghiul format de
vectorul director a(/, m, n) al dreptei (74) cu vectorul n este fie
v =m/2—,fie=mn/2+ p. Prinurmare,
|Al + Bm + Cn|

\/A2+ BZ+ CZ\//2+m2 _|_n2'
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Probleme diverse referitoare la drepte si plane in
spatiu

Unghiul dintre o dreapta si un plan

Conditia ca dreapta sa fie paralela cu planul este ca vectorul normal la
plan sa fie perpendicular pe vectorul director al dreptei, adica

Al+Bm+Cn=0,

in timp ce conditia ca dreapta sa fie perpendiculara pe plan este ca

vectorul normal la plan sa fie paralel cu vectorul director al dreptei,
adica

A B C

Paul A. Blaga (Universitatea “Babes-Bolyai”) Dreapta si planul in spatiu 82/82



