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Elemente de geometrie analitica in plan si
In spatiu






cAPIToLUL 1

Vectori, puncte si coordonate

1.1 Notiunea de vector

1.1.1 Segmente orientate (vectori legati)

Un segment de dreapta pentru care s-a precizat care dintre capetele sale este originea si care extremitatea,
se numeste segment orientat. Un segment orientat cu originea in punctul A si extremitatea in punctul B
se noteazi, de reguli, cu AB. Din punct de vedere grafic, un segment de dreapti orientat se reprezinti
sub forma unei sdgeti, cu originea In originea segmentului si cu varful 1n extremitatea sa. Un segment
orientat este definit, in mod unic, de capetele sale si de ordinea acestor capete. Cu alte cuvinte, un
segment orientat este unic determinat dacd se indicd originea si extremitatea sa. Dacd cumva cele doud
puncte coincid, atunci se spune ca avem de-a face cu un segment orientat nul i se scriA7 =0.

Daci s-a ales o unitate de lungime, atunci putem defini lungimea segmentului orientat AB ca fiind
lungimea segmentului neorientat AB si scriem:

14| = |8

sau, pur si simplu,
|45 = a5

Lungimea unui segment orientat se mai numeste si modulul sdu sau norma sa.

Spunem ci doud segmente orientate AB si CD sunt egale daci A = C si B = D, cu alte cuvinte, daci
ele au aceeasi origine si aceeasi extremitate.

Despre un segment orientat AB se mai spune si ci este un vector legat cu originea in punctul A si
extremitatea Tn punctul B. Fixand punctul A, putem defini operatia de adunare si cea de Tnmultire cu
scalari pentru toti vectorii legati cu originea in A si se poate demonstra cd aceastd multime este un spatiu
vectorial real. Totusi, dacd avem in vedere aplicatii reale Tn geometrie, notiunea de vector legat este de

'Notatia pentru vectorul nul este incompleti, pentru ci ea nu scoate in evidentd faptul ci este vorba de vectorul nul in
punctul A. Practic, un vector nul intr-un punct se reduce la punctul nsusi.
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un interes limitat, deoarece In geometrie avem, de reguld, vectori cu originile in puncte diferite si avem
nevoie de niste reguli cu care si putem opera cu acesti vectori. In acest scop, vom modifica putin notiunea
de vector in asa fel incat originea (sau punctul de aplicare, cum se mai numeste) sa nu mai joace nici un
rol.

1.1.2 Vectori liberi

Dupa cum spuneam mai devreme, vrem si dezvoltdm o teorie a vectorilor care sd ne permita sd compardm
vectori care nu au neapdrat aceeasi origine.

Incepem cu niste definitii. Vom spune, inainte de toate, ci doud segmente orientate nenule AB si
CD au aceeasi directie daci dreptele AB si CD sunt paralele. Un segment legat nul se considerd, prin
conventie, cd are aceeasi directie cu orice alt segment orientat.

Presupunem acum cd cele doud segmente orientate (nenule) au aceeasi directie, dar dreptele lor
suport nu coincid. Vom spune ci ele au acelasi sens daca segmentele (neorientate) AC si BD nu se
intersecteazi. Daci, insi, aceste doua segmente se intersecteazi, vom spune ci segmentele orientate AB
si CD au sensuri opuse.

Daci segmentele orientate nenule AB si CD au aceeasi dreapti suport: AB = CD (ca drepte), atunci
vom spune ci ele au acelasi sens daci existi un al treilea segment orientat, EF, avand aceeasi directie
(dar nu si aceeasi dreaptd suport) cu AB si CD, si care are acelasi sens cu ambele segmente. In caz
contrar, vom spune ci segmentele AB si CD au sensuri opuse.

Se considerd, prin conventie, cad vectorul nul are acelasi sens cu orice alt Vecto

Observatie. De fiecare datd cand spunem cd doud segmente orientate au acelasi sens, subintelegem,
chiar dacd nu o spunem 1n mod explicit, cd segmentele au aceeasi directie. Relatia “acelasi sens” nu este
definita pentru perechi de segmente orientate care nu au aceeasi directie. Mai spunem, uneori, despre
doud segmente orientate care au aceeasi directie si acelagi sens, ci au aceeasi orientare.

Definitia 1.1. Spunem cii doui segmente orientate AB si CD sunt echipolente si scriem AB ~ CD, daci
fie ambele sunt nule, fie ambele sunt nenule si ele au aceeasi directie, acelasi sens si acelasi modul.

Este ugor de constatat cd relatia de echipolentd este o relatie de echivalentd (adica este reflexivd,
simetrica si tranzitiva).

Definitia 1.2. Se numeste vector liber o clasa de echivalentd de segmente orientate, in raport cu relatia
de echipolenti. Vectorul liber determinat de segmentul orientat AB se noteazi cu zﬁ Astfel,

AB = {CD|CD — segment orientat a.i. CD ~ AB}

Asadar, un vector liber este, de fapt, o familie de vectori legati, toti echipolenti intre ei. Existd
o interpretare cinematicd a vectorului liber, care sugereazd, de fapt, denumirea: un vector liber poate fi
privit ca un segment orientat a cdrui origine nu a fost fixatd. El poate fi mutat 1n orice punct al spatiului, cu
conditia sd nu-i schimbdm modulul, directia si sensul. Fireste, semnificatia riguroasa a acestei afirmatii
este aceea cd dacd AB este un vector liber, atunci, pentru orice punct C din spatiu existd un vector legat
CD cu originea in C astfel incdt AB ~ CD.

2 Aceasta inseamni, pani la urmi, ci notiunea de sens nu are o semnificatie bine definiti pentru vectorul nul.
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Doi vectori liberi se numesc egali daca ei sunt egali ca si clasa de echivalentd, adicad sunt alcatuiti din
aceleagi segmente orientate. Altfel spus,

AL =CD <= AB~CD.

De reguld, dacd nu vrem si scoatem 1n evidentd un reprezentant al unui vector liber, vom utiliza pentru
notarea acestor obiecte litere mici, de reguld din prima parte a alfabetului, a,b,.... Vectorul nul se
noteaza cu 0. Pentru reprezentarea unui vector liber se utilizeaza unul dintre segmentele orientate care 1l
formeaza.
Si presupunem ci se di un vector liber a si un punct A. In mod evident, existi un singur punct B din
spatiu astfel incat sa avem
AB =a.

Vom spune cd, prin construirea punctului B pentru care e verificatd relatia de mai sus, am atagat vectorul
liber a punctului A.

Se numeste modul al vectorului liber a modulul oricéruia dintre segmentele orientate care il alcatuiesc.
Modulul lui a se noteazi cu ||a|.

Si presupunem ci se dau doi vectori a si b. Ti atagim unui punct O (construim punctele A si B astfel
incat sd avem (ﬁ =asi ﬁ =Db). Atunci unghiul dintre vectorii a si b este, prin definitie, unghiul dintre
segmentele orientate OA si OB. In mod evident, acest unghi nu depinde de alegerea punctului O.

Spunem c# un segment orientat AB este paralel cu o dreapti A (cu un plan IT) daci dreapta sa suport
este paraleld cu dreapta A (cu planul IT). Segmentul nul se considerd, prin conventie, cd este paralel cu
orice dreaptd sau plan. Spunem cd vectorii liberi a;,a,, ..., a; sunt coliniari (coplanari) dacd segmentele
care 1i alcdtuiesc sunt paralele cu o aceeasi dreaptd (respectiv cu acelasi plan).

Mai ddm, in sférsit, Incd o interpretare vectorilor liberi. Fie vectorul liberﬁ (adicd multimea tuturor
segmentelor orientate echipolente cu segmentul orientat AB). Considerim transformarea spatiului care
duce un punct C oarecare intr-un punct D astfel incat sd avem CD ~ AB. O astfel de transformare se
numeste transport paralel sau translatie de vector 1@ Se stabileste, pe aceastd cale, o bijectie intre
mulfimea tuturor vectorilor liberi si multimea tuturor translatiilor. Datoritd acestei identificari, uneori si
translatiile se numesc vectori.

Dacd 1n spatiu se fixeazd un plan IT si se considerd numai acele puncte care apartin acestui plan,
atunci prin vector (liber) vom iIntelege o clasd de echivalentd de segmente orientate situate in acel plan.
Analog se definesc si vectorii de pe dreaptd.

1.2 Adunarea vectorilor

Consiggrém doi vectori a si b. Alegem un punct O oarecare din spatiu si construim un punct A astfel
incat OA = a si un punct B astfel incat zﬁ =b.

Definitia 1.3. Vectorul 5§ se numeste suma vectorilor a si b si se noteazd cu a+b.

Este clar, din ratiuni geometrice elementare, cd suma a + b nu depinde de alegerea punctului O.
Modalitatea de constructie a sumei a doi vectori descrisda mai sus se numeste regula triunghiului (sau a
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inchiderii, pentru cd suma celor doi vectori este determinata de segmentul orientat care nchide triun-
ghiul care are ca celelalte doud laturi segmentele orientate care determind cei doi vectori liberi care se
insumeaza).

Dacd vectorii a si b nu sunt coliniari, atunci avem si o altd metodd de a determina suma a doi vectori,
care, fireste, dd acelasi rezultat ca si regula triunghiului. Fie, prin urmare, a si b doi vectori necoliniari.
Alegem un punct O si atasdm cei doi vectori de punctul O, cu alte cuvinte, determindm punctele A si B
astfel incat OA = a si OB =b. Cum vectorii a si b nu sunt coliniari, de aici rezulta cd nici punctele O,A
si B nu sunt coliniare, deci ele determind un plan. In acest plan, construim paralelogramul OACB. Cum
se constata cu usurinta ca lf =asi R = b, rezultd, pe baza regulii triunghiului, mentionata mai sus, ca
au loc egalitdtile:

0C=a+b=b+a. (12.1)

Avem doud egalititi, pentru cd avem douad situatii In care putem aplica regula triunghiului, si de fiecare
datd vectorul care inchide triunghiul este OC.

Rezultd, prin urmare, noua regula de calcul a sumei a doi vectori (regula paralelogramului): pentru
a gisi suma a doi vectori necoliniari, se ataseazd acesti doi vectori unui punct O si se construieste pe
segmentele orientate obtinute, ca laturi, un paralelogram. Diagonala paralelogramului care pleaca din
punctul O va fi atunci segmentul orientat care determind suma celor doi vectori.

Regula paralelogramului permite (vezi formula (I.2.1))) demonstrarea foarte simpld a comutativitdtii
adundrii vectorilor liberi, pentru cazul vectorilor necoliniari. Pentru cazul vectorilor coliniari, comutati-
vitatea se poate verifica foarte ugor cu ajutorul regulii Inchiderii, atit pentru vectorii orientati in acelasi
sens, cit si pentru cei avand sensuri opuse. Asadar, operatia de adunare a vectorilor liberi este comutativa.

Considerdm acum trei vectori a,b,c. Atagdm vectorul a unui punct O, construind, astfel, punctul A
astfel incat @i = a. Construim, mai departe, punctul B astfel incit AB = b. Conform definitiei sumei,
0? = a-+b. Aduniam acum la acest vector vectorul ¢. Pentru aceasta construim punctul C astfel incat
BC = ¢. Avem, atunci

OC = (a+b)+c. (1.2.2)

Pe de alti parte, R = b+ ¢, prin urmare
OC=a+(b+c). (1.2.3)
Combinand (1.2.2) cu (1.2.3) obtinem
(a+b)+c=a+(b+c),

adica adunarea vectorilor este asociativd.
Operatia de adunare a vectorilor liberi admite si element neutru, care este, fireste, vectorul nul, 0,
deoarece este evident cd pentru orice vector a avem:

a+0=0+a.

Remarciam, 1n sfarsit, cd fiecare vector admite un opus relativ la operatia de adunare. Astfel, daca
vectorul liber a este reprezentat de segmentul orientat AB, atunci vom nota cu —a vectorul liber repre-
zentat de segmentul orientat BA si se constatd imediat cd avem:

a+(—a)=0.
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Acestea fiind spuse, putem afirma ca multimea tuturor vectorilor liberi din spatiu formeazd un grup
abelian in raport cu operatia de adunare a vectorilor.
Asa cum se Intdmpld 1n orice grup abelian (aditiv), odatd cu adunarea vectorilor putem defini si
scdderea lor, punand, prin definitie:
a—b:=a-+(-b).

. . . ~ A X .= . o
Daci atagam vectorul a unui purﬂ O si alegem A si B astfel incat OA = a si OB = b, atunci, dupa cum
se constatd cu usurintd, a—b = BA sau

OA — 0B = BA.

Regula paralelogramului se poate aplica fard dificultate si pentru determinarea diferentei a doi vectori,
nu doar pentru determinarea sumei. Astfel, dupd cum am védzut mai sus, pentru a determina suma a
doi vectori, se considerd, mai ntdi, cate un reprezentant al fiecdrui vector, avand originile in acelasi
punct. Se completeazi paralelogramul, ducindu-se paralelele la dreptele suport ale celor doud segmente
orientate, prin extremitdtile lor. Atunci suma celor doi vectori este vectorul reprezentat de segmentul
orientat asociat diagonalei ce are originea 1n punctul de aplicare al celor doi vectori. Diferenta celor doi
vectori, in schimb, este determinatd de cea de-a doua diagonald, orientarea fiind aleasd in asa fel incat
originea sa fie situatd in extremitatea scazatorului, iar extremitatea Tn extremitatea descazutului.

1.3 Inmultirea unui vector cu un numar real (cu un scalar)

Scopul nostru este sd Tnzestram multimea vectorilor liberi din spatiu cu o structurd de spatiu vectorial.
Am vazut, pAnd acum, ca aceastd multime, Tmpreuna cu adunarea vectorilor, este un grup abelian. Ne-a
mai rdmas de definit Tnmulfirea exterioard (Inmultirea cu scalari) si verificarea compatibilitifii acestei
operatii cu adunarea vectorilor.

Definitia 1.4. Fie a un vector i A € R un numadr real. Produsul vectorului a cu scalarul A este, prin
definitie, un vector, notat Aa caracterizat in modul urmator:

(1) modulul lui Aa este dat de
[Aall := 4] [la],

unde produsul din membrul drept este produsul de numere reale;
(ii) directia lui Aa coincide cu directia lui a;
(iii) sensul lui Aa coincide cu sensul lui a dacd A > 0 sau cu sensul opus sensului lui a dacd A < 0.

Vom enumera acum o serie de proprietdti fundamentale pe care le are operatia de inmultire a vecto-
rilor cu scalari.

1) la=a.

2) (-1)a=—a.

3) A(ua) = (Au)a, pentru orice scalari A, i € R si orice vector a.

Aceste trei proprietdti sunt evidente, ele rezultdnd in mod direct din definitia Tnmultirii cu scalari.

4) A(a+b) = Aa+ Ab, pentru orice A € R si pentru orice doi vectori liberi a, b.
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Proprietatea 4) este evidentd in anumite cazuri speciale: daci scalarul A se anuleazi, daci sumaa+b
se anuleazd sau dacd cel putin unul dintre vectori este egal cu zero.

Lisdm deoparte aceste situatii si presupunem ci A > 0, iar vectorii a si b nu sunt coliniari. Alegem
un punct O oarecare si construim punctele A si B astfel incat sa avem OA = a si AB = b i, prin urmare,
OB = a-+b. Mai construim punctele A’ si B’ astfel incat

— —
OA'=)a, OB =A(a+b). (13.1)

Triunghiurile OAB si OA’B’ sunt asemenea, deoarece ele au un unghi comun, iar laturile corespunzitoare
unghiului comun sunt proportionale. De aici rezulti ci |A’B'| = |A|-|AB| = A - |AB|. Cum, 1n plus,

vectorii ﬁ si A’B au, in plus, aceeasi directie si acelasi sens, rezulti ca

—

A'B' = Ab. (1.3.2)
Proprietatea 4) rezultda acum din relatiile (1.3.1)) si (1.3.2).

Presupunem acum, in continuare, cd A > 0, dar vectorii a si b sunt, de data aceasta, coliniari. Alegem
un punct O arbitrar si construim punctele A si B astfel incit OA = a si AB =b.

Alegem un punct S, care nu apartine dreptei OAB si construim semidreptele SO, SA si SB. Alegem pe
semidreapta SO punctul O’ astfel incat [SO'| = A - |SO|. Prin O’ ducem o dreaptd &, paraleld cu dreapta
OAB si notdm cu A’, respectiv B’ intersectiile acestei drepte cu semidreptele SA, respectiv SB. Obtinem,
pe aceasta cale, trei perechi de triunghiuri asemenea:

AOAS ~ AO'A’S', AABS~AA'B'S', AOBS~AO'B'S'.
De aici rezultd imediat ca
N T v
OA'=2Aa, A'B'=Ab, OB =2Ai(a+bh),

din care rezultd imediat proprietatea 4). Cazul A < 0 se trateaza similar.

5) (A + n)a = Aa+ ua, pentru orice scalari A si i si pentru orice vector a.

Ca si in cazul proprietitii 4), si aici egalitatea este evidentd pentru anumite situatii particulare: daca
a =0, daci A + u = 0 sau daci cel putin unul dintre scalari este egal cu zero.

Lasam, din nou, deoparte aceste situatii. Presupunem, mai intai, cd A si y au acelasi semn. Este clar,
de Ia bun Inceput, cd vectorii din ambii membrii ai relatiei 5) au aceeasi directie si acelasi sens. Pentru a
demonstra cd relatia are loc, este suficient, prin urmare, s demonstrdm cd ei au si acelagi modul. Avem,
tinand cont de ipotezele facute:

[Aa+ pall = [[Aal| + [[uall = |A[-[|lal| + |u] - lal} = (|A]+[u])- [la]l =
= [A+ul-llall = I(A +w)all.
S& presupunem acum ci A §i 4 au semne opuse si,pentru fiaxrea ideilor, mai admitem ci |A| > u. Atunci
numerele A + L si —p vor avea acelasi semn si, pe baza celor demonstrate mai sus, avem
(A+p)at(—p)a=(A+pu—p)a=Aa,

relatie echivalentd cu proprietatea 5).

Proprietitile 1)-5), impreund cu faptul cd multimea 7 este un grup abelian (ceea ce am demonstrat
in sectiunea precedentd), inseamnd ca aceastd multime este un spatiu vectorial peste multimea numerelor
reale.
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Observatie. Proprietatile 4) si 5) pot fi extinse, prin inductie, la orice numar finit de sumanzi, cu alte
cuvinte, se poate demonstra cu usurinta ca:

7L(a1+a2—|—-~+ak) =Aa;+Ada+---+Aayg,
(Al—|—7Lz—|—-~+lk)a:/11a+7Lga+-'-+7Lka,

pentru orice k natural, cel putin egal cu 2, orice numere reale, A, 41, 4,, ..., A si orice vectori a,aj,ay, ..., a;.

1.4 Proiectiile vectorilor pe axe sau plane

14.1 Axe

Alegem o dreaptd oarecare in spatiu. Vom numi unul dintre cele doud sensuri de pe aceastd dreapta
pozitiv si il vom nota pe desen cu o sdgeatd. Sensul opus va fi numit negativ. O dreaptd pe care s-a ales
un sens pozitiv se numeste axd sau dreaptd orientatd.

Alegem acum o axa A si pe ea alegem un segment nenul ca unitate de lungime. Vom numi magnitu-
dine a unui segment orientat AB de pe axd si-1 vom nota cu simbolul (AB) numirul dat de

(AB) = {HAB! dacii AB are acelasi sens cu A (L4.D)

—||AB|| dacd AB si A au sensuri opuse

Numirul (AB) se mai numeste si lungimea cu semn sau lungimea orientatd a segmentului orientat AB.
Avem, in mod evident, (AB) = —(BA).

Teorema 1.1 (Chasles). Pentru orice trei puncte A,B,C situate pe o axd pe care s-a ales o unitate de
lungime, are loc urmdtoarea relatie:

(AB) 4 (BC) = (AC). (1.42)

Demonstratie Verificare directd, dupd diferitele pozitii reciproce ale punctelor A, B, C. O

1.4.2 Proiectia pe o axa in spatiu

Fie A o ax4 in spatiu si IT un plan care nu este paralel cu A. Printr-un punct oarecare A din spatiu ducem
un plan IT;, paralel cu planul IT. Acest plan intersecteazd axa A intr-un punct A’. Punctul A’ se numegte
proiectia punctului A pe axa A, paraleld cu planul T1. Daca planul I1 este perpendicular pe axa A, atunci
proiectia se numeste orfogonald. In acest caz, A’ este piciorul perpendicularei coboréte din punctul A pe
axa A.

Alegem acum un segment orientat oarecare AB. Daci proiectim punctele A si B pe axa A, paralel cu
planul I, obtinem un segment orientat A’B’, care se numeste proiectia segmentului orientat AB pe axa
A, paraleld cu planul T1. Presupunem acum cé pe axa A s-a ales si o unitate de lungime (o scald). Atunci
putem vorbi si despre magnitudinea proiectiei unui segment pe axd, magnitudine pe care o vom nota cu
pryAB (| IT).

Este clar cd doud segmente orientate echivalente vor avea ca proiectii pe orice axd segmente orientate
echivalente, iar magnitudinile acestor proiectii vor fi egale.
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Consideram acum un vector liber a, adica o clasa de echivalentd de segmente orientate. Proiectiile
acestor segmente pe axa A, paralel cu planul I1, formeazd, dupd cum am mentionat mai sus, o familie
de segmente orientate echipolente intre ele, adica formeaza un vector liber pe dreaptd. Acest vector se
numeste proiectia vectorului a pe axa A, paralel cu planul I1 si se noteazd cu prya (|| IT).

1.4.3 Proiectia pe o axa intr-un plan

Presupunem acum cd att axa A, cét si figura care se proiecteazd sunt situate intr-un acelasi plan IT. Vom
reformula definitia proiectiei in modul urmaitor. Fie A; o dreaptd din planul I1, care nu este paraleld cu
axa A. Ducem, printr-un punct A al planului, o dreaptd paraleld cu dreapta A;, care intersecteazi axa
intr-un punct A’, care se numeste proiectia punctului A pe axa A, paraleld cu dreapta A, . Celelalte
notiuni din paragraful precedent se definesc in mod analog si se bucurd de aceleasi proprietati.

1.4.4 Proiectia pe un plan

Fie IT un plan si A o dreaptd care nu este paraleld cu planul. Ducem printr-un punct A al spatiului o
dreaptd A, paraleld cu dreapta A. Dreaptd A; intersecteazd planul intr-un punct A’, care se numeste
proiectia punctului A pe planul T1, paraleld cu dreapta A. Daci dreapta A este perpendiculard pe planul
I1, proiectia se numeste ortogonald.

1.4.5 Proiectia sumei vectorilor

Presupunem cd pe axa A se proiecteazd doi vectori a si b. Proiectia se face paralel cu un plan IT sau
paralel cu o dreapta A;, daca atat vectorii, cat si axa se afld intr-un acelasi plan.
? Alegem un punct O si construim punctele A si B astfel incat OA = a si AB = b i, prin urmare,
OB=a-+b.
j_ / / / s . . . /Al 'n! o / R/

Dacd O',A’, B’ sunt proiectiile punctelor O,A,B pe axa A, atunci vectorii O'A",A’B" si O'B’ sunt,
respectiv, proiectiile vectorilor a,b si a+b. De aici rezultd ca proiectia sumei vectorilor este egald cu
suma proiectiilor termenilor. Este clar ca aceastd proprietate se poate extinde, fard dificultate, si la sume
de mai mult de doi vectori. Mai mult, dacd pe axd s-a ales si o unitate de lungime, atunci, In virtutea
egalititii (1.4.2), avem si

(OIB/) — (OIA/) + (A/B/)
sau, utilizand notatia introdusd mai devreme,
pra(a+b) =prya+pryb, (1.4.3)

adica magnitudinea proiectiei sumei vectorilor pe o axa este egald cu suma magnitudinilor proiectiilor
termenilor.

1.4.6 Proiectia produsului unui vector cu un scalar

Vom demonstra cd prin inmultirea unui vector a cu un scalar A, proiectia acestui vector pe orice axd A,
ca si magnitudinea acestei proiectii se Tnmultesc cu acelagi scalar.

Dacid a = 0 sau A = 0, este clar cd nu avem ce demonstra. Presupunem, prin urmare, ci a # 0 si
A # 0. Alegem o axd A, fixdm un punct O pe ea si determindm punctele A si B din spatiu astfel incit si
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avem ﬁ =agsi 0? = Aa. Cei doi vectori, dupd cum se stie, au aceeasi directie, iar sensurile coincid
pentru A > 0 si sunt opuse pentru A < 0.

Proiectind punctele A si B pe axa A in punctele A’ si B', obtinem doua triunghiuri asemenea, OAA’ si
OBB'. Din proprietitile asemdnirii afirmatia noastra rezultd imediat, prin urmare avem:

pra(Aa) = Apr,a. (1.4.4)

1.4.7 Proiectia unei combinatii liniare de vectori

Fie a;,a;,...,a; un sistem oarecare de vectori (nu neapdrat distincti), si A1, A2, ..., A4 un sistem oarecare
de k numere reale. Atunci vectorul
May+Aay + -+ Arag

se numeste combinatie liniard a vectorilor considerati.
Din egalititile (1.4.3) si (1.4.4) rezultd urmatoarea egalitate:

PTA(llal +Aay+--- —i—?Lkak) =N praa; +7szrAa2 +- "-l-lkpl‘Aak,

adica magnitudinea proiectiei unei combinatii liniare de vectori pe o axd este egald cu combinatia liniard
a proiectiilor vectorilor (cu aceeasi coeficienti).

1.5 Dependenta liniara a vectorilor

Definitia 1.5. Vectorii
ap,az,...,a; (1.5.1)

se numesc liniar dependenti daca exista numerele reale
Ayeony Adiy (1.5.2)

nu toate nule, astfel incat
May+Aay+ -+ Aga, = 0. (1.5.3)

In caz contrar, vectorii se numesc liniar independenti.

Este clar cd vectorii sunt liniar independenti dacd si numai dac din egalitatea (1.5.3)) rezulti ca
M=l=-=A,=0.

Se mai spune, de asemenea, cd vectorii (I.5.1)) formeaza un sistem liniar dependent, respectiv un sistem
liniar independent.
Dacd un vector a se poate scrie in functie de vectorii (I.5.T)) sub forma

a= ay +Way + - -+ Wy,
atunci vom spune ci a este o combinatie liniard a acestor vectori .

Teorema 1.2. Pentru ca vectorii (cu k > 1) sd fie liniar dependenti, este necesar si suficient ca
cel putin unul dintre acesti vectori sd poatd fi scris ca o combinatie liniard a celorlalti.
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Demonstratie Si presupunem ci vectorii (1.5.1) verifica o relatie de forma (I.5.3)), in care cel putin unul
dintre coeficienti este diferit de zero. Este clar cd nu reducem generalitatea daca presupunem ca ultimul
coeficient este nenul: A; # 0. Atunci, din egalitatea (1.5.3)) se obtine

_ A A A
12

adicd ay este o combinatie liniard a celorlalti K — 1 vectori.
Invers, s presupunem cé unul dintre vectorii (I.5.1), de exemplu, din nou, ultimul, este o combinatie
liniard a celorlalti kK — 1 vectori:

a=pfa+far+ -+ Br1a—1.

Daci trecem toti termenii in membrul sting, obtinem

—Prai—Pray—---— P+ 1-a, =0,

egalitate care este de forma (1.5.3) si existd cel putin un coeficient nenul (intrucit coeficientul lui a; este
1), ceea ce inseamnd & vectorii sunt, Intr-adevdr, liniar dependenti. OJ

Consecinta 1.1. Dacd vectorii sunt liniar independenti, atunci nici unul nu poate fi scris ca o
combinatie liniard a celorlalti. In particular, nici unul dintre vectori nu poate fi egal cu zero.

In cadrul acestui curs,vom avea de-a face, de reguld, cu sisteme formate din cel mult trei vectori. De
aceea este interesant sd evidentiem sensul geometric al dependentei liniare sau al independentei liniare
pentru sisteme formate din 1, 2 sau trei vectori.

Este evident cd un sistem format dintr-un singur vector este liniar dependent dacd si numai daca
vectorul este nul.

Pentru cazul a doi vectori, avem urmatorul rezultat:

Teorema 1.3. Doi vectori sunt liniar dependenti dacd si numai dacd sunt coliniari.

Demonstratie Fie a; si a; doi vectori liniar dependenti. In virtutea teoremei precedente, existi un scalar
nenul A astfel incat a, = Aaj, adici vectorii sunt coliniari.

Invers, sd presupunem acum cd vectorii a; i a; sunt coliniari. Dacé cel putin unul dintre vectori este
nul, de exemplu a, = 0, atunci putem scrie

Oa; + 1la, =0,

adicd vectorii sunt liniar dependenti. Presupuﬂn acum cé_ar}nbii vectori sunt nenuli. Alegem un punct
O si construim punctele A; si A, astfel Incat OA| +a; si OA; = ap. Datoritd coliniaritdfii vectorilor a;
si ap, punctele O,A; si A, sunt pe o aceeasi dreaptd, A. Dacd A; = A,, atunci, fireste, vectorii a; si
a sunt egali, deci sunt liniar dependenti, deoarece unul dintrei ei este o combinatie liniard a celuilalt.
Daci A| # Ay, atunci fie A = ||ay||/||a;. Dac# segmentele orientate OA; si OA, au acelasi sens, atunci
a, = Aay, in timp ce daci ele au sensuri opuse, atunci a, = —Aaj. O

Consecinta 1.2. Doi vectori sunt liniar independenti dacd si numai dacd ei nu sunt coliniari.
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Vectorii liniar independenti vor juca un rol esential. In particular, ei ne furnizeaza descompuneri ale
altor vectori. Un prototip de astfel de descompunere este dat de urmétoarea teoremd:

Teorema 1.4. Sd presupunem cd intr-un plan Il sunt dati doi vectori necoliniari e, §i €. Atunci orice alt
vector a din plan se poate descompune in functie de vectorii e si €, cu alte cuvinte existd doud numere
reale (unic determinate) x si y astfel incat

a=xe| | ye;. (1.54)

Demonstratie Faptul cd vectorii apartin planului IT inseamna cd directiile lor sunt paralele cu planul sau,
altfel spus, ca daca i atagam unui punct din plan, segmentele orientate care se obtin sunt continute in
plan. Fie, prin urmare, O un punct oarecare al planului. Aunci exista (si sunt unice!) trei puncte E1, E,
si M din plan in aga fel incat

O—E]>:e1, O—E‘;:ez, 0—1\>4:a.

Proiectand punctul M pe dreapta OFE|, paralel cu dreapta OFE,, obtinem un punct M. Fie, pe de alta parte,
M, punctul ce se obtine proiectind punctul M pe dreapta OF,, paralel cu dreapta OE). Intruct vectorii
OE) si OM; sunt coliniari, iar OF| # 0, relilté cz“l*eﬁisté un rﬂ)nér reil> X astf_el) incat OM,| = xO—El> . In
mod analog, exista un y real astfel incit OM,; = yOE,. Cum OM = OM, + OM,, egalitatea este
verificatd.

Mai ramane s demonstram unicitatea numerelor reale x si y. S& presupunem ci ar exista alte doud
numere reale, X’ si Y astfel incat sd avem

a=x'e; +ye. (1.5.5)
Daci sciddem egalitatea (1.5.5) din egalitatea (1.5.4), obtinem
(x—x"e; +(y—))e,=0. (1.5.6)
Cum vectorii e; si €, sunt liniar independenti, obtinem cix—x' =0siy—y =0, adicix=x'siy=y. O
S& vedem acum ce se Intdmpla in cazul in care avem trei vectori. Avem urmaétorul rezultat:

Teorema 1.5. Pentru ca trei vectori sd fie liniar dependenti este necesar si suficient ca ei sd fie coplanari.

Demonstratie Presupunem cd vectorii
a;,a,as (1.5.7)

sunt liniar dependenti. Atunci cel putin unul dintre ei se poate scrie ca o combinatie liniard a celorlalfi
doi. Putem presupune, fiard a reduce generalitatea, cd acesta este cel de-al treilea vector. Prin urmare,
existd doud numere reale A si A, astfel inct s avem

a3 = A1a; + has. (1.5.8)
Dacd atagam vectorii unui punct O, obtinem trei puncte My, M,, M5 astfel Incat

—_— —_— —_—
0M1 =aj, OMZ = as, 0M3 = a3.
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Daci vectorii 0—1\/11> si O—Mz> sunt necoliniari, atunci punctele O, M, M, sunt necoliniare, deci ele determina
un plan I1. Datoritd relatiei li , vectorul 0—M3> apartine, de asemenea, planului I, prin urmare cei trei
vectori sunt coplanari. Dacd vectorii 0—1\/11> si 0—1\/12> sunt coliniari, atunci din relatia rezultd ca
vectorul O—M; este, de asemenea, coliniar cu ceilalti doi vectori, prin urmare, cu atat mai mult, cei trei
vectori sunt coplanari.

Invers, s presupunem ca vectorii sunt coplanari. Sd admitem, pentru Tnceput, ca doi dintre
vectori, de exemplu vectorii a; si a, nu sunt coliniari. Atunci, in virtutea teoremei existd doud
constante A, si A, astfel inct sd avem

a3z = 1131 +lzaz

si, prin urmare, vectorii sunt liniar dependenti.
Daci toti trei vectorii sunt cohmarl, atunci avem, de exemplu, a; = Aay, relatie care se poate rescrie
sub forma
a; = Aa +0a;z,

adicd, din nou, conchidem ci cei trei vectori sunt coplanari. O]

Drept consecintd a acestei teoreme, putem conchide cd in spatiu existd triplete de vectori liniar
independenti.
Si 1n spatiu avem un rezultat similar teoremei|1.4] adica:

Teorema 1.6. Dacd vectorii
€1,€2,€3 (1.5.9)

sunt liniar independenti si a este un vector oarecare, atunci existd trei numere reale, x,y,z astfel incdt
a=xe| 1+ ye; +ze;3. (1.5.10)
Aceastd descompunere a lui a este unicd.

Demonstratie Alegem un punct oarecare O din spatiu si determindm punctele E, E;, E3 si M astfel incat
sd avem .
0E1 =€y, 0E2 =€), 0E3 = €3, OM = a.

Notidm cu M;,M,, M3 proiectiile punctului M pe dreptele OE;,OE,, OE3, paralel cu planele OE,E3,
OE | E5, respectiv OE | E;. Se constatd cu usurinta cd

—

OM = OM; + OM;> + OM;. (1.5.11)
Cum vectorii 0E1 si 0M1 sunt coliniari si 0E1 = 0, rezultd cd existd un numir real x astfel incat 0M1
xOE 1. In mod analog, existd numerele reale y si z astfel incat OM, = yOE, si OM3 = OF3. Unicitatea
numerelor x,y,z se demonstreaza ca si In cazul teoremei O

Intrebarea naturald care se pune este: ce se intdmpld dacd avem mai mult de trei vectori? Raspunsul
este dat de teorema care urmeaza.

Teorema 1.7. Orice patru vectori sunt liniar dependenti.
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Figura 1.1:

Demonstratie Presupunem ca dintre cei patru vectori
aj,a,a3,a (1.5.12)

trei sunt liniar independenti, de exemplu
aj,ap,as. (1.5.13)

Atunci, in virtutea teoremei existd trei numere reale A;, A2, A3 astfel incat
a= Aa; + Aay + Azas,

adicd cei patru vectori sunt, Intr-adevdr, liniar dependenti.
Daci vectorii (I.5.13)) sunt liniar dependenti, adicd intre ei existd o relatie de forma

wa + trar + pzaz =0, (1.5.14)
unde nu toti coeficientii se anuleaza, aceasta relatie se poate rescrie sub forma
way + traz + uzaz +0a =0,

adicd vectorii (1.5.12)) sunt liniar dependenti. ]

1.6 Orientarea sistemelor de doi si trei vectori liniar independenti

Definitia 1.6. Un sistem (ordonat) de vectori liniar independenti {a;,a,} Intr-un plan se numeste un
sistem drept daca atunci cand atgim cei doi legtori punctului O din plan, adica alegem doud puncte A;
si A, din plan astfel incat a; = OA; si a; = OAj, cand rotim vectorul a; 1n jurul punctului O pentru a-1
aplica peste vectorul a; (ca directie si sens), pe drumul cel mai scurt, rotatia se face In sens trigonometric
(invers sensului acelor de ceasornic).

Acelasi sistem se numeste stdng dacd rotatia mentionatda mai sus se face n sensul acelor de ceasornic.

Observatie. Este clar ci dacd sistemul {a;,a,} este drept, atunci sistemul {a,,a; } este stAng si viceversa.
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Figura 1.2:

Definitia 1.7. Fie {a;,a,a3} un sistem ordonat de trei vectori liniar independenti din spatiu. Fixim, ca
si mai sus, un punct O si alegem trei puncte A1,A,,A3 astfel incat sd avem a; = OA;, i = 1,2,3. Sistemul
{a1,ay,a3} se numeste drept daci in planul OA;A;, vdzut din punctul A3, rotatia in jurul punctului O
care aplici A; peste A, pe cel mai scurt drum, se face in sens trigonometric. In caz contrar, adici daci
rotatia se face 1n sensul acelor de ceasornic, sistemul se numeste stdng.

Observatie. Se poate constata imediat cd dacd sistemul {a;,a;,a3} este drept, atunci tot drepte sunt
si sistemele {ay,a3,a;} si {a3,ap,a}, in timp ce sistemele {a3,a,a,}, {a;,a3,ay} si {ay,a1,a3} sunt
stangi.

1.7 Puncte si vectori. Rudimente de geometrie afina

Dupd cum am vdzut, mulfimea vectorilor liberi din plan (respectiv din spatiu) formeaza un spatiu vecto-
rial real bidimensional (respectiv tridimensional). Pe de alta parte, daca fixam un punct O (fie in plan, fie
in spatiu, nu conteazd), atunci fiecdrui punct M putem si-i asociem, in mod unic, vectorul OM, pe care
il vom numi vectorul de pozitie al lui M (relativ la originea O) sau raza vectoare a lui M. Dacd punctul
O este subingeles, atunci vom folosi, pur si simplu, notatia OM = ry; sau chiar O_A>/I =r. Punctul O odata
fixat, obtinem o bijectie intre multimea vectorilor liberi din plan (sau spatiu) si multimea punctelor din
plan (sau spatiu).

In aparenti, folosind aceastd bijectie, putem transfera structura de spatiu vectorial de pe multimea
vectorilor liberi pe multimea punctelor. Asta ar Tnsemna sd fim capabili sd adunam, de exemplu, punctele
sau sd le Tnmultim cu scalari reali oarecare. Din pdcate, acest lucru nu este posibil si vom explica, in cele
ce urmeaza, de ce.

Adunarea dintre un punct si un vector. Operatii cu puncte

Fie O € E? un punct dat. Considerdm alte dou# puncte, P si Q. Atunci are loc relatia

00— 0P = PO
00 = 0P+ PO. 1.7.1)

sau
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Rescriem ecuatia (8.1.1)) sub forma
0=P+P0 (1.7.2)

(“reducem” punctul O). Avem voie sd utilizdm o astfel de notatie, pentru ca vectorul @ nu depinde de
alegerea punctului O.
Ddm, mai general, urmitoarea definitie:

Definitia 1.8. Suma dintre un punct P si un vector v este un punct Q (unic determinat!) astfel Tncat

}@ =v. Vom scrie
Q=P+v. (1.7.3)

1.8 Coordonate pe dreapta

Fie A o dreaptd oarecare. Alegem pe ea un vector nenul oarecare, e, pe care il vom numi vector unitar
sau versor.

Dacd acum a este un vector oarecare de pe dreaptd, atunci, conform sectiunii precedente, existd un
singur numadr real x astfel incat a = xe. Numairul x se numeste componenta vectorului a, relativ la dreapta
A, Tnzestrata cu versorul e.

Alegem pe dreapta A, Tnzestratd cu versorul e, un punct O, pe care il vom numi originea coordo-
natelor. Dreapta A se va numi de-acum axd de coordonate. Dacd M este un punct oarecare al dreptei,
vectorul O—]l)I se va numi razd vectoare sau vector de pozitie al punctului M, iar componenta acestui vector
se numeste coordonata punctului M.

Alegem, mai departe, punctul E pe dreapta astfel Incat sd avem (ﬁ = e. Segmentul OF va fi ales
ca scard a lungimilor pe dreapta A. Prin urmare, coordonata unui punct M de pe dreaptd nu este altceva
decat magnitudinea (OM) a segmentului orientat OM. Pentru a scoate in evidentd ci numirul real x este
coordonata punctului M, vom scrie, de reguld, M(x). Trebuie remarcat ci existd o infinitate de moduri

o E M(x) X

Figura 1.3:

de a asocia coordonate punctelor de pe dreaptd. Coordonata unui punct este unic determinatd doar in
momentul in care s-au ales:

e versorul dreptei;
e originea dreptei.

Datorit introducerii coordonatelor, fiecdrui punct M de pe axa de coordonate A i se pune n corespondenta
un singur numdr real — coordonata sa x. Invers, pentru fiecare numar real x existd un singur punct M de
pe axa A a cdrui coordonatd este x. Astfel, pozitia fiecdrui punct de pe axa de coordonate este unic
determinatd prin prescrierea coordonatei acelui punct.

Notdm cu p(M;,M,) distanta dintre punctele M si M,, adicd lungimea segmentului M;M,. Aceastd
distantd se poate exprima cu ajutorul coordonatelor. Mai precis, avem urmdtoarea teorema:
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Teorema 1.8. Pentru orice puncte My (x)) si Ma(x2) de pe axa de coordonate au loc egalitdtile:

(M M) = x3 — x1, (1.8.1)
p(Ml,Mz) = |XZ—XI|. (1.8.2)

Demonstratie Din teorema lui Chasles rezulta cd
(OMl) + (Mle) = (OMz) — (Mle) = (OMz) — (OMl).

Utilizand definitia coordonatelor, obtinem egalitatea (I.8.I). Formula (1.8.2) rezultd imediat din for-
mula (T.8.1). O

1.9 Coordonate in plan

1.9.1 Coordonate afine

Peste tot in aceastd sectiune vom considera cd toate punctele si toti vectorii se afld intr-un plan I1.

Definitia 1.9. Fie O un punct si e;, e, — doi vectori liniar independenti (necoliniari) din planul IT. Tri-
pletul (O, ey, e;) se numeste reper afin sau sistem de coordonate afin in planul IT.

Atasdm vectorii e; si e, punctului O, construind punctele E; si E astfel incat T& =epsi T& =e).
Segmentele orientate OE; si OE, definesc doud axe de coordonate, Ox si Oy. Punctul O se numeste
originea coordonatelor, iar vectorii e si e, — vectorii bazei.

Fie acum a un vector oarecare din planul IT. Din teorema|[I.4]rezultd cd a se poate reprezenta in mod
unic sub forma

a=xe| + yep. (1.9.1)

Definitia 1.10. Coeficientii x si y din descompunerea (1.9.1) se numesc componentele vectorului a relativ
la sistemul de coordonate (O, e;,ez).

Dupa cum s-a vizut in sectiunea [I.4] x si y sunt, de fapt, magnitudinile proiectiilor vectorului a pe
axele Ox si Oy, paralel cu axele OY, respectiv Ox. Pentru a scoate In evidentd faptul cd x si y sunt
componentele vectorului a vom scrie a = a(x,y) sau, pur si simplu, a(x,y).

Fie, acum, M un punct oarecare al planului II, 1n care s-a fixat un sistem de coordonate afine
(0,ey,ep). Vectorul OM se numeste raza vectoare sau vectorul de pozitie al punctului M.

Definitia 1.11. Componentele x si y ale vectorului OM se numesc coordonate afine ale punctului M
relativ la reperul (O, e, e;). De reguld, x se numeste abscisd, in timp ce y se numeste ordonatd.

Un sistem de coordonate afine se mai noteaza si cu Oxy, dacd vectorii bazei sunt subintelesi. Dacd x
si y sunt coordonatele unui punct M, vom utiliza in mod frecvent notatia M (x,y).

Introducerea componentelor vectorilor permite inlocuirea diferitelor relatii dintre vectori cu relatii
intre componentele lor. Avem, de exemplu:
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Teorema 1.9. Componentele unei combinatii liniare de vectori sunt egale cu aceeasi combinatie liniard
a componentelor vectorilor. Mai precis, dacd

k
a(X, Y) = Z liai()(h Yl)7
=

1

atunci

k k
X=YxX, Y=Y ALY,
i=1 j=1

Demonstratie Cum componentele vectorilor nu sunt altceva decat magnitudinile proiectiilor acestor vec-
tori pe axele de coordonate, teorema rezultd direct din proprietatile proiectiilor. O

Consecinta 1.3. Dacd X (x1,y;) si B(x2,y2) sunt doud puncte din plan, atunci
E :E(XZ —X1,2 —)’1),

adicd pentru a obtine componentele vectorului definit de segmentul orientat AB, trebuie si scidem din
coordonatele extremitdtii sale coordonatele originii.

Demonstratie Rezultd imediat din teorema precedenta si din relatia

AB = 0B - OA.
O

Consecinta 1.4. Pentru ca doi vectori a(x1,y1) si b(x2,y2) sd fie coliniari, este necesar i suficient ca ei
sd aibd componentele corespunzdtoare proportionale.

Demonstratie Dupd cum am vizut in sectiunea[I.5] vectorii a si b sunt coliniari dacé si numai daci intre
ei existd o relatie de forma
b = Aa, (1.9.2)

cu A real. Din teorema|[1.9|rezulti ci egalitatea (1.9.2) este echivalentd cu doud egalititi numerice:
)C2:)L)C1, )’2:}')’1, (193)

ceea ce incheie demonstratia. Remarcim ci egalititile (1.9.3) implica si egalitatea

X2 _ )2
-

X1 V1

cu conditia ca ambii numitori si fie diferifi de zero. Mentiondm, pe de altd parte, cd se poate utiliza
conventia cd de fiecare datd cand un numitor este zero, se admite ca si numardtorul care 1i corespunde
este zero, ceea ce inseamnad cd, formal, putem scrie egalitatea precedentd si cand unul dintre numitori se
anuleazd. O

Consecinta 1.5. Coordonatele mijlocului A al unui segment de dreaptd cu capetele in punctele Aj(x;,y;)

si Az (x2,y2) sunt
X1 +x2 yit+y»
X = y

2 7 2
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Figura 1.4:

Demonstratie Rezultd imediat din egalitatea
— 1= —
OA = 5 (0a1 +0n3)
(vezi figura[T.4) si din teoremd. O

1.9.2 Coordonate rectangulare

Presupunem ca in planul IT a fost aleasd o unitate de masurd pentru lungime. Alegem un punct O si
doi vectori de lungime 1, perpendiculari unul pe celilalt, i si j. Sistemul afin de coordonate (O, 1i,j) se
numeste sistem de coordonate rectangular sau cartezian. Despre baza {i,j} vom spune ci este ortonor-
matd (ceea ce inseamna ca vectorii sunt ortogonali, adicd perpendiculari si “normati”, adicd de lungime
1).

Toate proprietdtile valabile Intr-un sistem de coordonate afin oarecare rdaman adevdrate si Intr-un
sistem rectangular, dar, de reguld, expresiile care intervin sunt mult mai simple atunci cand sunt scrise in
coordonate carteziene.

1.9.3 Coordonate polare

Alegem in planul IT un punct O, pe care 1l numim pol si o semidreaptd OA, pe care 0 vom numi axd
polard. Mai alegem o unitate de mdsurd pentru lungime si, In fine, un sens pozitiv de rotatie 1n jurul
polului O. De reguld, sensul pozitiv este sensul invers mersului acelor de ceasornic. Unghiurile se
masoard in radiani.

Fie acum M un punct oarecare al planului. Vom nota cu p distanta de la M la polul O si cu ¢ mérimea
unghiului dintre semidreptele OM si OA. Marimile p si ¢ se numesc coordonate polare ale punctului
M. Mai precis, p se numeste razd polard, in timp ce ¢ se numeste unghi polar. Fiecdrui punct din plan
i se poate atasa, in mod unic, o raza polard p > 0. Valorile lui ¢, in schimb, pentru puncte diferite de
pol, sunt definite pand la un termen 2k7, unde k este un numar Intreg. Pentru ca fiecrui punct din plan,
diferit de pol, sd i se asocieze un singur unghi polar, este suficient sd considerdm cd —7 < ¢ < 7. Aceste
valori ale lui ¢ se numesc principale. Vom spune acum cd am introdus 1n plan un sistem de coordonate
polare.

Consideram in plan, simultan, un sistem de coordonate carteziene Oxy si un sistem de coordonate
polare astfel Incét polul sd coincidd cu originea coordonatelor carteziene, iar axa polard sd coincidad cu
directia pozitivd a axei Ox. In sfarsit, vom considera ca sens pozitiv de rotatie in jurul polului acel sens
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YA

=Y

Figura 1.5:

in care trebuie sd rotim directia pozitiva a axei Ox, pentru a o suprapune, pe drumul cel mai scurt, peste
directia pozitivd a axei Oy.

Fie M un punct oarecare din plan (diferit de origine), x,y — coordonatele sale carteziene, iar p, @ —
coordonatele sale polare. Avem, in mod evident:

xX=pcosQ, y=psing@. (1.9.4)

Formulele (1.9.4) exprimd coordonatele carteziene ale punctului M in functie de coordonatele sale
polare. Pentru exprimarea coordonatelor polare in functie de cele carteziene, din nou, in ipoteza ca
punctul M nu coincide cu polul, se pot folosi formulele urmitoare, care rezultd imediat din (1.9.4):

= 2 4 27 — X , ; — Y .
p=x cos @ TR sin @ T

Daca x # 0 (adicd dacd M nu este situat pe axa Oy, atunci putem scrie

Yy
tgp =-.
X
Din aceastd ecuatie noi trebuie sd obtinem unghiul ¢. Dupa cum se stie din trigonometrie, solutia gene-
rald a ecuatiei de mai sus este

(p:arcth—i-kn, keZ,
X

unde arctg? € (—%,%). Vom alege numdrul intreg k astfel incat unghiul ¢ si fie in intervalul (-7, 7).

Distingem patru cazuri, in functie de cadranul in care se afld punctul M.

(1) Dacd M se afla in primul cadran, atunci x > 0,y > 0, prin urmare arctg(y/x) € [O, g) Cum ¢ trebuie
sd se afle In acelasi interval, putem alege k = 0, deci

Q= arcth.
X
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(2) Dacd M se afld in cel de-al doilea cadran, adicd x < 0,y > 0, atunci arctg(y/x) € (—%,0]. Cum ¢
trebuie s fie in intervalul (71/2, 7], k trebuie si fie egal cu 1, deci

O = arcth + .
X

(3) Dacd M se afld in cel de-al treilea cadran, adicd x < 0,y > 0, atunci arctg(y/x) € [0,5). Cum ¢
trebuie si fie in intervalul [—m, —7/2), k trebuie s fie egal cu -1, deci

(p:arcth—n'.
X

(4) Daca M se afld in cel de-al patrulea cadran, adicd x > 0,y > 0, atunci arctg(y/x) € (—%,0]. Cum ¢
trebuie sa fie in intervalul (—m/2,0], k trebuie sa fie egal cu 0, deci

¢ = arctg Y.
X

1.10 Coordonate in spatiu

1.10.1 Coordonate afine si rectangulare

Fie O un punct oarecare al spatiului si er, ey, e3 — trei vectori liniar independenti (adicd necoplanari).

Definitia 1.12. Cuadrupletul (O, e;,e;,e3) se numeste reper afin sau sistem de coordonate afine in spatiu.
Punctul O se numeste originea coordonatelor, iar vectorii e}, e;,e3 se numesc vectorii bazei.

Definitia 1.13. Se numesc componente ale unui vector a relativ la reperul (O, ey, e;,e3) coeficientii x,y, z
ai descompunerii:
a —xe; +ye) + ze3.

Coordonatele unui punct M, relativ la acelasi reper sunt, prin definitie, componentele x, y, z ale vectorului
sdu de pozitie, OM. Coordonata x se numeste abscisd, coordonata y — ordonatd, iar coordonata z — cotd.

Un sistem de coordonate afin se mai noteazd cu Oxyz, dacd vectorii bazei sunt subintelesi. Construim
punctele E, E;, E3 astfel incat
OE, :e1,0E2:e2,0E3:e3. (1.10.1)

Segmentele orientate OFE|,OF, si OE3 determind cele trei axe de coordonate, Ox,0y si Oz. Cele trei
plane determinate de cate doud axe de coordonate se numesc plane de coordonate. Aceste plane Tmpart
spatiul in opt zone, care se numesc octanti de coordonate.

Ca si in cazul reperelor plane, distingem sisteme de coordonate drepte si stangi. Considerdm un
triplet de vectori necoplanari (ej,e;,e3). Atasam acesti vectori unui punct O, adicd determinim punctele
E\, E,, E3, astfel incat si fie verificate relatiile . Rotim segmentul orientat OE7, in planul OE E,,
in jurul lui O, pe cel mai scurt drum, pana cand el coincide, ca directie si sens, cu segmentul orientat
OE,. Daci aceasti rotatie, privitd din extremitatea segmentului orientat OE3 (cu alte cuvinte, din punctul
E3) se produce 1n sensul invers mersului acelor de ceasornic, vom spune ci tripletul de vectori (e;,e;,e3)
este drept, altfel vom spune ca este stdng.



VECTORI, PUNCTE SI COORDONATE 33

Un sistem de coordonate (O, ey, e;,e3) se numeste drept sau sting, dupd cum tripletul (e, e;,e3) este
drept sau stang. Peste tot, In cele ce urmeaza, sistemele de coordonate vor fi totdeauna drepte, daci nu
se mentioneaza altfel.

Cel mai simplu dintre sistemele de coordonate afine in spatiu este sistemul de coordonate rectangular
sau cartezian. Presupunem cd in spatiu s-a ales o unitate de masurd pentru lungime. Atunci un sistem de
coordonate rectangular sau cartezian in spatiu este determinat de alegerea unui punct O si a trei vectori
de lungine 1, i, j, Kk, perpendiculari intre ei.

Teorema|1.9]si consecintele sale se pot adapta fari probleme la cazul spatiului, singura diferenta fiind
faptul cd se mai adaugd incd o coordonata.

1.10.2 Coordonate cilindrice

Alegem o unitate de masurd pentru lungime 1n spatiu. Alegem un plan oarecare, I1 si in acest plan alegem
un punct O si o semidreaptd Ox, care pleacd din acest punct. Alegem un sens de rotatie pozitiv in planul
I1, in jurul punctului O. Atunci 1n planul IT este definit un sistem de coordonate polar, in care polul este
0, iar axa polari este Ox. n sfarsit, alegem o axi OZ, perpendiculari pe planul IT si orientati astfel inct
rotatia pozitiva din planul I1, privitd din directia pozitiva a axei Oz sd se produca in sens invers mersului
acelor de ceasornic.

Fie, acum, M un punct oarecare din spatiu, M| — proiectia sa ortogonald pe planul IT si M, — proiectia
ortogonald a punctului M pe axa Oz.

Coordonatele cilindrice ale punctului M sunt trei numere p, ¢,z, unde p, @ sunt coordonatele polare
ale punctului M, in planul IT, iar z = (OM). Denumirea de “coordonate cilindrice” este legatd de faptul
cd suprafata ce contine toate punctele corespunzind aceleiasi valori a coordonatei p este un cilindru.
Fiecdrui punct din spatiu i se pot asocia coordonate p si z unice, iar p este intotdeauna pozitivd. Valoarea
Iui @ este definitd doar pentru puncte ce nu se afld pe axa Oz si, ca si in cazul coordonatelor polare, este
definitd pana la un multiplu intreg de 7. Daca in spatiu este dat si un sistem de coordonate cartezian, cu
originea in O si astfel Incat axele Ox si Oz sd coiuncidd cu axele cu acelasi nume ale sistemului cilindric,
atunci coordonatele carteziene se pot exprima in functie de cele cilindrice prin relatiile:

X=pcosQ,y=psinQ, z=z.

1.10.3 Coordonate sferice

Pentru introducerea coordonatelor sferice este necesar, ca si in cazul coordonatelor cilindrice, sa alegem
o unitate de masurd pentru lungime, un plan I1, cu un punct O si 0 axd Ox, precum si a unei axe Oz.

Fie M un punct oarecare din spatiu, iar M| — proiectia sa ortogonald pe planul I1. Fie, mai departe, p
— distanta de la punctul M la punctul O; 6 — unghiul dintre axa Oz si segmentul orientat OM si, in fine,
¢ — unghiul cu care trebuie rotitd axa Ox in asa fek incét sd coincidd cu semidreapta OM;. Numerele
P, 0, ¢ se numesc coordonate sferice ale punctului M. Unghiul ¢ se numeste longitudine, iar unghiul ¢@
— latitudine.

Denumirea de “coordonate sferice” provine din faptul cd suprafata ce contine toate punctele cu o
aceeasi valoare a coordonatei p este o sferd. Fiecdrui punct al spatiului, diferit de O, 1i corespund valori
bine definite ale coordonatelor p si 8. p este Intotdeauna strict pozitiva, iar unghiul 6 se considera a
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Figura 1.6:

varia 1n intervalul [0, 7r]. Valoarea lui ¢ nu este definitd pentru punctele de pe axa Oz. Acolo unde este
definitd, ca si in cazul coordonatelor polare, aceastd valoare este definitd doar pana la un multiplu intreg
de m. Ca si in cazul coordonatelor cilindrice, daca alegem si un sistem de coordonate cartezian in aga
fel incat originile celor doud sisteme sa coincida, ca si axele Ox si Oz, atunci coordonatele carteziene se
exprima 1n functie de cele sferice prin relatiile:

x=psinBcos@, y=psinBsing, z= pcosH.

1.11 Transformari de coordonate

1.11.1 Coordonate afine

Consideram, in plan, doud sisteme de coordonate afine, (O, e;,e;) si (O’,e},e}). Primul sistem il vom
numi sistemul vechi, iar cel de-al doilea — sistemul nou. Presupunem cd se cunosc coordonatele punctului
O’, precum si componentele vectorilor €] si €} relativ la sistemul vechi:

O'(ou, ), € (ou1, 1), € (02, 0n2).

Presupunem acum cd un punct oarecare M din plan are coordonatele vechi x si y si coordonatele noi x’
si y. Vrem sd giisim o relatie intre cele doud perechi de coordonate ale acestui punct. Avem, Tnainte de

toate,

6’1 =o€+ 0p€; 6’2 = Qz€] + 0ner
— ; — ., e (1.11.1)
00" = aye; + e, OM =xe|+ye, OM=xe; +ye,

Mai departe,
- /
OM =00 +0M.
Din aceastd egalitate, utilizand formulele (I.11.1)), obinem
xer +ye = o€+ oe +xl(061161 +op1€y) —I—y'(algel + aze;)
= (o1’ + o2y + o )er + (X' + 0y’ + 0)es.
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In virtutea teoremei obtinem atunci formulele de transformare

x=anx +apy +a

1.11.2
y= 001X + any + o ( )

Dacd 1n rationamentele precedente schimbidm intre ele coordonatele vechi si cele noi, obtinem formulele
de transformare
¥ = Bux+Pry+ B

(1.11.3)
Y = Bax + By + B

unde

O(ﬁhﬁz), 61(3117[321), ez(ﬁlz,ﬂzz)-

Se poate constata cu usurintd cd a; = —f3;, i = 1,2 si cd matricea
o o
A= (G On
o1 Q2
B— B B2
Bar B2

Considerdm acum, aldturi de punctul M, Incd un punct, N, ale carui coordonate vechi si noi le vom
nota, respectiv, cu xy,y; si x},y}. Atunci, din formulele (1.11.2)), obtinem

este inversa matricii

X = 0611)6'1 + 0612)/1 + 0

| , (1.11.4)
V1 = 01X] + 02y, + 0

Dupd cum se stie, componentele (vechi si noi) ale vectorului MN vor fi date de

X=x1—x,Y=y1—y

/

X' =x;-xX,Y =y, —y.

Utilizand formulele (1.11.2) si (1.11.4)), obtinem formulele de transformare pentru componentele unui
vector:

X = (X11X,+ 0612Y,,
Y = 0621X/+ 0622Y/.

Transformdrile de coordonate in spaiu se scriu in mod absolut analog. Fie (O, e;,e;,e3)si (0, €], ¢€},¢€})
doui sisteme de coordonate afine in spatiu (cel vechi si cel nou). Presupunem, de asemenea, ca si mai
inainte, cd se cunosc coordonatele noii origini si componentele vectorilor noii baze relativ la vechea
bazi:

O'(ou,00,a3), € (0n1,01,031),

)2, 002, 03), €5(0t3, 003, Ql33).
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Atunci vechile coordonate se exprima in functiile de cele noi prin formulele:

x=oq1x +apy + a3 + a
y = 01X + Y + 037 +
z=og1x' + 032y + 337 + 03

Cu ajutorul unor formule analoage se exprima si coordonatele noi 1n functie de coordonatele vechi. In
ceea ce priveste regulile de transformare a componentelor vectorilor, se obtine:

X = OCUX/ + 0612Y/ -+ 06132/,
Y = o1 X'+ oY’ + a3 Z’,
Z = OC31X/ + 0632Y/ + OC33Z/.

1.11.2 Coordonate rectangulare in plan

Considerdm acum cazul particular al transformdrilor de coordonate in plan, cand ambele sisteme de
coordonate, atdt cel vechi cat si cel nou, sunt ortogonale. Vom nota sistemul de coordonate vechi cu
(0,1,j), iar cel nou — cu (O',1,j').

Vom distinge doui cazuri, dupd cum rotatiile pe drumul cel mai scurt de laila j si de lai’ la j’ se fac:

a) in aceeasi directie (fie ambele in sensul acelor de ceasornic, fie ambele in sens opus mersului acelor
de ceasornic);

b) in directii opuse.

In ambele cazuri vom nota cu ¢ unghiul dintre vectorii i si i’, in sensul celei mai scurte rotatii de la i la
j. Dacd notdm cu y unghiul dintre vectorii i si j/, atunci in primul caz avem

Y=0+ g + 2k,
in timp ce In cel de-al doilea caz avem
Y=0- g +2km.
In ambele cazuri, avem urmitoarele expresii pentru componentele vectorilor i’ si j':
0| =COSQ, O =sin@, 0jp =Ccos Y, Oy = siny.
In primul caz, formulele capitd forma

x=x'cos@—y'sinp+ay,

1.11.5
y=x'sin@+y cosp+ oy, ( )

in timp ce 1n al doilea caz, avem:

x=xcos@+y'sing+ay,
y=x'sing—y cos¢p+ .

Sunt interesante urmétoarele doud cazuri particulare importante ale formulelor (I.TT.5):
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1. Presupunem cdi=1 sij=j'. Atunci formulele (1.11.5) capitd forma:

x=x+oy,
y=y+om
si se numesc formulele de transformare a coordonatelor prin transportul paralel (translatia) axelor
de coordonate cu vectorul a(o, ap).
2. Dacd O' = O, atunci formulele (1.11.5)) capiti forma:
x=x'cos@—y'sing,
y=x'sin@+y cos @,

si se numesc formulele de transformare a coordonatelor prin rotatia sistemului in jurul originii cu
unghiul ¢.

1.12 Produsul scalar al vectorilor

1.12.1 Definitie si proprietati fundamentale

Definitia 1.14. Fie a si b doi vectori. Se numeste produs scalar al celor doi vectori numarul real, notat
a- b, egal cu produsul dintre normele celor doi vectori si al cosinusului unghiului dintre ei, adicd:

a-b=|a|-|[b]cosg, (1.12.1)
unde ¢ este unghiul dintre cei doi vectori.

Alegem un punct oarecare O in spatiu si construim un segment orientat OA astfel incat

oi_ A

lafl
Notim cu A axa definiti de segmentul orientat OA. Atunci
[[bllcos @ = pryb,
unde proiectia este ortogonald. Prin urmare, formula (I.12.T)) se poate rescrie sub forma
a-b=|a|pr,b. (1.12.2)

Denumirea de “produs scalar” este legatd atat de faptul ca rezultatul produsului scalar este un numar, cat
si de faptul ci acest tip de produs are anumite proprietdti comune cu produsul numerelor reale, desi, dupd
cum vom vedea mai jos, existd diferente esentiale Intre cele doud tipuri de produse.
Vom enumera, 1n cele ce urmeazd, principalele proprietiti ale produsului scalar gi le vom demonstra
pe cele care nu sunt chiar evidente.
1) comutativitatea:
a-b=Db-a. (1.12.3)
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Aceasta proprietate rezultd direct din definitia produsului scalar;
2) compatibilitatea cu Tnmultirea vectorilor cu scalari:

(Aa)-b=A(a-b), (1.12.4)
a-(Ab) =A(a-b), (1.12.5)
Este clar cd, datoritd comutativitatii produsului scalar, dacd una dintre cele doua relatii are loc, atunci
are loc si cealaltd, asa cd este suficient si demonstrdm una dintre ele, de exemplu (1.12.5). Utilizand
formula (T.12.2)) si proprietitile proiectiei, obtinem succesiv:
a-(Ab) = [|a||pry(Ab) = Allal|prab = A(a-b).
3) distributivitatea fatd de adunarea vectorilor:
a-(b+c)=a-b+a-c, (1.12.6)
(b+c)-a=b-a+c-a. (1.12.7)
Din nou, datoritd comutativitdtii, este suficient s demonstram prima afirmatie. Vom utiliza, si de data
aceasta, reprezentarea (1.12.2) a produsului scalar,precum si proprietitile proiectiei. Avem, agadar,
a-(b+c) = lallpra(b+e¢) = [laf|pryb+|[af|pryc =a-b+a-c.

Pe baza acestor trei proprietdti, putem trage concluzia cd Tnmultirea combinatiilor liniare de vectori se
poate face termen cu termen, ca in exemplul urmator:

(2a+3b)(4c—5d) =8a-c—10a-d+ 12b-c— 15b-d.

Ultimele doud proprietiti au un caracter oarecum mai “geometric”.
4) Doi vectori a si b sunt perpendiculari daca si numai daca produsul lor scalar este egal cu zero:

a-b=0. (1.12.8)
Intr-adevir, incepem prin a scrie relatia (1.12.8)) sub forma
[[af[[[bl[ cos @ = 0. (1.12.9)

Daci vectorii sunt perpendiculari, atunci ¢ = /2, deci cos¢ = 0, de unde a-b = 0. Invers, sd presu-
punem acum ci vectorii verifici relatia (I.12.9). Dacd unul dintre vectori este egal zero, atunci el poate
fi considerat pe orice alt vector, deci conditia este indeplinitd. Dacd ambii vectori sunt nenuli, atunci si
normele lor sunt nenule, deci relatia poate fi Indeplinitd doar dacd cos ¢ = 0, adicd dacd cei doi
vectori sunt perpendiculari.

Remarcdm ca proprietatea 4) marcheazi o diferentd esentiald dintre produsul scalar al vectorilor si
produsul numerelor reale. Astfel, produsul a doud numere reale poate fi egal cu zero dacd si numai daca
cel putin unul dintre numere este egal cu zero. Produsul scalar a doi vectori, in schimb, poate fi egal cu
zero si dacd ambii vectori sunt diferiti de zero.

5) Produsul scalar a unui vector cu el insusi este egal cu patratul normei acestui vector:

a-a=|al> (1.12.10)

Afirmatia rezultd imediat din definitia produsului scalar a doi vectori (in acest caz, fireste, ¢ = 0).
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Observatie. Trebuie sa remarcam, petru evitarea confuziilor, ca nu are sens sd vorbim de produse scalare
de mai mult de doi factori. Produsul scalar a doi vectori este un scalar, prin urmare acest produs nu mai
poate fi inmultit scalar, la rAndul sdu, cu un al treilea vector. Acesta este motivul pentru care nu are sens
sd ne punem mécar problema asociativitdtii produsului scalar al vectorilor liberi.

1.12.2 Exprimarea produsului scalar in coordonate

Alegem, in spatiu, un sistem de coordonate rectangular, cu originea intr-un punct O. Fie {i,j,k} baza
ortonormatd care genereazd acest sistem de coordonate. Faptul cd baza este ortonormatd inseamnd,
reamintim, cd toti vectorii au lungime 1, iar vectorii sunt perpendiculari unii pe altii. Din proprietatile
produsului scalar, descrise mai sus, se constatd imediat cd produsele scalare dintre vectorii bazei sunt
date de urmatoarea tabld de multiplicare:

(1.12.11)

Presupunem acum cd se dau doi vectori a si b, care au urmatoarele expresii Tn raport cu baza de coordo-
nate:
a=Xi+Yj+zk, b=Xi+Y'j+Zk.

Utilizand tabla de inmultire scalard (T.12.11]) a vectorilor bazei, produsul scalar dintre a si b va fi
a-b=(Xi+Yj+2Zk) - (Xi+Yj+2Z'k) = XX +XY'i-j+
+XZi-k+YXji+YY P +YZ§ k+ZX'k i+ 272K =
=XX'+YY' +27.

Asadar, produsul scalar a doi vectori, dati prin componentele lor relativ la un sistem de coordonate
rectangular Oxyz, se exprima prin formula

a-b=XX'+YyY'+277. (1.12.12)

Cu aceastd expresie, conditia de ortogonalitate a vectorilor a si b se va scrie, prin urmare,
XX'+YY' +277Z =0. (1.12.13)
De asemenea, combinind formulele (T.12.10) si (I.12.12)), obtinem pentru lungimea vectorului a formula

la] = VX2 + Y2+ 22, (1.12.14)

Sa presupunem acum ci se dau doud puncte din spatiu prin coordonatele lor carteziene ortogonale,
M(x,y,z) si M'(X',y',7'). Dupd cum se stie, distanta d(M,M’) dintre cele doud puncte este egald cu

lungimea vectorului MM’ (x' — x,y’ — y,7 — z), adici este datd de formula

d(MM) =\ (¢ 02+ () + (& 2
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In sfarsit, utilizand formulele (1.12.1), (1.12.12) si (1.12.14), putem stabili o formuli pentru calculul
cosinusului unghiului format de vectorii a(X,Y,Z) si b(X’,Y’,Z’), dati prin componentele lor relativ la o
bazd ortonormata:

XX'+YY' +77

~/X2+Y2+Z2~/X’2+Y’2+Z’2'

cosQ =

1.13 Produsul vectorial al vectorilor

1.13.1 Definitie si proprietati fundamentale

Definitia 1.15. Produsul vectorial dintre vectorul a si vectorul b este, prin definitie, vectorul, notat prin
a x b, determinat prin urmédtoarele conditii:

1) dacéd vectorii a si b sunt coliniari, atunci, prin definitie, produsul lor vectorial a x b este egal cu zero.

2) dacd cei doi vectori nu sunt coliniari, adicd fac intre ei un unghi ¢, cu 0 < ¢ < 7, atunci produsul lor
vectorial se defineste prin urmatoarele trei conditii:

(i) lungimea vectorului a x b este egald cu ||a]| - ||b|| - sin ¢;
(i1) vectorul a x b este perpendicular pe ambii vectori a si b;

(iii) tripletul de vectori (a,b,a x b) este direct.

Vom enumera, mai intai, proprietitile fundamentale ale produsului vectorial a doi vectori.

1) Prima proprietate exprimd un fapt de naturd geometricd: dacd vectorii a si b nu sunt coliniari,
atunci norma vectorului a X b este egald cu aria paralelogramului construit pe segmentele OA si OB, unde
O este un punct arbitrar din spatiu, iar OA = a si OB = b. De asemenea, este clar cd aria triunghiului
OAB este egald cu jumadtate din norma produsului vectorial a vectorilor O—A> si @

Aceasta proprietate rezultd imediat din chiar definitia produsului vectorial.

2) Produsul vectorial este anticomutativ:

axb=-bxa. (1.13.1)

Demonstratia rezultd, din nou, direct din definitie.
3) Produsul vectorial este compatibil cu Tnmultirea cu scalari a vectorilor:

(Aa)xb=2A(axb), (1.13.2)
ax (Ab) =A(axb). (1.13.3)

Datorita anticomutativititii produsului vectorial, este suficient sd demonstram una dintre cele doud pro-
prietdti. Vom demonstra, prin urmare, relatia (1.13.2). Dacd A = 0, sau daci cei doi vectori sunt colini-
ari, atunci ambii membrii ai relatiei sunt egali cu zero,prin urmare proprietatea are loc. D& presupunem
acum ci nu suntem in nici una dintre aceste doui situatii. Lungimea vectorului A(a x b) este egald cu
|A|||a|||[b|| sin @, unde ¢ este unghiul dintre cei doi vectori. Sa evaluim acum lungimea vectorului din
membrul drept. Dacd A > 0, atunci vectorii a si Aa au acelasi sens, prin urmare unghiul dintre Aa si b
este tot ¢. Asadar,
[[(2a) xbl| = [[Aal|[|b][sin@ = [4|||al|||b]|sin ¢.
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Dacid A < 0,atunci vectorii Aa si a au sensuri opuse,prin urmare unghiul dintre vectorii Aa si b este egal
cu 7 — @. Prin urmare, in acest caz, avem:

[(2a) xb]| = [[2al|[|b][sin(z — ¢) = |A[||a]||[b[| sin ¢.

Astfel, vectorii din cei doi membrii ai relatiei (I.13.2)) au acceasi normd, atit pentru valori pozitive, cit
si pentru valori negative ale scalarului A. Este clar cd acesti doi vectori sunt coliniari, intrucit ambii sunt
perpendiculari vectorii a si b. Mai trebuie sd demonstrdm, prin urmare, ca acesti vectori au si acelasi
sens. Se observd, insd, imediat, cd pentru A > 0 acesti doi vectori au, ambii, acelasi sens cu vectorul
a x b, in timp ce pentru A < 0 ei au, ambii, sens opus vectorului a x b.

4) Produsul vectorial este distributiv fatd de adunarea vectorilor:

(a+b)xc=axc+bxec, (1.13.4)
cx(at+b)=cxa+exbh. (1.13.5)

Din nou, este suficient s demonstrdm prima egalitate, cea de-a doua rezultdnd, pe urmai, din anticomu-
tativitate.

Egalitatea are loc, Tn mod evident, dacd unul dintre cei trei vectori este nul sau dacd suma a+b este
nuld. Presupunem cd nu suntem 1n nici una dintre aceste situatii.

Vom demonstra mai intai egalitatea

(a+b)xcp=axcy+bxcp, (1.13.6)

unde ¢y = ¢/||c|| este un vector unitar.

Vom arita, mai intdi, cum anume se poate construi produsul vectorial al unui vector oarecare a cu un
vector unitar ¢g. Atasdm vectorii a §i ¢ unui punct O oarecare, deci construim punctele A si C astfel Incat
ﬁ =a i OC = ¢p. Ducem acum prin punctul O un plan II, perpendicular pe dreapta OC si proiectdm
ortogonal pe el segmentul orientat OA. Segmentul orientat OA’, proiectia ortogonali pe IT a lui OA, il
rotim,in planul I',in jurullui O, cu un unghi de 7 /2, in sensul mersului acelor de ceasornic, dacd privim
din punctul C. Segmentul orientat OA”, obtinut in urma rotatiei, va fi un reprezentant al produsului
vectorial al vectorilor a si ¢o. Intr-adevir, daci notim cu ¢ unghiul dintre vectorii a si ¢y, atunci putem
scrie:

[0A7| = [0 = [[0Allcos (5 — @) = llal o sin .
In plus, se constati cu usuringi ci vectorii 07’ si a X ¢p au aceeasi directie si acelasi sens.

Trecem acum la demonstrarea relatiei . Pentru aceasta, fixdm un punct O si construim punc-
tele A, B, C astfel incat O?' = ¢y, O—A> =a, AB=Db, OB = a+b. Construim, mai departe,planul I1, care
trece prin punctul O si este perpendicular pe segmentul orientat OC. Notdm cu A’ si B’ proiectiile orto-
gonale ale punctelor A si B pe planul I1. Rotim triunghiul OA’B’ in planul IT, in jurul punctului O, cu un
unghi de /2, in sensul mersului acelor de ceasornic, daci privim din punctul C. Se obtine, ca rezultat
al rotatiei, triunghiul OA”B”. Avem:

0B — onl + I8,
— e (1.13.7)

OB/:(a+b)><C(), ) =aXxc¢y, A”B,:bch'
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Asadar, din (I.13.7) rezulti egalitatea (I.13.6). Pentru a obtine acum (I.13.4)), este suficient sd inmultim
relagia cu scalarul ||¢||.

Proprietitile produsului vectorial descrise mai sus permit formularea unei reguli pentru calculul pro-
dusului vectorial a doud combinatii liniare de vectori liberi: pur si simplu se calculeaza produsul fiecarui
termen din prima combinatie cu fiecare termen din a doua combinatie si apoi se Tnsumeaza rezultatele.
De exemplu,

(a+2b) x (2¢—3d) =2axc—3axd+4b xc—6bxd.

Observatie. Produsul vectorial are o serie de similaritdti cu produsul scalar al vectorilor. Sunt, totusi, o
serie de diferente care trebuie tinute minte:

1) Produsul vectorial nu este comutativ — ordinea factorilor conteaza.

2) Produsul vectorial a doi vectori este un vector, nu un scalar. Ca urmare, de data aceasta are sens
sd considerdm produse de mai multi factori. Totusi, aga cum vom vedea ceva mai tarziu, produsul
vectorial nu este asociativ.

1.13.2 Expresia produsului vectorial in functie de componentele factorilor

Considerdm un sistem de coordonate ortogonal Oxyz si fie {i,j,k} baza ortonormati de coordonate. Este
usor de verificat cd vectorii bazei se inmultesc vectorial dupd regulile descrise in urmitoarea tabeld:

x| i j Kk
i| 0 k —j
il-k 0 i
k j i 0

Fie, acum, a si b doi vectori dati prin componentele lor:
a=Xi+Yj+zk, b=Xi+Y'j+Zk.
Utilizand distributivitatea produsului vectorial 1n raport cu adunarea vectorilor, obtinem

axb=(Xi+Yj+Zk)(X'i+Y'j+Z'k) = (YZ' - ZY')i+
+(ZX'-XZ"j+ (XY' - YX')k,
deci
axb=(YZ -zY")i+ (zX'-XZ")j+ (XY —YX')k. (1.13.8)
Tinind cont de regula de dezvoltare a unui determinant de ordinul al treilea dupd prima linie, formula
precedentd se mai poate scrie sub urmétoarea formd, mult mai usor de retinut:
i j k
axb=\X Y Z|. (1.13.9)
X v 7z
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Observatie. Din expresia analiticd (T.13.9) rezultd imediat formule analitice pentru aria paralelogramului
si aria triunghiului determinate de cei doi vectori. Astfel, din formula mentionatd rezultd imediat c&

Y Z| |X Z X Y
axb=i Y, Z/ —J X/ Zl +k X/ Y/ )
adica
2 2 2
. Y Z X Z X Y
Ariapa = |laxb| = \/ v 7 X 7 ‘X’ v/ (1.13.10)
Prin urmare, aria triunghiului determinat de cei doi vectori este
2 2 2
. 1 [|lY Z X Z X Y
Ariasiyn = 2\/ Yy 7 ‘X/ 7! X'y (1.13.11)

Sé consideram acum cazul in care avem trei puncte oarecare din planul xOy: A(x4,y4,0),B(xz,ys,0),C(xc,yc,0).
Ele determini doi vectori: a = AB sib — AC. Este clar cia = a(xp—xa,Y8 —y4,0) sib=Db(xc —xa,y5 —
y4,0). Prin urmare,

i J k o x _ x4 ya 1
axb=|xp—x4 yg—ya 0=k’ " VBTN —klxg yp 1,
Xc—x4 Yo—ya O C—XA YC—YA x ye 1
de unde rezultd ca
xa ya 1
Habu:i Xp VB 1.
xc yo 1
Asadar, aria triunghiului ABC din planul xOy este data de formula
xa ya 1
AriaABc = ii XB YB 1. (1.13.12)
xc yo 1

Fireste, semnul se alege astfel incit membrul drept sd fie pozitiv. Este, de asemenea, de remarcat, ca
formula de mai sus ne da un criteriu de coliniaritate pentru punctele A,B,C. Cum ele sunt coliniare
exact atunci cand aria triunghiului determinat de ele este zero, adicd atunci cind triunghiul este dege-
nerat, Tnseamna ca cele trei puncte sunt coliniare exact atunci cind determinantul din membrul drept al

ecuatiei (1.13.12) se anuleaza.

1.13.3 Dublul produs vectorial

Dupd cum am putut constata pand acum, produsul vectorial a doi vectori este, din nou, un vector, de
aceea are sens sd Tnmulfim acest vector cu un al treilea vector. Rezultatul acestei operatii este ceea ce
se numeste dublu produs vectorial. Mentiondm cd produsul vectorial nu este asociativ, de aceea nu
se poate renunta la paranteze asa cum se face, de exemplu, 1n cazul produsului numerelor reale sau
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complexe sau in cazul produsului matricilor. De acest fapt ne putem convinge cu usurintd, studiind
produsele elementelor bazei canonice a spatiului tridimensional. Avem, de exemplu:

(in) Xj :ka = _i7
in timp ce
ix(jxj=0.
Fie, prin urmare, a, b si ¢ trei vectori din spatiu. Dupd cum am spus mai devreme, dublul produs vectorial
al celor trei vectori este, prin definitie, vectorul (a x b) x ¢. Vom demonstra, in cele ce urmeazi, cd are

loc urmatoarea relatie:
(axb)xec=(a-¢c)b—(b-c)a. (1.13.13)

Dacd unul dintre vectori este nul, atunci, desigur, ambii membrii ai egalitdtii de mai sus sunt egali cu zero,
prin urmare nu avem ce demonstra. Acelasi lucru se Tntdmpla, dupd cum ne putem convinge imediat,
daci vectorii a si b sunt coliniari. Vom presupune, prin urmare, cd toti cei trei vectori sunt nenuli, iar
vectorii a si b sunt necoliniari. Considerdm vectorul x = (a x b) x a.

. Alegem o origine O arbitrard a spatiului si fie X,A, B, C patru puncte din spatiu astfel incit sa avem
OA =a, OB =b, OC = ¢, OX = x. Avem, prin urmare,

(04 0B) x 0k

— —
Din definitia produsului vectorial, deducem imediat cd OX este perpendicular pe OA si se afld in planul
OAB. Pe de altd parte, deoarece tripletul de vectori

((OA x OB),04,0%}

este drept, rezultd cd vectorii 0? si OX se afld de aceeasi parte a planului care contine vectorii OA si
OA x OB. In plus, avem . N
|0X]| = ||0A|1*| 0B sine.

. e .2 . A .
unde O este unghiul ZAOB. Aceste proprietdti ale vectorului OX definesc acest unghi In mod unic. Pe
de alta parte, ne putem convinge cu usurinta ca proprietitile sunt verificate de vectorul

(OA-OA)0B — (OA - 0B)OA.

Asadar,

OX = (axo?) x OA = (OA-OA)OB — (OA - OB)OA

Analog se demonstreazd cd
(@ x o?) x OB = (OA - OB)OB — (0B - OB)OA.

Reperul {Ei, @, (ﬁ X O?} este 0 bazi a lui R3, asadar existi trei numere reale u, v, w astel incat

0?‘:140—A>+v0?+w(a>< ﬁ).
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Dezvoltand ((ﬁ X 0?) X 0?‘ si tindnd cont de faptul ca O_A> X O? este perpendicular pe ﬁ si pe O?,
obtinem

(OA x OB) x OC = u(OA - OA)OB — u(OA - OB)OA + v(OA - OB) OB~
— v(OB-OB)OA =
[( UOA —vOB — @ixoﬁ).oﬁ}ﬁﬁ
+ (ua%—vO?%—w 0Ax0?>-a]0?:

|
— (OA-0C)0B — (OB -0C)0h =
=(a-c)b—(b-c)a.

Observatie. Fireste, are sens si calculam si produsul a x (b x ¢). Din anticomutativitatea produsului
vectorial, obtinem, utilizand relatia (I.13.13)), stabilitd mai devreme:

X (bxe)=—(bxc)xa=(b-a)c—(c-a)b.
Comparand vectorii (a x b) x ¢ si a x (b x ¢) ajungem la concluzia cd ei pot fie egali doar daci
—(b-c)a+2(a-¢c)b—(a-b)c=0.

Astfel, o conditie necesard pentru ca cele doud produse vectoriale duble sd fie egale este necesar ca cei
trei vectori sd fie coplanari. Aceastd conditie nu este, Insd, si suficientd, intrucat,dupa cum se vede din
egalitatea de mai sus, coeficientii celor trei vectori nu sunt arbitrari.

Se poate demonstra cu ugurintd, utilizand relatia (1.13.13)) cé pentru orice trei vectori a, b si ¢ are loc
urmatoarea identitate (identitatea lui Jacobi):

(axb)xc+(bxc)xa+(cxa)xb=0. (1.13.14)

1.14 Produsul mixt al vectorilor
1.14.1 Definitie si proprietiti fundamentale
Fie a, b si c trei vectori. Se numeste produs mixt al celor trei vectori numarul

(a,b,c) :=(axb)-c. (1.14.1)
Produsul mixt al vectorilor are o interpretare geometrica remarcabild, exprimata de urmatoarea teorema.
Teorema 1.10. Fie a,b si ¢ trei vectori necoplanari. fi atasam unui punct O si fie A, B, C punctele pentru

care N
OA:a,O?:b,OTZC.

Atunci produsul mixt (a,b, ¢) este egal cu volumul paralelipipedului construit pe segmentele OA, OB, OC,
luat cu semnul plus dacd tripletul {a,b,c} este direct si cu semnul minus dacd tripletul este stang.
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Demonstratie Fie V volumul paralelipipedului construit pe segmentele OA, OB si OC, S — aria paralelo-
gramului construit pe segmentele OA si OB si h — indltimea paralelipipedului. Atunci V = Sh.

Atagdm acum punctului O un vector unitar OE, perpendicular pe segmentele OA si OB si orientat
astfel incat tripletul format din vectorii 0—A>, 0? sie= O? sé fie direct. Atunci, in mod evident, a x b = Se.
Prin urmare,

(axb)-c=S(e-c)=Spryc =£Sh==V,

unde se ia semnul plus daci tripletul (a,b,c) este direct si semnul minus daca tripletul este stang. O

Consecinta 1.6. Volumul tetraedrului OABC este dat de formula

1
Volpapc = :l:g (a7 b, C),

unde a = O—A>,b: O?,c: 07'

Consecinta 1.7. Un sistem de trei vectori liniar independenti {a,b,c} este drept dacd (a,b,c) > 0 si
stang dacd (a,b,¢) < 0.

Consecinta 1.8. Un sistem ortonormat de trei vectori liniar independenti {a,b, ¢} este drept dacd (a,b,¢) =
1 §i stang dacd (a,b,c) = —1.

Produsul mixt al vectorilor ne permite, de asemenea, sd stabilim un criteriu de coplanaritate a trei
vectori, cuprins in teorema care urmeaza.

Teorema 1.11. Pentru ca trei vectori a,b si ¢ sd fie coplanari este necesar si suficient ca produsul lor
mixt sd fie egal cu zero:
(a,b,c) =0. (1.14.2)

Demonstratie Dacd vectorii a,b, ¢ sunt coplanari, atunci vectorul a x b fie este egal cu zero (dacd vectorii
a si b sunt coliniari), fie este perpendicular pe vectorul ¢. In ambele cazuri egalitatea (1.14.2)) are loc.

Invers, s presupunem ca egalitatea (1.14.2) are loc. Dacid vectorii nu ar fi coplanari, atunci ei ar
determina, ca in teorema precedentd, un paralelipiped de volum

0#V ==+(a,b,c),

ceea ce contrazice egalitatea (I1.14.2)). O



VECTORI, PUNCTE SI COORDONATE 47

1.14.2 Expresia produsului mixt in coordonate

Presupunem c4, relativ la o bazd ortonormatd, vectorii a,b, ¢ sunt dati prin componentele lor:
a(Xl,Yl,Zl), b(Xz,Yz,Zz), C(X3,Y3,Z3). (1.14.3)

Utilizand expresiile in coordonate pentru produsul vectorial si produsul mixt, obinem:

(a,b,c) = (a X b) Xe= (Y1Z2 — Y221)X3 + (XzZl —X1Z2)Y3+
+ (X1Y2 —XoY1)Z3 = X1 YaZs + Xo Y321 + X3Y1Z3 — X1 Y325 —
—X3YrZ1 — XoY17Z5.

Este usor de constatat cd aceastd relatie se poate rescrie cu usuringd cu ajutorul unui determinant de
ordinul al treilea:

X W Z
(a,b,c) = X2 Y2 Zz (1.14.4)
X3 Y3 Zs.

Din proprietitile determinantilor se obtin imediat urmétoarele relatii Intre produsele mixte a trei vectori,
luati in diferite ordini:

(a,b,c) = (c,a,b) = (b7caa) = —(b,a,c) = —(c,b,a) = _(a7c7b)'
Prin urmare:

e dacd facem o permutare circulard a factorilor intr-un produs mixt, valoarea produsului nu se
schimba;

e dacd se schimba ordinea a doi factori (nu neapdrat vecini), semnul produsului se schimba (dar
valoarea absoluta nu!).

Se constatd, de asemenea, fie din definitie, fie din proprietitile determinantilor, ca dacd doi factori dintr-
un produs mixt sunt liniar dependenti, produsul se anuleazd. In particular, din (1.14.4)) rezultd cd putem
rescrie conditia necesard si suficientd (I.14.2)) pentru ca vectorii (I.14.3) si fie coplanari sub forma

Xy Wz
X, Y» Z,|=0. (1.14.5)
X3 Y3 Z3

1.15 Probleme

Problema 1.1. Un vector v face un unghi de 45° cu axa Ox, un unghi de 60° cu axa Oy, iar componenta
sa pe Ox este v, = 31/2. Si se determine modulul vectorului, unghiul pe care il face cu axa Oz si celelalte
doud componente.
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Solutie Fie v modulul vectorului. Atunci componentele vectorului sunt:

V2

vy =v-cos45° = 7\/,
|
vy =v-c0s60° = ~v,
2
v, =V-C0SY.

Dar pe v, il cunoastem si obtinem, prin urmare,

2
iv =3v2,
2
de unde obfinem cd v = 6, asadar v, = 3. Pe de altd parte, v v% + vg =12 =36, adici

184+9+436cos? y = 36,

de unde
cos’y= 1
=3
sau
cosy =+ !
Y= 5

O]

Problema 1.2. Si se determine un vector care face unghiuri egale cu cele trei axe ale unui reper orto-
normat direct, stiind cd modulul vectorului este egal cu unitatea.

Problema 1.3. Ce relatii trebuie sa indeplineasca vectorii a,b, ¢ astfel incét ei sa formeze un triunghi?

Problema 1.4. Punctele A’(1,2,1), B'(2,0,0), C’(0,1,3) sunt mijloacele laturilor unui triunghi. Si se
determine coordonatele varfurilor triunghiului.

Problema 1.5. Pe laturile triunghiului ABC se construiesc paralelogramele arbitrare ABB’A”, BCC'B”,

VAl BR

CAA'C”. S& se arate ci se poate construi un triunghi avand laturile egale si paralele cu A’A”, B'B" ,C'C”.

Problema 1.6. Se da o piramidd cu varful in § si baza un paralelogram ABCD ale carui diagonale se
intersecteaza in punctul O. Sa se demonstreze egalitatea vectoriald:

SA +5B+5C + SD = 450.

Problema 1.7. Verificati cd vectoriia(4,1,—1),b(1,2,—-5),¢(—1,1, 1) formeazi o bazd in spatiu. Determinati
componentele vectorilor 1(4,4,—5),m(2,4,—10),n(0,3, —4) in aceasti bazi.

Problema 1.8. Se dau vectorii necoplanari a,b, c. Stabiliti dacd vectorii I, m,n sunt coplanari in fiecare
dintre cazurile de mai jos. In caz afirmativ, indicati o relatie de dependenta liniara dintre ei.

1) 1=2a—b—c,m=2b—c—a, n=2c—a—b;
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2) l=a+b+c¢, m=b+c, n=—-a+c;
3) =ccm=a—-b—c¢c,n=a—b+ec.

Problema 1.9. in paralelogramul ABCD punctul K este mijlocul segmentului CD, iar punctul O este
punctul de intersectie a diagonalelor. Considerand baza formata din vectorii 1@ si AD, determinati, in
aceastd bazd, componentele vectorilor AM ,Z&M .

Problema 1.10. In trapezul ABCD lungimile bazelor AD si BC sunt in raportul 3 : 2. B}lﬁnd ca bazd
vectorii z@ si EB sd se determine,in aceasta bazd, componentele vectorilor ﬁ,ﬁ,@,DA.

Problema 1.11. in trapezul ABCD, lungimile bazelor AD si BC sunt in raportul 3 : 1. O este punctul
de intersectie a diagonalelor trapezului, in timp ce S este punctul de intersectie al prelungirilor laturilor
neparalele. Luind ca baza vectorii AD si f@, determinati componentele vectorilor AC,AO, AS.

Problema 1.12. Trei puncte, A(xy,y1), B(x2,y2), C(x3,y3), necoliniare, sunt vérfuri consecutive ale unui
paralelogram. Determinati coordonatele celui de-al patrulea punct, D, al paralelogramului.

Problema 1.13. Se dau doud puncte distincte A(xy,y1,z1) si B(x2,y2,22). Determinati coordonatele:
1) punctului M, situat pe segmentul AB, astfel incit AM : BM = m : n;
2) punctului M, situat In exteriorul segmentului AB, astfel incat AM : BM =m : n.

Problema 1.14. Se dau punctele A(3,—2) si B(1,4). Punctul M se afld pe dreapta AB, iar AM = 3AB.
Determinati coordonatele punctului M daca:

1) M se afld de aceeasi parte a punctelor A si B;
2) punctele M si B se afld de-o parte si de cealaltd a punctului A.

Problema 1.15. Se dau vectorii necoliniar a si b. Demonstrati ca sistemul de vectori m = 3a — b,
n =2a+b, p=a+ 3b este liniar dependent, iar vectorii n, p sunt necoliniari. Exprimati vectorul m in
functie de vectorii n, p.

Problema 1.16. Punctul M este centrul de greutate al triunghiului ABC. Exprimati:

1) vectorul m in functie de vectorii l?‘ , C_>A;

2) vectorul /E) in functie de vectorii m,m ;

3) vectorul O—A> in functie de vectorii 0?, 0?‘, O—A)I , unde O este un punct oarecare din spatiu.

Problema 1.17. Determinati coordonatele varfurilor unui tetraedru OABC in sistemul de coordonate cu

originea In varful O, in care baza de coordonate este formata din medianele @, 0? , 07 ale fetelor BOC,
COA, AOB.

Problema 1.18. Si se determine coordonatele varfurilor tetraedrului ABCD 1intr-un sistem de coordonate
in care originea este centrul de greutate P al fetei BCD, iar baza este formata din vectorii BQ,CR, DS,
unde Q, R, S sunt, respectiv, centrele de greutate ale fetelor ACD, ABD si ABC.
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Problema 1.19. a Determinati unghiurile dintre vectorii a si b, dati prin intermediul componentelor lor,
fatd de un reper ortonormat.

1) 3(17_171)713(57171);
2) a(1,—1,1),b(=2,2,-2);
3) a(1,—1,1),b(3,1,-2).

Problema 1.20. Si se determine distanta dintre punctele A si B, date prin intermediul coordonatelor lor
fatd de o bazd ortonormata.

1) A(4,-2,3),B(4,5,2);

2) A(=3,1,—1),B(—1,1,—1);

3) A(3,-3,-7),B(1,—4,-5).

Problema 1.21. Se dau trei vectori: a(—1,2),b(5,1),¢(4,—2). Calculai:

1) b(a-¢)—c(a-b);

2) |lal|*~b-c;

3) |[b||>+b-(a+3c);

Problema 1.22. Se dau trei vectori: a(1,—1,1),b(5,1,1),¢(0,3,—2). Calculai:

1) b(a-¢)—c(a-b);

2) Jlall>+ Jle]* - (a-b) - (b-c);

3) (a-c)-(a-b)—|la]*(b-c).

Problema 1.23. Demonstrati ci vectorii a si b(a-¢) —c(a-b) sunt perpendiculari.

Problema 1.24. Este adevarat ca, pentru orice vectori a,b, ¢, d este indeplinitd egalitatea
(a-b)-(c-d)=(a-c)-(b-d)?

Problema 1.25. Se stie cia=b xc¢, b=c xa, ¢c =a xb. Determinati lungimile vectorilor a,b, ¢ si
unghiurile dintre ei.

Problema 1.26. Pe vectorii a(2,3,1) si b(—1,1,2) (atasati unui punct) se construieste un triunghi.
Determinati aria acestui triunghi, precum si lungimile celor trei Tnéltimi ale sale.

Problema 1.27. Unui punct i se atageaza patru vectori a(—1,1,—1), b(—1,1,1), ¢(5,—1,—1) sid. Vec-
torul d are lungimea 1 si formeaza cu vectorii a, b, ¢ unghiuri ascutite egale. Determinati componentele
vectorului d.

Problema 1.28. Stabiliti dacd urmaitoarele triplete de vectori sunt formate din vectori coplanari:
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1) a(2,3,5),b(7,1,—1),¢(3,—5,—11);
2) a(2,0,1),b(5,3,-3),¢(3,3, 10).

Problema 1.29. Vectorii a,b, ¢ sunt necoplanari. Pentru ce valori ale lui A sunt coplanari vectorii a+
2b+ Ac, 4a+5b+6¢, 7a+8b + A%¢?

Problema 1.30. Se dau vectorii necoliniari a, b si scalarul p. Gasiti un vector x, care verifica egalitatea
(x,a,b) = p.

Problema 1.31. Diagonalele unui trapez isoscel sunt perpendiculare. Determinati aria trapezului, stiind

cd Tndltimea lui este egald cu A.

Problema 1.32. Aria unui trapez ABCD este egald cu S, iar raportul bazelor este AD : BC =3 : 1.
Segmentul MN este paralel cu latura BC si intersecteazd latura AB, astfel incat AM : BN =3:2, MN :
CD =1:3. Segmentul AM este paralel cu segmentul BN. Determinati aria triunghiului BNC.

T
Problema 1.33. Misura, in radiani, a unghiului dintre vectorii u si v este de < Daci |[u| =1, ||v|| =17,

calculafi u X v i *llle’V
1 1 .

Problema 1.34. Dacd ABCD este un tetraedru regulat de laturd 1, calculati Hz@ X @H

Problema 1.35. Calculati aria paralelogramului ABCD, dacd 1@ =(1,1,—1), in timp ce KB =(2,1,4).
Problema 1.36. Calculati aria triunghiului ABC daci AB = (—1,1,0), iar AC = (0,1,3).

Problema 1.37. Determinati un vector de lungime 1 care si fie perpendicular pe vectorii u = (1,—3,1)
siv=(-3,3,3).

Problema 1.38. Se dau vectorii u(1,1,1) si v(0,1,2). S se determine o bazd ortonormata pozitiva
{a,b,c} alui R? astfel incat:

(i) a sd aibd aceeasi directie si sens cu u;

(i1) b sd fie o combinatie liniard a lui u §i v, iar prima sa componentd sd fie pozitiva.
Problema 1.39. Demonstrati cd dacd u+ v+ w = 0, atunci
(A) UXV=VXW=WwWXu,

(b) uxv+vxw+wxu=3uxv).
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CAPITOLUL 2

Dreapta in plan

2.1 Ecuatia dreptei scrisa cu ajutorul coeficientului unghiular (al pantei)

Fie A o dreaptd situatd intr-un plan. Se numeste vector director al dreptei orice vector nenul a carui
directie coincide cu directia dreptei. Se intelege cd o aceeasi dreaptd are o infinitate de vectori directori,
dar toti acestia sunt coliniari intre ei.

Presupunem cd s-a ales un sistem de coordonate afin Oxy. Vom stabili acum ecuatia dreptei A.
Presupunem, mai intdi, ci dreapta este paraleld cu axa Oy si intersecteaza axa Ox intr-un punct P(a,0).
Atunci este clar cd pentru toate punctele M (x,y) de pe dreapta A si numai pentru ele avem

X =a. 2.1.1)

Asadar, (2.1.1) este ecuatia unei drepte paralele cu axa Oy (adicd o dreaptd verticald) i care intersec-
teazd axa Ox in punctul P(a,0). Este clar ca toate dreptele de acest tip au vectori directori de componente
(0,m), unde m este un numdr real nenul oarecare. Si presupunem acum cd dreapta A nu este paraleld

Yy

© P(a,0)

0/' €] - / X
cu axa Oy. Atunci pentru orice vector director a(/,m) al acestei drepte avem / # 0, iar raportul m : [ are

aceeagsi valoare constantd k, numitd coeficient unghiular al dreptei A relativ la sistemul de coordonate
ales.
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Daci, in particular, se considera un sistem de coordonate ortogonal (O, 1, j), atunci pentru coeficientul
unghiular avem, in mod evident,
k=tga,

unde ¢ este unghiul dintre i si orice vector director al dreptei A. Unghiul a se numeste unghiul de
inclinare sau panta dreptei A relativ la axa Ox. Deoarece vom considera in cele ce urmeaza vom utiliza
in exclusivitate inclinarea relativ la axa Ox, pe viitor nu vom mai scoate in evidentd in mod explicit acest
fapt si vom vorbi, Tn general, pur si simplu despre panta dreptei.

XA

Y

v

In cele ce urmeazd, dacd nu se precizeazi altfel, vom utiliza in exclusivitate un sistem de coordo-
nate rectangular, fixat odatd pentru totdeauna §i nu ne vom mai referi la el.

Vom ardta acum cum se poate obtine ecuatia unei drepte dacd se cunoaste panta ei si un punct de pe
dreaptd. Fie, asadar, o dreaptd A, de coeficient unghiular k. Fie, de asemenea, un punct P(a,b) de pe
dreaptd. Fie, acum M (x,y) un punct de pe dreaptd, diferit de punctul P. Atunci vectorul PM (x—a,y—b)
este un vector director al dreptei A, prin urmare

—-b
Y70 k. 2.1.2)
X—d
De aici rezulta ca
y—b=k(x—a). (2.1.3)

Aceastd ecuatie este verificatd de orice punct de pe dreaptd, inclusiv punctul P. Demonstrdm acum c4,
invers, dacd un punct verifica aceasti ecuatie, atunci el apartine drepte. Fie, asadar, un punct M; (x,y;) #
P, care verificd ecuatia (2.1.3), adicd

yi—b=k(xi —a). (2.1.4)
Cum M, # P, x; —a # 0, prin urmare, din (2.1.2)) si (2.1.4), obtinem cd
y—b yi—b

XxX—a x1—a
Asadar, vectorii directori ai dreptelor A si PM; sunt coliniari. Cum ambele drepte trec prin punctul P, ele
coincid, deci M| € A. Astfel, ecuatia descrie o dreaptd care trece prin punctul P si are coeficientul
unghiular A.

Daci, 1n particular, punctul P se afld pe axa Oy (ceea ce este posibil, deoarece am presupus cd dreapta
noastri nu este paraleld cu aceastii axd), adicd daca P are coordonatele (0,b), atunci ecuatia capata
forma mai simpla:

y=kx—+b.
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Daci dreapta este paraleld cu axa Oy, atunci panta sa este egald cu zero si, daci trece prin punctul P(0,b),
atunci ecuatia ei este
y=b.

2.2 Ecuatia generala a dreptei. Ecuatia dreptei prin taieturi

Definitia 2.1. Se numeste ecuatie de gradul intdi sau ecuatie liniard relativ la necunoscutele x si y o
ecuatie de forma

Ax+By+C=0, (2.2.1)
unde A, B,C € R, iar coeficientii A si B nu se anuleaza simultan.

Teorema 2.1. Orice dreaptd in plan poate fi descrisd printr-o ecuatie de forma . Invers, orice
ecuatie de forma ([2.2.1)) reprezintd o dreaptd.

Demonstratie Dacd avem o dreaptd A care nu este paraleld cu axa Oy, atunci, dupd cum am vézut 1n
sectiunea precedentd, ea poate fi descrisd prin ecuatia liniard

y—kx—b=0. 2.2.2)
Daci dreapta A este paraleld cu axa Oy, atunci ea este, din nou, data printr-o ecuatie liniara
x—a=0. (2.2.3)

Considerdm acum o ecuatie de forma oarecare. Dacéd B # 0, atunci, Impartind ambii membrii ai
ecuatiei cu B si introducénd notatiile k = —A/B, b = —C/B, putem aduce ecuatia la forma . Dar
ecuatia reprezintd o dreaptd, de coeficient unghiular k si care trece prin punctul P(0,b). Daci in
ecuatia B =0, atunci aceastd ecuatie se poate aduce la forma si, prin urmare, reprezintd o
dreaptd paraleld cu axa Oy. O

Ecuatia (2.2.1) se numeste ecuatia generald a dreptei in plan. Vom evidentia acum céteva cazuri
particulare, in care unul sau doi coeficienti ai ecuatiei generale se anuleaza.

1. C=0. In acest caz ecuatia (2.2.1) se reduce la
Ax+By=0. (2.2.4)

Dreapta care se obtine trece prin originea coordonatelor, dupd cum se poate observa cu usurinta,
inlocuind x = 0 si y = 0 in ecuatia de mai sus. Invers, dacd o dreaptd trece prin originea coordonatelor,
atunci, inlocuind 1n ecuatia x=0giy=0obtinem C = 0, prin urmare: o conditie necesard si
suficientd pentru ca o dreaptd datd prin ecuatia sa generald sd treacd prin origine este ca C = 0.

2. B=0,C # 0. In acest caz, ecuatia (2.2.1) capiti forma
Ax+C=0. (2.2.5)

Dreapta datd de aceasta ecuatie este paraleld cu axa Oy, dar nu intesecteaza aceastd axa. Se constata
imediat cd aceastd dreaptd intersecteazd axa Ox 1n punctul de coordonate (—%,O) si toate punctele
sale au coordonata x egald cu —C/A. Asadar, un vector director al dreptei este, de exemplu, (0, 1),
ceea ce confirmd faptul cd dreapta este, intr-adevdr, paraleld cu axa Oy. Invers, este usor de vdzut ca
orice dreaptd paraleld cu axa Oy si care nu trece prin origine se poate scrie sub forma (2.2.5).
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3. B=0, C = 0. De data aceasta ecuatia se reduce la
x=0,
iar dreapta este chiar axa Oy.

4. A=0,C #0. Acest caz este analog cu cazul 2) si conduce la o dreapti paraleld cu axa Ox, dar care
nu coincide cu aceastd axa.

5. A=0,C =0. Acest caz este analog cu cazul 3), iar dreapta in chestiune este axa Ox.

Scoatem in evidentd acum urmatoarele fapte: fie A dreapta datd prin ecuatia sa generald (2.2.1)). Atunci
vectorul n(A, B) este perpendicular pe dreaptd, in timp ce vectorul a(—B,A) este un vector director al
dreptei.

Intr-adevir, si alegem pe dreapta A doui puncte distincte M (x1,y;) si M (x2,y2). Avem, prin urmare,

Ax;+ By +C =0,
Axy+ By, +C=0.

Scazand aceste ecuatii membru cu membru, obtinem
A(xp—x1)+B(y2—y1) =0.

. N . . —
Aceasti egalitate inseamnd ci vectorul n(A, B) este perpendicular pe vectorul MM, (x; — x1,y2 — y1)s
prin urmare este perpendicular si pe dreapta A. Cum vectorul a(—B,A) este, in mod evident, si el per-
pendicular pe vectorul n, rezultd ca a este un vector director al dreptei A.

Observatie. Fie r vectorul de pozitie al unui punct curent M de pe dreaptd, n — vectorul normal la dreapta
si ro vectorul de pozitie al punctului dat, My, prin care trece dreapta. Atunci, conform celor spuse mai
sus, ecuatia dreptei se poate scrie sub forma

n-(r—rp) =0. (2.2.6)

Aceasta este o forma a ecuatiei dreptei pe care o vom folosi destul de mult, de fiecare datd cind dreapta
este datd printr-un punct prin care trece si un vector normal la dreapta.

Si presupunem acum ci in ecuatia (2.2.1) toti coeficientii A, B,C sunt nenuli. Impirtim ecuatia cu
—C sinotim a = —C/A si b = —C/B. Atunci ecuatia va deveni

X
SRTIRANEEY (2.2.7)
a b

In mod evident, a si b sunt lungimile cu semn ale segmentelor pe care dreapta A le taie pe axele de coor-
donate Ox si Oy (e vorba de segmentele cuprinse Intre originea coordonatelor si punctele de intersectie
a dreptei cu axele). Aceste lungimi se numesc tdieturi ale dreptei pe axd, de aceea, ecuatia (2.2.7) se

numeste ecuatia dreptei A prin tdieturi.
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2.3 Ecuatia vectoriala si ecuatiile parametrice ale dreptei. Dreapta care
trece prin doua puncte

Orice punct M al planului este unic identificat prin vectorul sdu de pozitie (W/I , relativ la originea coor-
donatelor. Fie A o dreaptd din plan, ro = OM vectorul de pozitie al unui punct de pe dreaptd si a vectorul
director al dreptei. Notdm cu r vectorul de pozitie al unui punct M oarecare din plan. Dacd M apartine
dreptei, atunci .

r—ro= M()M y

deci r —r( este un vector director al dreptei, asadar este coliniar cu vectorul a. De aici rezultd cd exista
un numdr real ¢ astfel incét sd avem
r—ryp=1a. 2.3.1)

Invers, dacd ¢ este un numdr real oarecare, este clar cd punctul M din plan, al cdrui vector de pozitie r
verifica ecuatia (2.3.1)) este un punct de pe dreapta. Ecuatia (2.3.1) sau ecuatia echivalenti cu ea

r =ro-1a, (2.3.2)

se numeste ecuatia vectoriald a dreptei. S& presupunem acum ci vectorii sunt dati prin componentele

M

0

lor, a(l,m), ro(xo,y0) si r(x,y). Atunci ecuatia vectoriald (2.3.2)) este echivalentd cu sistemul de ecuatii:

x=xo+ 1t
0 (2.3.3)
y=yo+mt
Ecuatiile (2.3.3) se numesc ecuatiile parametrice ale dreptei A.
Daci dreapta A nu este paraleld cu nici una dintre axele de coordonate, atunci avem, in mod evident,
[ # 0 si m # 0 si atunci sistemul (2.3.3)) este echivalent cu ecuatia

X—Xo _ y—Yo
) m

: (2.3.4)

care se numeste ecuatia canonicd a dreptei in plan.

Remarcdm cd, in general, In geometria analiticd, se utilizeazd o anumitd conventie, care ne permite
sd scriem ecuatia canonica si pentru cazul in care dreapta este paraleld cu una dintre axele de coordonate.
Conventia este urmdtoarea: de fiecare datd cdnd unul dintre numitorii din ecuatia canonicd a drepei se
anuleazd, se considerd cd numdrdtorul acelei fractii este identic nul. S& presupunem, prin urmare, ci
avem o ecuatie de forma:

x—1 -2

10
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Atunci, conform conventiei, aceastd ecuatie este, de fapt, echivalenta cu ecuatia y = 2, adica reprezinta
ecuatia unei drepte paralele cu axa Ox. .

Fie acum doud puncte My(xo,yo) si M1 (x1,y1) de pe dreapta A. Atunci MoM, (x; — xo,y1 — Yo) este
un vector director al dreptei si, prin urmare,

X—X0 _ Yy—=Yo
X1—X0 Y1—Xo

(2.3.5)

este ecuatia dreptei care trece prin punctele My si M. Precizidm c4, in conformitate cu conventia facutd,
punctele M si M| pot si se afle si pe o dreaptd paraleld cu una dintre axele de coordonate (ceea ce are ca
efect faptul cd una dintre coordonatele celor doud puncte va fi aceeasi pentru ambele).

2.4 Pozitia reciproca a doua drepte in plan
Consideram doud drepte A; si Ay, date prin ecuatiile lor generale

Aix+Biy+C; =0,

2.4.1)
Axx+Bryy+Cy =0.

A studia pozitia reciprocd a acestor doud drepte inseamnd sd stabilim numdrul punctelor comune ale
celor doud drepte. Este evident cd ne putem afla, in exclusivitate, in una dintre urmitoarele trei situatii:

(i) dreptele se intersecteazd Intr-un punct;
(ii) dreptele coincid (ceea ce inseamna cd au o infinitate de puncte comune);
(iii) dreptele sunt paralele (deci nu au nici un punct comun).

Este clar cd a studia pozitia reciproca a dreptelor A; si A, revine la investigarea sistemului de ecuatii
liniare (2.4.1)), alcatuit din ecuatiile generale ale dreptelor. Astfel, cele trei cazuri de mai sus corespund
(In aceeasi ordine), urmatoarelor cazuri posibile in analiza sistemului de ecuatii:

(i) Sistemul de ecuatii are solutie unicd. Dupd cum se stie din algebra liniard, aceastd conditie este
echivalentd cu conditia ca sistemul si fie un sistem Cramer, adica

A1 B

det Ay B,

£0, (2.4.2)

(ii) Sistemul de ecuatii este compatibil, dar nedeterminat. Asta inseamna ca

Ay B

det A, By

0, (2.4.3)

dar rangul matricii sistemului coincide cu rangul matricii extinse sau, ceea ce, in cazul nostru, cind

sunt doar doud ecuatii, este echivalent cu
Ay By G

A, By G

24.4)

adica cele doud ecuatii (2.4.T)) descriu aceeasi dreapti.
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(iii) Sistemul de ecuatii este incompatibil, ceea ce inseamnd cd este verificatd, din nou, ecuatia (2.4.3)

dar, de data aceasta,
Ar By, G
— = (2.4.5)
Ay By G
altfel spus, rangul matricii sistemului este egal cu 1, In timp ce rangul matricii extinse este egal
cu 2. Egalitatea din (2.4.5) inseamni ci cele doud drepte au vectori directori coliniari, in timp ce

neegalitatea Inseamnd ci cele doud drepte nu coincid, prin urmare ele sunt paralele.

2.5 Fascicole de drepte

Definitia 2.2. Se numeste fascicol de drepte multimea tuturor dreptelor dintr-un plan care trec printr-un
punct S al planului, care se numeste centrul fascicolului.

Pentru a specifica un fascicol de drepte in plan este suficient sd specificdm centrul fascicolului si
douad dintre dreptele sale.

Fie, prin urmare, in plan, doud drepte distincte care trec prin punctul S(xo,yo), date prin ecuatiile lor
generale,

Aix+B1y+C; =0, (2.5.1)
Axx+Byy+Cy =0. (2.5.2)

Considerdm acum ecuatia
a(A1x+B1y+Ci)+ B(Ax+ By +C2) =0, (2.5.3)

unde « si B sunt numere reale oarecare, care nu se anuleaza simultan. Vom demonstra ca aceastd ecuatie
determind o dreaptd care trece prin punctul S. Rescriem ecuatia sub forma

(aA; + BAy)x+ (aBy + BBy)y+ aCi + BC, = 0. 2.5.4)
Aici coeficientii necunoscutelor nu se pot anula simultan. Intr-adevir, si presupunem ci
A+ BAZ =0, aB +BBZ =0 (2.5.5)

si, de exemplu, o # 0. Atunci si Ap # 0, pentru cd dacd A, ar fi zero ar trebui sd avem si A} = 0, ceea ce
ar contrazice ipoteza cd dreptele (2.5.1) si (2.5.2) se intersecteaza intr-un punct. Analog se demonstreaza
cd By # 0, iar egalititile se pot scrie sub forma

Al/AQZ—ﬁ/Ot, BI/BZZ—B/(X <:>A1/A2=Bl/32,

ceea ce nu este posibil, deoarece dreptele si nu sunt paralele, ci se intersecteaza intr-
un punct. Astfel, coeficientii necunoscutelor din ecuatia (2.5.4) nu se pot anula simultan, de aceea,
pentru orice & si B ce nu se anuleazd simultan, aceastd ecuatie reprezinti o dreaptd. Este evident ci
dreapta trece, intr-adevir, prin punctul S(xo,yo).

Vom arita acum, invers, cd orice dreaptd din fascicol are o ecuatie de forma , cu alte cuvinte,
vom demonstra cd oricum am alege o dreaptd din fascicolul de drepte din plan care trec prin punctul
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S(x0,y0), putem alege doud constante ¢ si 3, cel putin una nenuld, astfel incit ecuatia sd fie
ecuatia dreptei alese. Fie M (X),y;) un punct oarecare din plan, astfel incat M; # S. Este suficient sd
demonstram cd putem alege constantele o, 3 astfel incat dreapta sd coincida cu dreapta SM;.
Aceastd afirmatie se reduce la cerinta ca x| si y,, coordonatele lui M, sd verifice egalitatea

a(A1xy +Biy1 +C1) + B(Axxy + Boy1 +C2) = 0. (2.5.6)

Cum punctul M; nu coincide cu centrul fascicolului, cel putin una dintre cantitdtile din paranteze este
diferitd de zero. Dacd
Aixi+Biy1 +C #0,

atunci egalitatea (2.5.6) se poate rescrie sub forma:

_ A+ By +G
Axi+Biyi +C

Daci ii ddm lui B8 o valoare nenuld arbitrard, obtinem valoarea corespunzitoare a lui a.

Prin urmare, pentru orice & si § care nu se anuleazd simultan, ecuatia reprezintd ecuatia unei
drepte din fascicolul determinat de dreptele (2.5.1) si (2.5.2) si, invers, orice dreaptd a fascicolului se
poate scrie sub forma (2.5.3). Ecuatia se numeste ecuatia fascicolului de drepte determinat de
dreptele si (2.5.2). Remarcdm ci ecuatia dreptei se obtine din ecuatia pentru § =0
si un o # 0 arbitrar, in timp ce ecuatia dreptei (2.5.2)) se obtine din ecuatia pentru & = 0 si un
B # 0 arbitrar.

Impirtind ambii membrii ai ecuatiei la a si notdnd B/a = A, ecuatia obtinuta se scrie

A1x+B1y+Cy + A(Ayx+Boy+Cy) =0. 2.5.7)

Pentru orice A, aceastd ecuatie corespunde unei drepte din fascicolul de drepte determinat de drep-
tele (2.5.1) si (2.5.2). Invers, orice dreaptd a acestui fascicol, cu exceptia dreptei (2.5.2)) se poate scrie
sub forma pentru un anumit A.

Daci se cunosc coordonatele centrului S(xo,yo) al fascicolului, atunci ecuatia fascicolului se poate
scrie sub forma foarte simpla

a(x—xo)+B(y—yo) =0. (2.5.8)

2.6 Distanta de la un punct la o dreapta

Fie A o dreaptd oarecare din plan.

Definitia 2.3. Se numeste distantd de la un punct My din plan pané la dreapta A lungimea perpendicularei
coborite din punctul M pe dreapta A.

Consideram acum un versor e perpendicular pe dreapta A. Daca A trece prin originea coordonatelor,
atunci In calitate de e putem lua oricare dintre cei doi versori (opusi) care sunt perpendiculari pe dreaptd.
Daci dreapta nu trece prin origine, atunci alegem acel versor e, perpendicular pe dreapta A, care este
orientat dinspre originea coordonatelor cétre dreaptd. Notam cu o unghiul dintre vectorii i si e. Atunci

e =e(cosa,sinQ).
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Fie A; dreapta care trece prin origine si care este perpendiculard pe dreaptaA. Notdm cu N intersectia
celor doua drepte. Notam, de asemenea, cu p distanta de la origine pana la dreapta A, adicd lungimea
segmentului ON. Desigur, dacd dreapta A trece prin origine, atunci N = O si p = 0.

Un punct M(x,y) din plan apartine dreptei A daci si numai dacd proiectia sa ortogonald pe dreapta
A1 coincide cu N. Aceastd conditie este echivalentd cu conditia:

—
OM-e=p.
Exprimand produsul scalar utilizand componentele vectorilor, obtinem, prin urmare
xcoso+ysino —p =0. (2.6.1)

Aceastd ecuatie se numeste ecuatia normald sau ecuatia normald Hesse a dreptei.

Dreapta A Tmparte mulfimea tuturor punctelor din plan care nu i apartin ITn doud submultimi, numite
semiplane (deschise). Semiplanul care contine versorul e, atunci cand acesta este atagat punctului N,
se numeste pozitiv, iar celdlalt semiplan se numeste negativ. Remarcdm ca originea coordonatelor se
gdseste totdeauna fie Tn semiplanul negativ, fie pe dreapta A.

Definitia 2.4. Fie d distanta de la punctul M, pand la dreapta A. Se numeste abatere a punctului My de
la dreapta A numérul é definit prin urmétoarele conditii:

1) 6 = d daci punctul My se afld in semiplanul pozitiv;
2) 8 = —d dacid My se afld in semiplanul negativ;
3) 6 =d =0 dacid M, se afld pe dreapta A.

Teorema 2.2. Sd presupunem cd in plan se dd o dreaptd A, prin ecuatia ei normald . Atunci
abaterea 8 a unui punct oarecare My(xo,Yo) fatd de dreapta A si distanta d de la punct pand la dreaptd
sunt date de formulele:

0 =xpcosa +ypsina — p, (2.6.2)
d = |xpcosa+ypsina — p|. (2.6.3)
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Demonstratie Fie Ny piciorul perpendicularei coborate din My pe dreapta A;. Din formula lui Chasles
obtinem cd .
0 = (NNy) = (ONy) — (ON) = OM - e — p = xpcos &t + ypsina — p.

Formula (2.6.3) rezulté din formula (2.6.2)), intrucat d = |§|. O

Formula (2.6.2)) conduce la urmétoarea regula: pentru a obtine abaterea unui punct oarecare M fatd
de o dreapta, este suficient sd inlocuim coordonatele punctului in membrul stdng al ecuatiei normale a
dreptei. Numdrul obtinut pe aceastd cale este abaterea cdutatd.

S& presupunem acum ca dreapta este data prin ecuatia sa generala,

Ax+By+C =0, (2.6.4)

si vrem sd gidsim ecuatia sa normald (2.6.1). Cum ecuatiile (2.6.1) si (2.6.4) reprezintd aceeasi dreapti,
oeficientiilor trebuie sd fie proportionali, prin urmare:

cosat = AA, sinae = AB, —p = AC. (2.6.5)

Din primele doud relatii din obtinem
1
+—.
VA +B?

Potrivit celei de-a treia egalitéti din (2.6.3)), rezultd cd semnul lui A trebuie si fie opus semnului termenu-
lui liber C din ecuatia (2.6.4), dacd C # 0. Dacd C = 0, atunci A poate si aibi orice semn. O schimbare
de semn la A aduce dupi sine schimbarea intre ele a semiplanului pozitiv si a celui negativ. Numdrul 4
se numeste factor normalizator pentru ecuatia (2.6.4)), pentru cd, dupd inmultirea cu el, ecuatia devine

normala.
Pe baza celor remarcate, formulele pentru abaterea si distanta de la un punct My(xo,yo) pand la

dreapta (2.6.4)) se pot scrie

A/:

_ Axo+Byo+C d_\Axo+Byo+C|
+VAZ+ B2 VAL B

Sd presupunem ci se dd ecuatia (2.6.4). Notim

S (2.6.6)

§ = 5’()60,))0) = Axo+Byo+C.

Teorema 2.3. Pentru toate punctele din acelagsi semiplan determinat de dreapta , &' are acelasi
semn, iar pentru punctele din semiplanul opus are semn contrar.

Demonstratie Afirmatia acestei teoreme pentru ecuatia normald
————(Ax+By+C
++/A2 —I—B2( y+€)

sau, cu alte cuvinte, pentru marimea

1
6 X0,Y0) = 5/ X0,Y0
(x0.30) = o (x0,0)

rezultd din teorema 2.2} Cum mirimile &(xo,yo) si 8'(xo,y0) diferd doar printr-un factor constant, care
nu depinde de punctul My(xo,yo), rezulti ci afirmatia rimane adevirati si pentru mirimea 6’ (xo,yp). [
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Teorema [2.3] permite stabilirea semnificatiei geometrice a inegalitétilor

Ax+By+C >0, 2.6.7)
Ax+By+C <0, (2.6.8)

care leagd variabilele x si y. Daca x si y sunt coordonatele carteziene ale unui punct din plan, atunci ine-
galitatea este verificatd doar de coordonatele punctele planului situate intr-unul dintre semiplanele
deschise determinate de dreapta

Ax+By+C=0.

Inegalitatea (2.6.8)) este verificatd de coordonatele punctelor situate in cel de-al doilea semiplan deschis
si numai de ele. In mod corespunzdtor, inegalititile

Ax+By+C >0,
Ax+By+C <0,

descriu cate un semiplan Tmpreund cu semidreapta care il margineste (sau, cum se mai spune, cite un
semiplan inchis).

2.7 Unghiul dintre doua drepte
Sa presupunem ci se dau, in plan, doud drepte, A; si Ap, prin intermediul ecuatiilor lor generale:

Aix+Biy+C, =0, 2.7.1)
Asx+Boy+Cy =0. (2.7.2)

Dupi cum s-a viizut, in calitate de vectori directori ai acestor drepte pot fi luati vectorii a;(—Bj,A;) si

ay(—By,A;). Prin urmare,
A1A> +B1 B>

2 m. a2 p2
VA B\ A3+ B
Aici cu ¢ se noteazd unul dintre cele doud unghiuri formate de cele doua drepte. Dacé dreptele sunt
paralele, atunci, prin conventie, se considerd cd dreptele fac Intre ele un unghi egal cu zero.

Din formula (2.7.3) rezultd, in particular, conditia necesard si suficientd pentru ca dreptele (2.7.1)
si (2.7.2)) sa fie perpendiculare:

cosQ = 2.7.3)

A1Ay +B1B, =0. 2.74)

Sd presupunem acum ca dreptele A; si A, sunt date nu prin ecuatiile generale ci cu ajutorul coeficientilor
unghiulari:

y=kix+b1, (2.7.5)
y =kox+b;. (2.7.6)

Notdm cu ¢ unghiul cu care trebuie rotitd dreapta A; In jurul punctului de intersectie a dreptelor, pentru
a se suprapune peste dreapta A,. Daca dreptele sunt paralele, atunci vom considera cd @ = 0. Fie o
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si ap unghiurile pe care le fac cele doud drepte cu axa Ox, adica avem k; = tg o, 0p = tg . Atunci
¢ = 0p — oy sl avem:

tgop —tgoy ky — ki

l+tgoutgon  1+kiky'

tgp =tg(op—oy) =

Astfel,

oo — ky —ky
& = Tk

Din formula (2.7.7)) se poate obtine cu usurinti conditia de perpendicularitate a dreptelor (2.7.5) si (2.7.6).
Ea corespunde cazului in care tg ¢ nu existd, adicd, in formula (2.7.7), se anuleazd numitorul:

2.7.7)

1+kik, =0.

Astfel, conditia necesari si suficientd pentru ca dreptele (2.7.3) si (2.7.6) si fie perpendiculare este ca

1

ky=——.
2 3

(2.7.8)

2.8 Probleme

Problema 2.1. Determinati ecuatia dreptei care trece prin (2,—3) si este paraleld cu dreapta care trece
prin (4,1) si (—2,2).

Problema 2.2. Determinati ecuatia dreptei care trece prin (—2,3) si este pe perpendiculard pe dreapta
2x—=3y+6=0.

Problema 2.3. Determinati ecuatia mediatoarei segmentului care uneste punctele (7,4) si (—1,—2).

Problema 2.4. Stabiliti ecuatia dreptei care trece prin (2, —3) si face un unghi de 60° cu directia pozitiva
a axei Ox.

Problema 2.5. Stabiliti ecuatiile dreptelor care au panta —3/4 si formeazi cu axele de coordonate un
triunghi de arie 24.

Problema 2.6. Determinati forma normald Hesse a dreptei 3x —4y —6 = 0.
Problema 2.7. Stabiliti ecuatia dreptelor care trec prin (4, —2) si sunt la o distanti 2 fatd de origine.

Problema 2.8. Determinati ecuatiile bisectoarelor unghiurilor formate de dreptele
(L]) 3x—4y+8 =0

si
(Lp) 5x+12y—15=0.

Problema 2.9. Determinati ecuatiile dreptelor paralele cu dreapta 12x — S5y — 15 = 0, situate la distanta
4 fatd de aceasta.

Problema 2.10. Determinati valoarea lui k astfel incat distanta de la punctul (2,3) la dreapta 8x+ 15y +
k =0 sa fie egald cu 5.



DREAPTA IN PLAN 65

Problema 2.11. Doud mediane ale unui triunghi sunt situate pe dreptele x+y =2 si 2x+ 3y = 1, iar
punctul A(1, 1) este un varf al triunghiului. Scrieti ecuatiile laturilor acestui triunghi.

Problema 2.12. Punctele K(1,—1),L(3,4) si M(5,0) sunt, respectiv, mijloacele laturilor AD,AB si
CD ale patrulaterului ABCD, ale cérui diagonale se intersecteazi in O(2,2). Determinati coordonatele
varfurilor patrulaterului.

Problema 2.13. Stabiliti ecuatiile dreptelor care trec prin punctul A(—1,5) si sunt egal departate de
punctele B(3,7) si C(1,—1).

Problema 2.14. Stabiliti ecuatiile dreptelor egal depértate de punctele A(3,—1),B(9,1) si C(—5,5).

Problema 2.15. Punctele K(1,—1),L(3,4) si M(5,0) sunt, respectiv, mijloacele laturilor AD,AB si
CD ale patrulaterului ABCD, ale cirui diagonale se intersecteazi in O(2,2). Determinati coordonatele
varfurilor patrulaterului.

Problema 2.16. Stabiliti ecuatiile dreptelor care trec prin punctul A(—1,5) si sunt egal departate de
punctele B(3,7) si C(1,—1).

Problema 2.17. Stabiliti ecuatiile dreptelor egal depértate de punctele A(3,—1),B(9,1) si C(-5,5).

Problema 2.18. Punctul A(3,—2) este un varf al unui pétrat, iar M(1,1) este punctul de intersectie a
diagonalelor sale. Stabiliti ecuatiile laturilor patratului.

Problema 2.19. Lungimea laturii unui romb cu unghiul ascutit de 60° este egald cu 2. Diagonalele
rombului se intersecteaza in punctul M(1,2), iar diagonala cea mai lungd este paraleld cu axa Ox. Stabiliti
ecuatiile laturilor rombului.

Problema 2.20. Determinati un punct de pe dreapta Sx — 4y — 4 = 0 egal depirtat de punctele A(1,0) si
B(—2,1).

Problema 2.21. Determinati coordonatele unui punct A de pe dreapta x +y = 8, care este egal departat
de punctul B(2,8) si de dreapta x —3y+2 = 0.

Problema 2.22. Determinati coordonatele tuturor punctelor egal depirtate de punctul A(—1,1) si de
dreptele y = —xsiy=x+1.

Problema 2.23. In triunghiul ABC punctele M, (2,3), M»(0,7) si M3(—2,5) sunt mijloacele laturilor
BC,CA si AB. Stabiliti ecuatia dreptei AB. Gasiti unghiul dintre medianele AM| si BM;.

Problema 2.24. In paralelogramul ABCD varfurile A si C au coordonatele (1,2), respectiv (7,10), iar
H (3,0) este piciorul perpendicularei coborate din varful B pe latura AD. Stabiliti ecuatia dreptei AD.
Gasiti unghiul dintre dreptele AD si AB.

Problema 2.25. in paralelogramul ABCD punctele K(—1,2),L(3,4) si M(5,6) sunt mijloacele laturilor
AB, BC, respectiv CD. Stabiliti ecuatia dreptei BC. Gasiti unghiul dintre dreptele AL si AM.

Problema 2.26. In trapezul ABCD cu bazele AD si BC latura CD este perpendiculari pe baze, punctele
A si C au coordonatele (5,2), respectiv (—2,3), iar prelungirile laturilor neparalele se intersecteaza in
punctul P(—3,6). Stabiliti ecuatia dreptei AD. Gisiti unghiul dintre dreptele AD si AB.
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Problema 2.27. Punctele K(1,3) si L(—1,1) sunt mijloacele bazelor unui trapez isoscel, iar punctele
P(3,0) si Q(—3,5) se afld pe laturile neparalele. Stabiliti ecuatiile laturilor trapezului.

Problema 2.28. Stabiliti ecuatia dreptei care trece prin A(3,1) si face un unghi de 45° cu dreapta 3x —
y—2=0.

Problema 2.29. Punctul A(2,0) este un varf al unui triunghi echilateral, iar latura opusa se afld pe dreapta
x+y—1=0. Stabiliti ecuatiile celorlalte doua laturi ale triunghiului.

Problema 2.30. Baza unui triunghi isoscel se afld pe dreapta x + 2y = 2, iar una dintre laturile egale
se afld pe dreapta y +2x = 1. Stabilifi ecuatia celei de-a treia laturi, stiind ca distanta de la punctul de
intersectie a dreptelor date pani la aceasti laturi este egali cu 1/+/5.

Problema 2.31. Se considerd acel unghi format de dreptele y =x+1 si y = 7x+ 1 1n interiorul caruia
se afld punctul A(1,3). Determinati coordonatele punctului B, situat in interiorul aceluiasi unghi, situat
la distanta 4+/2 fati de prima dreapti si /2 fati de cea de-a doua dreapt.

Problema 2.32. Stabilifi ecuatia bisectoarei acelui unghi format de dreptele x — 7y =1 si x+y = —7,
induntru cdruia se afld punctul A(1,1).
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Dreapta si planul in spatiu

3.1 Planul

3.1.1 Ecuatia vectoriala a planului

Fie v si w doi vectori necoliniari din spatiu si My un punct oarecare. Daca atasam vectorii punctului My,
atunci existd doud puncte, unic determinate, P si Q, astfel incat v = W si w = Mp(Q). Cum vectorii
v si w sunt necoliniari, punctele My, P si Q, la randul lor, sunt necoliniare, deci determind un plan IT.
Intentiondam si descriem punctele acestui plan cu ajutorul punctului My si al vectorilor v si w.

ZA

Fie M un punct din spatiu. Notdm cu ry vectorul de pozitie al punctului My si cu r vectorul de
pozitie al punctului M. Punctul M, in mod clar, apartine planului dacd si numai dacd vectorul MM este
coplanar cu vectorii MyP si MyQ, adicd cu vectorii v §i w. Sa presupunem cd M apartine planului IT.
Aceasta inseamna, intrucat vectorii v si w sunt liniar independenti, cd MyM are o descompunere (unica)
sub forma unei combinatii liniare a vectorilor v i w, cu alte cuvinte, exista (i sunt unice) doud numere
reale s si ¢ astfel Incat sd avem

—
MoM = sv+1tw. (3.1.1)
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Pe de altd parte, MoM = r —rp, deci ecuatia precedentd se poate scrie
r=1r9+sSvV+iIw, (3.1.2)

ecuatie care se numeste ecuatia vectoriald a planului I1.

Sa presupunem acum cd punctul M are coordonatele (x,y,z), My are coordonatele (xo,yo,z0), iar
vectorii v §i w au componentele (v, vy, v;), respectiv (wy, wy,w;). Atunci ecuatia vectoriald este
echivalentd cu sistemul de ecuatii scalare

X =X0+ SV +Iwy
y=Yo+svyt+itw, (3.1.3)
Z=2z0+sv;+1tw,

ecuatii care se numesc ecuatiile parametrice ale planului T1.
Ecuatia planului se poate reprezenta sub formd vectoriald gi fiard a utiliza parametrii. Intr-adevir,
avem urmadtorul rezultat:

Teorema 3.1. Ecuatia vectoriald a unui plan care trece printr-un punct My si este perpendicular pe un
vector n dat este

(r—rp)-n=0. (3.1.4)

Demonstratie Fie I1 planul determinat de punct si de vectorul normal. Daca M este un punct oarecare al
planului, atunci MpM L n, de unde rezulta ca

MoM -n=0 (3.1.5)

sau
(r—rp)-n=0.

3.1.2 Ecuatia generala a planului

Definitia 3.1. Se numeste ecuatie liniard (generald) relativ la necunoscutele x,y,z o ecuatie de forma
Ax+By+Cz+D=0, (3.1.6)

unde cel putin unul dintre coeficientii A, B,C ai necunoscutelor este diferit de zero.

Teorema 3.2. Intr-un sistem de coordonate carteziene rectangulare, un plan este definit de o ecuatie
liniard generald de forma (3.1.0).

Demonstratie Considerdm un plan care trece prin punctul My si are vectorul normal n(A,B.C). Atunci,
pentru orice punct M(x,y,z) din plan, avem

(r—ro)-n=0

sau
A(x—x0)+B(y—y0) +C(z—20) =0
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sau, Tnca,
Ax+ By +Cz— (Axo + Byo +Cz9) =0,

care este o ecuatie liniard generald in x,y, z.
Invers, fie M(x,y,z) un punct din spatiu care verificd o ecuatie de forma

Ax+By+Cz+D =0,
cuA?+B>+C?#0.
Sa presupunem, de exemplu, cd in ecuatia de mai sus A % 0. Atunci, in mod evident, punctul

My(—D/A,0,0) verificd, de asemenea, aceastd ecuatie. Notdm cu n vectorul de componente (A,B,C).
Cum

—
MM =r—ro= (x+D/A,y,2),
ecuatia planului care trece prin My si are vectorul normal n este
(r—rp)-n=0

sau
A(x+D/A)+By+Cz=0sauAx+By+Cz+D =0,

prin urmare, punctul M este situat Tn planul care trece prin My si are pe n ca vector normal. O

Cazuri particulare ale ecuatiei generale a planului

a) Ecuatia unui plan care trece prin origine este:
Ax+By+Cz=0.
Intr-adevir, se observi imediat ci ecuatia de mai sus este verificati de originea 0(0,0,0).
b) Ecuatiile planelor paralele cu axele de coordonate sunt

Ax+By+D =0 (paralele cu axa Oz),
Ax+Cz+D =0 (paralele cu axa Oy),
By+Cz+D =0 (paralele cu axa Ox).

Intr-adevir, daci in ecuatia generald a planului punem C = 0, ea devine
Ax+By+D =0.
In acest caz, vectorul normal la plan, n(A, B,0) are proiectia ortogonali pe axa Oz nuli, asadar vec-

torul este perpendicular pe axd, deci planul este paralel cu axa Oz. La fel stau lucrurile si in celelalte
doua cazuri. Dacd, in particular, si D = 0, atunci planele trec prin axe, nu sunt doar paralele cu ele.
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c) Ecuatiile planelor paralele cu planele de coordonate sunt

Ax+D =0 (paralele cu planul yOz),
By+D =0 (paralele cu planul xOz),
Cz+D =0 (paralele cu planul xOy).

Intr-adevir, daci, de exemplu, punem in ecuatia planului B = C = 0, ea se transformi in
Ax+D =0.

Vectorul normal la acest plan este n(A,0,0). Acest vector este perpendicular pe planul yOz, deci
planul care il are ca vector normal este paralel cu planul yOz. La fel se rationeaza si In cazul celorlalte
doua plane de coordonate.

Si aici, ca si mai sus, dacd punem si D = 0, obtinem plane care sunt paralele cu planele de coordonate
si trec prin origine, adicd obtinem ecuatiile planelor de coordonate, x = 0,y = 0, respectiv z = 0.

3.1.3 Alta forma a ecuatiei vectoriale a planului

Plecdm de la ecuatia vectoriald a planului care trece printr-un punct si este paralel cu doi vectori necoli-
niari:
r—ro=sv+iIw.

Aceastd ecuatie este echivalentd cu cerinta ca vectorii r —rp, v si w s fie liniar dependenti, adicd, de
asemenea, cu conditia ca

(r—rg,v,w) =0. (3.1.7)

Aceastd ecuatie se numeste, de reguld, pur si simplu, ecuatia planului care trece prin punctul My si este
paralel cu vectorii u si v. Daca dezvoltdm produsul mixt (3.1.7)), se constatd imediat cd aceastd ecuatie
este echivalentd cu ecuatia

X=X Y—)Yo <20
Vi V2 v | =0 (3.1.8)
wi w2 w3
sau cu ecuatia
V2 V3 vy V] Vi W
- - —z20) =0. 3.1
R (CE A N (RN M SRR 319

3.1.4 Ecuatia planului determinat de trei puncte necoliniare

Fie M, (x1,y1,21), M2(x2,¥2,22), M3(x3,y3,23) trei puncte necoliniare din spatiu. Atunci cele trei puncte
determina un plan. Pentru a obtine ecuatia sa, aplicim metoda de la punctul precent. Mai precis, fie

—
V=MM(xo—Xx1,y2—y1,22 —21),

—
W =M M3(x3 —x1,y3 — 1,23 —21)-
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Atunci acesti doi vectori sunt, in mod evident, necoliniari si paraleli cu planul. Planul a carui ecuatie
o cdutdm este cel care trece prin M| si este paralel cu vectorii v si w. Prin urmare, ecuatia sa este
(vezi[3.1.8):

X=X Y=y -4

X2—x1 y2—y1 2—z|=0. (3.1.10)

X3—X1 Y3—Yy1 321

Ecuatia (3.1.10) se poate rescrie in forma de mai jos, mai usor de memorat:

x y z 1
x1 oyt oz 1

=0. 3.1.11
X y2 22 1 ( )
x3 y3 z3 1

3.1.5 Conditia de coplanaritate a patru puncte

Din formula (3.1.11) rezultd imediat conditia de coplanaritate a patru puncte:
Patru puncte My, M,, M3, My sunt coplanare dacd si numai dacd:

xx o oz 1
1
o2 (3.1.12)
x3 y3 z3 1
X4 ya z4 1

3.1.6 Ecuatia planului prin taieturi

Fie IT un plan care nu trece prin origine si prin nici una dintre axe. Atunci, dupd cum am vazut mai sus,
ecuatia sa generald este

Ax+By+Cz+D =0,

unde nici unul dintre cei patru coeficienti nu se anuleazi. Fie P,Q,R cele trei puncte in care planul
intersecteazd axele de coordonate. Atunci punctul de intersectie cu Ox, determinat de ecuaSiile y =
0,z=0, vafi P(—D/A,0,0), punctul de intersectie ¢ axa Oy, de ecuatii x =0,z =0, va fi 0(0,—D/B,0),
in timp ce punctul de intersectie cu axa Oz, de ecuatii x = 0,z =0, va fi R(0,0, —D/C). Daci introducem
notatiile
D D D

IS el

ecuatia planului care trece prin punctele P, Q, R se va scrie

S O =
S O
o O O
—_— =

Dacd dezvoltdm ecuatia de mai sus, obtinem

bex+ cay+abz —abe =0
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sau, daca impartim cu abc,

y
b
Ecuatia (3.1.13)) se numeste ecuatia planului prin tdieturi. Motivul este legat de faptul céd lungimile cu
semn a, b, c se numesc tdieturile planului pe axele de coordonate. Ele sunt lungimile cu semn ale seg-
mentelor determinate de origine si de punctele de intersectie ale planului cu cele trei axe de coordonate.

SRNERAT ) (3.1.13)
a C

3.1.7 Ecuatia normala a unui plan

Fie IT un plan si OP — perpendiculara din origine pe plan. Dacd planul trece prin origine, atunci punctul
P coincide cu originea, deci lungimea vectorului 07 este egali cu zero. In cazul general, insi, fie

p=|lo?|

lungimea acestui vector (egala, de fapt, cu distanta de la origine la planul IT).
Fie n(cos &, cos 3, cos ) versorul vectorului (ﬁ (care este, 1n acelasi timp, versorul normalei la plan).
Atunci punctul P (piciorul perpendicularei pe plan din origine), va avea coordonatele

P(pcoso, pcosfB, pcosy),
prin urmare, daci M(x,y,z) este un punct oarecare din planul IT, atunci componentele sale vor fi
—
PM(x— pcosa,y— pcosf3,z— pcosy).
Cum vectorii PM si n sunt perpendiculari, avem
—
PM-n=0

sau
xcosa +ycosfB+zcosy—p (cos2 a + cos? B + cos? 7) =0

=1
sau, 1n final,
xcosa+ycosfB +zcosy—p=0. (3.1.14)

Ecuatia (3.1.14)) se numeste forma normald Hesse sau, pur si simplu, forma normald a ecuatiei planului.
Forma normald a ecuatiei unui plan este utild in anumite situatii, de aceea, vom ardta cum se poate
obtine. Plecdm cu un plan scris sub forma generald,

Ax+By+Cz+D=0.
Acest plan are si o ecuatie normald,
xcosa+ycosf +zcosy—p=0.
Cum cele doud ecuatii trebuie sa reprezinte acelasi plan, coeficientii lor trebuie sd fie proportionali:

cosat = AA, cosfB =AB, cosy=AC, —p=AD.
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Daci ridicam la pétrat primele trei egalitati si le Tnsumam, obtinem
A (A +B*+C?) =1,
unde am folosit, din nou, faptul ci cos? & + cos? B 4 cos?y = 1. Asasar,

k:i;. (3.1.15)
VAL B C
Semnul din (3.1.15)) se alege astfel incét sa fie opus semnului termenului liber D din ecuatia generala.
Dacd D = 0, atunci semnul lui A se poate alege oricum. A se numeste, din motive evidente, factor
normalizator al ecuatiei generale a planului.

Planul IT imparte multimea tuturor punctelor din spatiu care nu apartin lui IT in doud submultimi, nu-
mite semispatii deschise. Vom numi semispatiu pozitiv acel semispatiu inspre care este indreptat vectorul
n. Celilalt se numeste semispatiu negativ. Trebuie remarcat ca originea spatiului se afld intotdeauna fie
in planul IT, fie in semispatiul negativ.

3.1.8 Distanta de la un punct la un plan

Definitia 3.2. Se numeste distantd de la un punct Mo(xo, yo,zo) la planul IT lungimea d a perpendicularei
coboriate din punctul My pe planul I1. Se numeste abatere (sau deviere) a punctului My relativ la planul
IT numérul & definit astfel incat:

a) 0 = d dacd M este in semispatiul pozitiv determinat de IT;

b) 6 =0 dacd My €11,

¢) 6 = —d daci M este in semispatiul negativ.

Teorema 3.3. Dacd planul este dat prin ecuatia normald
xcos o +ycos B +zcosy—p =0,

atunci au loc formulele
0 = xpcosa +ypcos B +z9cosy—p; (3.1.16)

d = |xpcos @+ ypcos B +zocosy—p|. 3.1.17)
Dacd planul este dat prin ecuatia sa generald,
Ax+By+Cz+D =0,

atunci au loc formulele

Axo+B D
5= A0+BotContD (3.1.18)
tVAI B+ CC
Axo+Byo+Czo+D
g = Ao+ Byot Czo+ D] (3.1.19)

VA2 4+ B2 4-C?
Demonstratie Notdm cu Py proiectia ortogonald a lui My pe dreapta OP. Atunci
—
0 = (PPy) = (OR)) — (OP) =n-OMy— p = xpcos @ +ypcos B +zocosy—p.

Asadar, formula (3.1.16) este demonstrata. (3.1.17) rezultéd din (3.1.16), pentru c&, in mod evident, d =
|6]. O]
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3.1.9 Unghiul a doua plane

Prin unghiul a doud plane ntelegem masura unghiului plan asociat unghiului diedru format de cele doud
plane, adicd masura unghiului format de directiile normale la cele doud plane.

Este de remarcat ca cele doud plane formeaza, in fapt, nu unul ci patru unghiuri, doua cate doua
opuse si egale si adiacente suplimentare.

Considerdm doud plane

Aix+B1y+Ciz+D; =0 (3.1.20)
si
Axx+Bry+Crz+ Dy =0. (3.1.21)

Vectorii normali la cele doud plane sunt n (A1, B;,Cy) si my(Az, B2,C,), prin urmare unghiurile sunt date

de
A1Ar +B1By +C1G

+ .
VA B C M3+ B3+ C

(3.1.22)

cosQy 2 =

Dacd membrul drept este pozitiv, se obtin unghiurile acutite, daci este negativ — unghiurile obtuze.
Din formula (3.1.22)), rezulta cd cele doud plane sunt perpendiculare dacd si numai daca

A1A> + BBy +CiCs. (3.1.23)

Pe de altd parte, planele sunt paralele exact atunci cand cei doi vectori normali sunt paraleli, adicd daca

si numai daca
Ay B G

= = 3.1.24
Ar B> G ( )

3.2 Dreapta in spatiu

3.2.1 Ecuatia vectoriala si ecuatiile parametrice ale dreptei

Fie A o dreapti 1n spatiu. Un vector nenul a se numeste vector director al dreptei A dacid orice segment
orientat din clasa lui a este paralel cu dreapta A. Dacd a(l,m,n) este un vector director al dreptei A,
iar Mo(xo,y0,20) este un punct oarecare al acestei drepte, atunci un punct arbitrar din spatiu, M(x,y,z),
apartine dreptei daca si numai daca vcﬂ)rul MoM (x—x0,y — 0,2 — z0) este coliniar cu vectorul a. Notdm
cu ry, respectiv r vectorii de pozitie OMy, OM ai punctelor My, respectiv M. Atunci

—_—
M()M:l‘—l‘(),

. Y C o . . ey o A A x
prin urmare vectorii MoM si a sunt coliniari dacd si numai dacd existd un numadr real ¢ astfel Tncat sa
avem

r—rog=1a,

sau
r =ro-+za. 3.2.1)
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Ecuatia (3.2.1) se numeste ecuatia vectoriald a dreptei A, care trece prin punctul My si are ca vector
director vectorul a. Aceastd ecuatie este echivalentd, in mod evident, cu un sistem de trei ecuatii scalare,

X =xo+1t
y=yo+mt |, 3.2.2)
z=2z0+nt

ecuatii care se numesc ecuatiile parametrice ale dreptei care trece prin punctul My(xo,yo) si are vectorul
director a(/,m,n). Mentionam c& daci se trece la un alt sistem de coordonate, forma ecuatiilor parame-
trice ale dreptei se modificd (deoarece se schimba atit coordonatele punctului My, cét si componentele
vectorului director), in timp ce ecuatia vectoriald are aceeasi forma 1n orice sistem de coordonate afine
(chiar daca nu e vorba de o baza ortonormata).

3.2.2 Ecuatiile canonice ale unei drepte in spatiu

Daci fiecare dintre componentele /,m, n ale vectorului director a este diferitd de zero, atunci ecuatiile (3.2.2)
sunt echivalente cu sistemul

X—=Xo _Y—Yo Y—Yo_ Z—2 Z—2 _ X—X0

, , ) (3.2.3)
[ m m n n [
sistem pe care 1l vom scrie, de reguld, sub forma
TR _ YT 2T (3.2.4)

l m n

Ecuatiile (3.2.4) se numesc ecuatiile canonice ale dreptei care trece prin punctul My(xo,y0,20) §i are
vectorul director a(l,m,n).

Observatie. Din moment ce vectorul director a este diferit de zero, Intotdeauna se poate gdsi un sistem
de coordonate in raport cu care toate componentele sale sd fie nenule. Totusi, In anumite sisteme de
coordonate, una sau doud dintre componentele sale pot fi egale cu zero. Nu existd nici un motiv pentru
care sd nu putem scrie ecuatiile canonice ale dreptei si in astfel de sisteme de coordonate. Vom face,
de aceea, asa cum am procedat in cazul ecuatiei canonice a dreptei in plan, conventia ci 0/0 = 0. Ca
lucrurile sd fie foarte clare, precizam cd, cu aceastd conventie, un sistem de ecuatii canonice de forma

X —X0 :y—yo :Z—Zo
[ m 0

este echivalent cu sistemul de ecuatii

TN g, 1£0,m#£0,
l m

in timp ce un sistem de ecuatii de forma

este echivalent cu sistemul
Y=Yo0, T=20-
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3.2.3 Dreapta ca intersectie de doua plane

O dreapti in spatiu se poate reprezenta ca o intersectie de doud plane distincte, care trec printr-o aceeasi
dreaptd. Prin urmare, ea poate fi data cu ajutorul unui sistem de doud ecuatii liniare:

(3.2.5)

A1x+B1y+C1z+D1 :O,
Axx+ Byy+Crz+ Dy =0.

Cum planele care definesc dreapta nu sunt paralele, coeficientii necunoscutelor din cele doud ecuatii ale
sistemului (3.2.5)) nu sunt proportionali. Altfel spus, rangul matricii acestui sistem de ecuatii liniare este
maxim (adicd este egal cu doi).

Ecuatiile sistemului (3.2.3) care definesc o dreapti dati nu sunt unice. in mod clar, fiecare dintre ele
se poate Tnlocui cu o ecuatie de forma

O(A1x+B1y+Ciz+Di) + B(Axx + Byy+Caz+D,) =0,

unde a si B sunt numere reale care nu se anuleazd simultan, astfel incét, fireste, sistemul sd aibd, in
continuare, rang maxim.

Este evident cd si afirmatia inversa este adeviratd, adicd orice sistem de ecuatii de forma (3.2.5)), de
rang doi, descrie o dreaptd In spatiu.

De multe ori, trebuie sd gdsim vectorul director al unei drepte datd ca intersectie de doua plane.
Consideram dreapta (3.2.5)) si fie nj(A,B;,C) si np(Ay,B,Cy) — vectorii normali la cele doud plane
care determind dreapta. Atunci produsul lor vectorial,

vV=n; XNy
este, Tn mod evident, un vector director al dreptei, prin urmare

B, C
B, &

C Ay,
G Al

Al By

Ay By k.

V= i+

3.2.4 Ecuatiile dreptei care trece prin doua puncte

Sé presupunem ci se dau doud puncte distincte M (x1,y1,21) $i Ma(x2,y2,22) ale unei drepte A. Atunci
vectorul M;M;(x —x1,y2 — y1,22 — 21) este un vector director al dreptei, prin urmare dreapta A este
dreapta care trece prin punctul M si are ca vector director vectorul M;M,. Asadar ecuatiile parametrice
ale dreptei A (care trece prin punctul M; si are ca vector director pe M M>), vor fi

xX=x1+ (Xz —xl)t,
y=y1+m—y)t, (3.2.6)
2=+ (—z)t.

Ecuatiile acestea se pot rescrie, fireste, sub forma canonica:

X—X] _ y—W _ Z1—2 (3.2.7)
X2—X1  Yy2—)1 -2
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3.2.5 Unghiul a doua drepte in spatiu

Prin definitie, unghiul a doud drepte in spatiu este unghiul pe care il formeaza vectorii lor directori.
Mentiondm ,de la bun inceput, cd nu este necesar ca cele doud drepte sd fie coplanare. Vectorii lor
directori fiind vectori liberi, ei pot fi plasati cu originea 1n acelasi punct. Un alt lucru care trebuie
mentionat este cd, folosind vectorii directori, unghiul dintre drepte nu este unic determinat. Mai precis,
daca schimbdm sensul unuia dintre vectorii directori, unghiul se transforma in suplementarul sau. De
aceea, dacd vrem sd determindm unghiul ascutit dintre cele doud drepte, trebuie s ne asigurdm cd unghiul
respectiv are un cosinus pozitiv.
Fie, prin urmare,
X=X _ Y= _<i—x

(Dy): T (3.2.8)

si
(D) 2 =22 2 (3.2.9)
2 mp nj

de vectori directori vy (I1,my,ny), respectiv vo(lp,my,ny). Atunci unghiul dintre cele doud drepte este dat
de

. il
cos@rp =412 ihtmm fmn (3.2.10)
vl vl \/lf+m%+n%\/l§+m§+n§
Unghiul ascutit dintre cele doud drepte este dat de
il
cos p = itz mims + mim| GB2.11)

VB w80
Dreptele (3.2.8)) si (3.2.9) sunt perpendiculare daca vectorii lor directori sunt perpendiculari, adica daca
vi-Vo =lLbh+mmy+niny =0. (3.2.12)

Dreptele (3.2.8)) si (3.2.9) sunt paralele dacd vectorii lor directori sunt coliniari, adicd dacd existd un
scalar (nenul, in cazul nostru) A € R astfel incét si avem

V| = le (3.2.13)

sau (cu aceeasi conventie ca si la ecuatiile dreptei)

L m m
h_m _m 3.2.14
L m ( )

3.3 Probleme diverse referitoare la drepte si plane in spatiu

3.3.1 Pozitiile relative a doua plane

Presupunem cd s-a fixat un sistem de coordonate afine Oxyz si sunt date doud plane, prin ecuatiile lor
generale
Aix+B1y+Ciz+D; =0, (3.3.1)

Axx+ Bry+Crz+ Dy =0. (3.3.2)

Este clar, din considerente geometrice, cd cele doud plane se pot afla Tn urmétoarele situatii:
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1) se taie dupd o dreapts;
2) sunt paralele, dar nu coincid;
3) coincid.

Scopul nostru este sa stabilim relatiile care existd intre coeficientii celor doud ecuatii in fiecare caz.

Vom numi urmd a planului (3.3.T)) pe planul de coordonate xOy intersectia dintre acest plan si planul
de coordonate. Dacd planul nu este paralel cu planul xOy, atunci aceastd intersectie este o dreaptd
care, privita ca dreaptd in planul de coordonate, va avea, in mod evident, ecuatia

Aix+B1y+D; =0.

Analog se obtin urmele planului pe planele de coordonate xOz si yOz, daca planul nostru nu este paralel
nici cu aceste plane de coordonate. Este clar cd planul (3.3.2)) coincide cu planul (3.3.1)) daci si numai
dacd urmele lor pe planele de coordonate coincid. Din studiul pozitiei reciproce a doud drepte in plan,
stim deja 4 aceasta se intampld dacd si numai dacd toti coeficientii celor doud plane sunt proportionali,
adicd daci si numai dacd existd un scalar nenul A astfel incét sd avem

A= 7LA2, B, = ﬁ.Bz C = 7LC2, D, = 7LD2 3.3.3)

sau
Al B G D

A, B, C Dy’

scriere care poate fi folisitd dacd nici unul dintre coeficientii celui de-al doilea plan nu se anuleazd sau
daca facem conventia ca in scrierea de mai sus, de fiecare datd cand un coeficient al celei de-al doilea
plan se anuleaza, la fel se intampld si cu coeficientul similar al primei ecuatii.

Din punct de vedere algebric, la aceeasi concluzie se poate ajunge si pe altd cale. Pentru ca pla-
nele si sd coincidd, este necesar si suficient ca sistemul foemat din ecuatiile lor si fie
compatibil, dublu nedeterminat, ceea ce inseamni exact conditia (3.3.3).

S& presupunem acum, de exemplu, cd primul plan este paralel cu planul xOy. Aceasta inseamna,
evident, cd A; = B; = 0, iar rationamentul algebric de mai sus ne duce la aceeasi cocluzie ca pentru
planele in pozitie generala.

Daci sistemul de ecuatii (3.3.1)—(3.3.2)) este incompatibil, atunci inseamni c# rangul sistemului tre-
buie si fie egal cu 1, in timp ce rangul matricei extinse trebuie sa fie egal cu 2. Prin urmare, planele sunt
paralele dacd si numai dacd

Ay By G, D 334
AT B G Dy (334
cu aceeasi conventie ca mai sus asupra egalitdtii cu zero a numitorilor.

Ultima situatie posibila este ca sistemul format din ecuatiile planelor si fie de rang maxim, ceea ce
inseamna cd intersectia este o dreaptd. Aceasta inseamnd ca primii trei coeficienti nu pot fi proportionali.
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3.3.2 Pozitiile relative a trei plane

Consideram trei plane, date prin ecuatiile lor generale:

(P1)A1x+Biy+Ciz+D; =0,
(Py)Ax+ Byy+Caz+ Dy =0, (3.3.5)
(P3)A3X+B3y—|-C3Z+D3 =0.

Pentru a stabili pozitiile relative ale celor trei plane, trebuie si studiem sistemul de ecuatii (3.3.5). Fie A
determinantul sistemului:

A1 B G

A=A, By (),

Az B3 C3
m — matricea sistemului,

A1 B G

nm — A2 Bz C2
A3 Bz G3

si M — matricea extinsd a sistemului,

Ay By C1 Dy
M=\|A, B, C, D,
A3 By (3 Dj

Notdm, de asemenea, cu n; (A, B1,C1), n2(Az,B,,C2), n3(A3, B3, C3) vectorii normali la cele trei plane.
Avem urmadtoarele situatii:

(a) Daca A # 0, atunci sistemul (3.3.5)) este compatibil determinat, prin urmare, are o singura solutie:
planele se intersecteazd intr-un punct.

(b) Sa presupunem acum cd A =0, rgm = 2, rgM = 3, iar vectorii normali la cele trei plane sunt, doi
cate doi, necoliniari. Deoarece rangul matricei sistemului este strict mai mic decat rangul matricei
extinse, sistemul este incompatibil, prin urmare cele trei plane nu au nici un punct comun. Cum
vectorii normali sunt, doi cate doi, necoliniari, rezultd ca planele sunt, doud cite doud, neparalele.
Ele se intersecteazd dupi cate o dreaptd, iar cele trei drepta care se obtin sunt paralele.

(c) De data aceasta avem, de asemenea, rgm = 2, rgM = 3, dar acum doi dintre cei trei vectori normali
la plane sunt coliniarﬂ Douad dintre cele trei plane (cele cu vectorii normali coliniari) sunt paralele
intre ele, iar cel de-al treilea le intersecteazd pe ambele.

(d) Sa presupunem acum cd rgm = 2, rgM = 2 (deci sistemul este compatibil), iar vectorii normali sunt
doi cate doi necoliniari. In acest caz, planele sunt doud cate doud distincte i trec prin aceeasi dreapta.

(e) Dacargm=2,rgM = 2, iar doi dintre cei trei vectori normali sunt coliniari, atunci, din nou, sistemul
este compatibil, doud dintre plane coincid (cele care au vectorii normali coliniari), iar cel de-al treilea
le intersecteaza dupd o dreapta.

INu pot fi toti trei coliniari, deoarece rgm = 2!
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(f) Dacda rgm = 1, rgM = 3, atunci sistemul este incompatibil, agadar planele nu se intersecteaza, dar
ele sunt paralele intre ele.

(g) Dacargm =1, rgM = 2, atunci doua dintre plane coincid, iar cel de-al treilea este paralel cu ele.

(h) Dacargm =1, rgM = 1, atunci sistemul este compatibil dublu, toate cele trei plane coincid.

3.3.3 Fascicole de plane. Snopuri de plane

Definitia 3.3. Se numeste fascicol de plane multimea tuturor planelor care trec printr-o anumita dreapta,
care se numeste axa fascicolului.

Sd presupunem ca sunt date doud plane distincte concurente

Aix+Biy+Ciz+D; =0, (3.3.6)
Aox+Boy+Coz+Dyr =0. 3.3.7)

Teorema 3.4. Dacd o si B sunt doud numere reale care nu se anuleazd simultan, atunci ecuatia
0 (A1x+B1y+Ciz+Dy)+ B(Axx+Byy+Coz+D;) =0 (3.3.8)

este ecuatia unui plan ce aparfine fascicolului de plane determinat de planele (3.3.6) si (3.3.7). Invers,
orice plan al acestui fascicol se poate reprezenta cu ajutorul unei ecuatii (3.3.8)), pentru o anumitd
alegere a constantelor o si B, care nu sunt ambele nule.

Demonstratia acestei teoreme este perfect analogd cu demonstratia teoremei similare pentru fascicole
de drepte din plan, de aceea nu o vom mai reproduce aici.

Spre deosebire de cazul dreptelor din plan, unde am avut de considerat doar familiile de drepte care
trec printr-un punct (adicd fascicolele de drepte), in cazul planelor in spatiu, pe 1anga fascicolele de plane
(care trec printr-o dreaptd), putem considera alte familii remarcabile de plane, cele ce trec printr-un punct.
Incepem prin a da urmitoarea definitie:

Definitia 3.4. Se numeste snop de plane multimea tuturor planelor care trec printr-un punct dat, numit
centrul snopului de plane.

Sd presupunem ca centrul snopului de plane este dat prin intermediul coordonatelor sale, S(xo,y0,20)-
Atunci, in mod evident, orice plan care trece prin centrul snopului (si, deci, apartine snopului), se poate
scrie sub forma

A(x—x0) +B(y—y0) +Clz—20) = 0, (3.3.9)

unde constantele reale A, B,C nu sunt toate egale cu zero. Invers, pentru orice constante A, B,C care nu
sunt toate egale cu zero, ecuatia este ecuatia unui plan care trece prin centrul snopului.

Ca si 1n cazul fascicolelor, Insd, de multe ori nu este dat in mod explicit centrul snopului de plane,
ci acesta este descris cu ajutorul ecuatiilor unor plane care trec prin acest punct. Este util sd avem o
descriere a planelor snopului cu ajutorul unui numair redus de plane (mai precis, trei), care determind in
mod unic centrul acestui snop. Avem urmdtorul rezultat:
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Teorema 3.5. Fie
Aix+Biy+Ciz+D; =0
Axx+Byy+Coz+Dr =0 (3.3.10)
Asx+B3y+Ciz+D3=0

ecuatiile a trei plane care trec prin punctul S(xo,yo,20) astfel incat sd fie indeplinitd conditia

A B
Ay By G| #0. (3.3.11)
Az By C;

Atunci pentru orice numere reale o, 3,y care nu se anuleazd simultan, ecuatia
0 (A1x+B1y+Ciz+D1) + B(Axx+ Bay+ Coz+ Dy) + Y(Asx+ B3y +C3z+D3) =0 (3.3.12)

descrie un plan al snopului de plane cu centrul in punctul S. Invers, orice plan al acestui snop poate fi
descris prin intermediul unei ecuatii de acest tip, pentru o anumitd alegere a constantelor o, 3, 7.

Demonstratie Rescriem, mai ntéi, ecuatia (3.3.12)) sub forma
(Aloc +A2ﬁ +A3}/)x+ (B]OC +Bzﬁ +B3}’)Y+ (Cla +C2ﬁ +C3'}’)Z+D1(X +D2ﬁ +D3}’: 0. (3.3.13)

Pentru ca aceastd ecuatie sa reprezinte, Intr-adevdr, ecuatia unui plan, coeficientii sdi nu trebuie sa se
anuleze simultan.
Presupunem ca coeficientii lui x,y, z din aceastd ecuatie sunt egali cu zero:

Ajo+AB +A3y=0,
Bia+ BB +B3y=0, (3.3.14)
C1(X+C2B + Gy =0.

In virtutea ecuatiei (3.3.11) sistemul de ecuatii (3.3.14)) cu necunoscutele o, B, , admite numai solutia
triviald @ = B = y = 0, ceea ce contrazice alegerea parametrilor ¢, 3,y. Prin urmare, ecuatia (3.3.13))

(decisi ecuatia (3.3.12), care este echivalenti cu ea), este o ecuatie liniard in raport cu x,y, z, asadar este
ecuatia unui plan. Cum punctul S apartine fieciruia dintre planele (3.3.10), el verificd si ecuatia (3.3.12),
adica planul acesta apartine snopului.

Fie acum

Ax+By+Cz+D=0 (3.3.15)

un plan oarecare al snopului.
Considerdm acum sistemul de ecuatii

Ala“—AZB —|—A3’}/:A,
Bio+B,B +Byy =B, (3.3.16)
Cl(X-f-Czﬁ +CGy=C,
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in raport cu necunoscutele «, 8,7. In virtutea relatiei (3.3.11)), sistemul acesta admite o solutie unici.
Cum fiecare dintre planele (3.3.10)), ca si planul (3.3.15)) trec prin punctul S(xo, yo,z0), rezultd ca

D, = —Ajxo — Biyo — Ci20,
Dy = —Azxo — Bayo — Cazo,
D3 = —Asxo — B3yo — G320,
D = —Axy — Byy— Czp.

De aici si din egalitatile (3.3.16) obtinem

D](X—I—Dzﬁ —|—D3}/: D.

Astfel, pentru valorile alese ale lui o, 8,7y ecuatiile (3.3.12) si (3.3.13) coincid.

3.3.4 Pozitia relativa a unei drepte fata de un plan

Considerdm un plan IT, dat prin ecuatia generala
Ax+By+Cz+D =0

si o dreaptd A, datd prin ecuatiile sale parametrice

x=x9+1t,
y=yo+mt,
z=2z0+nt.

Trebuie sd stabilim pozitia dreptei A relativ la planul IT.
Este clar, din motive geometrice, cd sunt posibile urmétoarele situatii:

(i) dreapta intersecteaza planul intr-un punct;
(ii) dreapta este paraleld cu planul si nu este situata n el;

(iii) dreapta este inclusd in plan.

(3.3.17)

(3.3.18)

Vom stabili care trebuie sd fie legitura dintre coeficientii planului si cei ai dreptei pentru fiecare dintre

cele trei situatii.

Daci nlocuim expresiile lui x,y, z din ecuatiile dreptei A in ecuatia planului I, obtinem:

(Al+Bm+Cn)t +Axo + Byo+Czo+D = 0.

(3.3.19)

Solutia acestei ecuatii in ¢ reprezintd valoarea parametrului de pe dreaptd care corespunde punctului (sau
punctelor) de intersectie dintre dreapta si plan. Este usor de vdzut ci ecuatia admite o solutie unicd daca

si numai daci coeficientul lui 7 este diferit de zero, adica

Al+Bm+Cn #0.
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Semnificatia geometricd a acestei relatii este clard: vectorul director al dreptei nu este perpendicular
pe vectorul normal la plan, adicd dreapta nu este paraleld cu planul. Prin urmare, conditia aceasta este
conditia ca dreapta §i planul sd se intersecteze intr-un punct.

Daci este Indeplinitd conditia

Al4+Bm+Cn=0, Axy+Byy+Cz+D #0,

atunci dreapta este paraleld cu planul, dar nu se intersecteazi cu el. Intr-adevir, prima conditie arati ci
dreapta este paraleld cu planul, n timp ce a doua conditie indicd faptul cd ecuatia nu are solutie.
In sfarsit, daci este indepliniti conditia

Al+Bm+Cn=0, Axo+Byy+Czo+D =0,

atunci dreapta este inclusa in plan, pentru ca, 1n acest caz, ecuatia de intersectie se transforma intr-o
identitate, care este verificatd pentru orice ¢ real.

3.3.5 Ecuatia unui plan determinat de doua drepte concurente

Considerdm dreptele

(Dy): o0 YT _ 270 (3.3.20)
ll mi ni

si
(Dy): 0220 27X (3.3.21)
b my n

care trec prin punctul My(xo,yo0,20)-
Atunci planul care trece prin cele doud drepte este, 1n fapt, planul care trece prin punctul My si este
paralel cu vectorii vy (I1,my,ny) si va(lo,mp,ny), deci ecuatia sa este

X—=Xo Y—Yo Z—20
ll mi ni =0. (3.3.22)
I my n

3.3.6 Ecuatia planului determinat de o dreapta si un punct

Consideram dreapta
(p): T YT T (3.3.23)

[ m n

si punctul M;(x2,y2,22), care nu apartine dreptei. Planul Ee care il cautdm este cel care trece prin punctul
M, (x1,y1,21) $i este paralel cu vectorii v(I,m,n) si MM, (x2 — x1,y2 — 1,22 — 21), deci ecuatia lui va fi

X=X Y—=)Y1 Z2—21
x2—x1 y2—=y1 2—2|=0. (3.3.24)
l m n
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3.3.7 Ecuatia planului determinat de doua drepte paralele

Consideram dreptele paralele (si distincte!)

(Dy): = = (3.3.25)

si
(Dy); T2 Y7 <79 (3.3.26)
[ m n

care trec prin punctele M (x1,y1,z1) si Ma(x2,y2,22). Planul pe care il cdutim este cel care trece prin
punctul M, (x1,y1,z1) si este paralel cu vectorii v(I,m,n) si ATM;(xz —X1,Y2 —Y1,22 — 21), deci ecuatia
lui va fi
X=X Y—=Y1 2—12
x2—x1 y2—y1 2—2|=0. (3.3.27)
l m n

3.3.8 Proiectia unei drepte pe un plan

Considerdm dreapta

(D) : = = (3.3.28)

si planul
(P): Ax+By+Cz+D =0. (3.3.29)

Este usor de constatat ci dacd proiectim ortogonal toate punctele dreptei (D) pe planul (P) obtinem
o dreapti situatd in plan, pe care o vom numi proiectia dreptei (D) pe planul (P). Daca dreapta este
perpendiculard pe plan, atunci dreapta aceasta, de fapt, se reduce la un singur punct, cel in care dreapta
inteapd planul. De aceea, in cele ce urmeazd, vom admite cd dreapta nu este perpendiculard pe plan.

Dreapta pe care o ciutim o vom scrie ca intersectie a doud plane: planul (P) si planul (P’), care
trece prin dreapta (D) si este perpendicular pe planul (P). In practicd, acest plan este planul care trece
prin punctul My(xo,y0,z0) de pe dreaptd si este paralel cu cevtorul director al dreptei, v(I,m,n) si vec-
torul normal la planul (P), n(A,B,C), Datoritd ipotezei pe care am facut-o mai sus, cei doi vectori sunt
necoliniari, dei punctul si cei doi vectori determind, in mod unic, planul (P’).

Dupi cum am vizut, ecuatia planului (P’) este

X—=Xo Y—Yo Z—20
[ m n |=0. (3.3.30)
A B C

Asadar, ecuatiile proiectiei dreptei pe plan sunt

X—=Xo Y—Yo Z—20
[ m n | =0,
A B C
Ax+By+Cz+D =0.

(3.3.31)
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3.3.9 Pozitia relativa a doua drepte in spatiu
Presupunem ci se dau doud drepte 1n spatiu, prin intermediul ecuatiilor lor parametrice

x=x1+0Lt,y=y1+mt, z=2z +nit, (3.3.32)
x=x2+bs, y=y,+mys, z=1z0+nys, (3.3.33)

si vrem si stabilim pozitia lor relativa.
Din considerente geometrice, este clar cd putem avea urmétoarele situatii:

(a) dreptele sunt concurente;

(b) dreptele coincid;

(c) dreptele sunt paralele, dar nu coincid;
(d) dreptele sunt necoplanare (strAimbe).

Vom stabili acum legéturile dintre coeficientii celor doud drepte pentru fiecare situatie.
Consideram vectorii directori ai celor doud drepte:

ai(l,my,n1), ax(l,ma,no).
Presupunem ci acesti vectori sunt coliniari, adica
I =Alp, my = Amy, n; = Any. (3.3.34)

Atunci dreptele sunt paralele, adicd fie coincid, fie sunt paralele si nu au nici un punct comun. Dreptele
coincid dacd si numai daca vectorul M;M,, unde M (x1,y1,21), Ma(x2,y2,22), este paralel cu vectorii a;
si ap, adicd:

Xy —x1 = Mly, yo—y1 = umy, 22 — 21 = pny. (3.3.35)

Astfel, egalitatile (3.3.34) si (3.3.33)) reprezintd conditiile necesare si suficiente pentru ca dreptele (3.3.32)
si (3.3.33) si coincidd. Pentru ca aceste drepte si fie paralele, fard sa coincidd, este necesar si suficient
ca condifia sd fie verificatd, iar conditia - nu.

Sa presupunem acum cd vectorii a; si @ sunt necoliniari, adic nu este verificatd conditia (3.3.34).
Atunci dreptele (3.3.32) si (3.3.33) se intersecteaza intr-un punct sau sunt necoplanare. Daca se inter-
secteaza i, prin urmare, se afld intr-un acelasi plan I, atunci vectorii a, a, si MM, sunt coplanari. De
aceea:

X2—X1 Y2—)y1 22—
I my n | =0. (3.3.36)
lz my ny

Invers, sd presupunem cd vectorii a; si a, sunt necoliniari si este verificatd conditia (3.3.36). Alegem
punctele A; si A; astfel incat sd avem M|A| = a si MbA) = ap. Atunci segmentele MMy, M1A| si MA>
determinad un plan, in care sunt situate dreptele (3.3.32)) si (3.3.33). Cum vectorii a; si a; sunt necoli-
niari, dreptele sunt concurente. Astfel, dreptele (3.3.32)) si (3.3.33) sunt concurente daci gi numai daca
vectorii lor directori sunt necoliniari si este verificatd egalitatea (3.3.36). Remarcdm ci aceastd egalitate
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are loc si dacad dreptele sunt paralele, pentru cd in acest caz a doua si a treia linie a determinantului sunt
proportionale. Prin urmare, conditia necesara pentru ca dreptele noastre sd fie necoplanare este

X2—=X1 Y2—Y1 2—121
l] nmi ni 7& 0.
1) m ny

In restul acestui capitol vom presupune cd reperul cu care lucrdm este ortonormat.

3.3.10 Distanta de la un punct la o dreapta in spatiu

Vom stabili, in cele ce urmaza, o formuld care ne da distanta d de la un punct M;, de vector de pozitie ry,
in spatiu, la o dreaptd A, de ecuatie vectoriald r = ro +ta. Alegem, mai Intai, un punct M, pe dreapta A
astfel Incat sa avem MyM, = a.
. e T L T . « < <

Construim un paralelogram pe vectorii MoM; si MoM,. Atunci distanta d cdutatd este egald cu
lungimea perpendicularei M|N, coborate din varful M pe latura opusid a paralelogramului. Cum aria
paralelogramului este egald cu

I(r—ro) xal| = [|al|d,

formula
d pu—

ne dd distanta de la punctul M, de vector de pozitie r; la dreapta A.

3.3.11 Perpendiculara comuna a doua drepte strambe

Considerdm doua drepte in spatiu,

(A)) : = = (3.3.37)

si

AT _ YT 1T (3.3.38)

A
(82) 153 my ny

astfel Incét cele doud drepte sd fie necoplanare, adica

X2—=X1 Y2—Y1 2—121
ll mi ni 7&0.
1) my ny

Dupid cum se stie din geometria elementard, existd o singurd dreaptd care intersecteaza ambele drepte
date si este perpendiculard pe fiecare dintre ele. De aceea, ea se si numeste perpendiculara comund a
celor doud drepte.

Metoda de construire a perpendicularei comune este cat se poate de simpld. Mai intdi determindm
vectorul director al acestei perpendiculare. Fie a;(I;,m,n;), respectiv a,(l,my,ny) vectorii directori ai
dreptelor A si Ay. Atunci vectorul a = a; x a; este, conform definitiei, un vector care este perpendicular
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atat pe vectorul a;, cat si pe vectorul a;, prin urmare el este, in mod evident, un vector director al
perpendicularei comune. Cum

i j k
a; Xay = ll m; np|,
lz my np
componentele acestui vector sunt
mp  n n N I m
= = = . 3.3.39
Bi ‘mz |’ B2 S B3 b m ( )

Acum scriem ecuatiile perpendicularei comune ca intersectie de doud plane: unul care trece prin prima
dreaptd si este perpendicular pe cea de-a doua si unul care trece prin a doua dreaptd si este perpendicular
pe prima dreapta.

Primul plan se va putea scrie, prin urmare:

X—X1
T - l] mi ni

B B2 Bs

Intr-adevir, acest plan trece prin dreapta A, si este paralel cu perpendiculara comuli, deci, in particular,
este perpendicular pe dreapta A;. In acelasi mod, cel de-al doilea plan se va scrie:

y—y1 2—21

=0.

X=X Yy—)Y2 Z—22
. 12 my nyp = 0,
B B B
prin urmare ecuatiile perpendicularei comune vor fi:

X=X Y=Y1 2=z
I8 my ni =0,
B B B

X=X Yy—=)Y2 Z—22
12 my ny =0.
B B B

3.3.12 Lungimea perpendicularei comune a doua drepte necoplanare

Considerdm, din nou, dreptele necoplanare (3.3.37) si (3.3.38). Considerd, de asemenea, planul 7 care
trece prin prima dreapta si este paralel cu cea de-a doua, adica planul de ecuatie

X—=X1 Y=y1 2—1
T ll mq ny =0.
b my )

Vectorul normal la acest plan este, in mod evident, n(f;, B, B3), unde B, B>, B3 sunt date de (3.3.39).
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Atunci lungimea perpendicularei comune (adica distanta dintre dreptele necoplanare date), va fi egala
cu distanta de la un punct oarecare al dreptei A, (de exemplu punctul M, (x2,y2,22)) pani la planul 7.
Conform formulei pentru distanta de la un punct la un plan, obtinem:

X2—X1 Y2—Y1 22—
L mi n
b my )

\/BE + B3+ B3

d(A1,A) =d(My, ) =

3.3.13 Unghiul dintre o dreapta si un plan

Presupunem cd se da dreapta
x=xo+It,y=yo+mt, z=2z0+nt (3.3.40)

si planul
Ax+By+Cz+D =0. (3.341)

Vom nota cu ¢ unghiul dintre dreaptd si plan (mai precis, unghiul dintre dreapta si proiectia sa pe plan).
Daci dreapta este perpendiculari pe plan vom pune ¢ = 7/2. Vom considera ¢i 0 < ¢ < 7/2. Cum
vectorul n(A, B,C) este perpendicular pe planul (3.3.41)), unghiul format de vectorul director a(l,m,n) al
dreptei cu vectorul n este fie y = /2 — @, fie y = /2 + ¢. Prin urmare,

|Al + Bm+ Cn|
VAT+ B2+ CVI+m2 +n?

sing = |cos | =

Conditia ca dreapta sd fie paraleld cu planul este ca vectorul normal la plan si fie perpendicular pe
vectorul director al dreptei, adicd
Al+Bm+Cn=0,

in timp ce conditia ca dreapta sd fie perpendiculard pe plan este ca vectorul normal la plan sd fie paralel

cu vectorul director al dreptei, adica
A B C

I m n
3.4 Probleme
Problema 3.1. Stabiliti ecuatia unui plan care trece prin A(1,3,0) si este paralel cu dreptele

x+y—z+3=0
2x—y+5z+1=0

si

—x+y=1
Sx+y—z+2=0
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Problema 3.2. Stabiliti ecuatia unui plan care trece prin dreapta

x—1 y+2 z—1
3 4 2

si este paralel cu dreapta
r_y-1l_z+l

5 4 3

Problema 3.3. Stabiliti ecuatia unui plan care trece prin dreapta

x=3+4t,

y=2+45t,

z=—1473t,
si este paralel cu dreapta

x=4-2t,

y=—-8+1,

z=5+2t.

Problema 3.4. Determinati ecuatia unui plan care trece prin punctul A(—1, 1,2) si prin dreapta de ecuatii

x=1+45¢,
y:_1+t7
z7=2t.

Problema 3.5. Determinati ecuatia unui plan care trece prin punctul A(—1, 1,2) si prin dreapta de ecuatii

x+5y—-T7z+1=0,
3x—y+2z+3=0.

Problema 3.6. Stabiliti ecuatia planului care trece prin dreptele paralele

x—1 y+2 z—1

5 3 1 ¥

x—2 'y z+3
5 3

Problema 3.7. Demonstrati cd urmédtoarele doud drepte sunt concurente si stabiliti ecuatia planului de-

terminat de ele:
x+1 y-2 z-5 . x+5 y+8 z—4

) 1 a2 ¥ 3 1

Problema 3.8. Demonstrati cd urméatoarele doud drepte sunt concurente si stabiliti ecuatia planului de-
terminat de ele:

x=1+3t, x=1-—t,

y=—1+44t, si y=—1+42t,

=245t 7=2+4t.
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Problema 3.9. O dreaptd se proiecteazid pe planul yOz, paralel cu axa Ox. Stabiliti ecuatia proiectiei
daci dreapta este datd de ecuatiile:

x=1+42t,
y=73t,
z=1-t.

Problema 3.10. Stabiliti ecuatiile unei drepte care trece prin O(0,0,0) si intersecteaza dreptele

x—y+z+2=0, o Jy—et1=0,
x—2y+3z—8=0 x+y—2z4+4=0.

Problema 3.11. Stabiliti ecuatiile unei drepte care trece prin O(0,0,0) si intersecteazi dreptele

x=1+2, x=4t,
y=2+3t, si y=>5-5¢t,
7= —t z=3+2t.

Problema 3.12. Stabiliti ecuatiile unei drepte care trece prin A(—1,1,—1) si intersecteaza dreptele

x—y+z+2=0, . y—z=0,
x—2y+3z—8=0 x+y—2z4+4=0.

Problema 3.13. In fascicolul de plane determinat de planele x+2y —3z+5=0si 4x—y+3z+5=0
sd se determine doui plane perpendiculare, dintre care unul dintre care s treacd prin punctul M(1,3,1).

Problema 3.14. Sa se determine coordonatele unui punct A situat pe dreapta

x—S_X_z—l
2 3 —1

si este egal de partat de punctele B(3,0,—2) si C(—1,1,5).
Problema 3.15. Determinati coordonatele unui punct A, situat pe dreapta

x—1 'y z+1

2 3 1’
aflat la distanta /3 fati de planul x+y+z+3 = 0.

Problema 3.16. Determinati coordonatele unui punct A, situat pe dreapta

x—1 y—-3 z+4

1 3 =57

egalo depirtat de punctul B(0,1,1) si de planul 2x —y+2z+1 = 0.



DREAPTA SI PLANUL IN SPATIU 91

Problema 3.17. Punctele A(1,—1,2) si B(3,0,4) sunt varfuri ale cubului ABCDAB;C;D,. Vectorul AD
este perpendicular pe dreapta

x=0,

y—= 07

. . . —_— — . o oA . L —
iar orientarea bazei {ﬁ,AD,AAl} este directd, Tn timp ce suma coordonatelor vectorului AA| este
negativa. Stabiliti ecuatiile fetelor cubului.

Problema 3.18. Stabiliti ecuatiile simetricei dreptei

x—=2 y+1 z-2
3 1 4

fatd de planul 5Sx —y+z7—4 =0.
Problema 3.19. Stabiliti ecuatiile proiectiei ortogonale pe planul x4 5y —z — 25 = 0 ale dreptei
{x—}’+2z— 1=0,
3x—y+2z=0.
Problema 3.20. Stabiliti ecuatiile proiectiei ortogonale pe planul x4 5y —z — 25 = 0 ale dreptei

x+1 y z—1

1 5 -1

Problema 3.21. Determinati unghiul dintre planul 4x 44y —7z+ 1 = 0 si dreapta

x+y+z+1=0,
2x+y-+3z+2=0.

Problema 3.22. Stabiliti ecuatiile dreptei care trece prin A(1,3,2), este paraleld cu planul xOy si for-
meaza un unghi de 45° cu dreapta

x=z,

z=0.

Problema 3.23. Stabiliti ecuatiile dreptei care trece prin A(1,3,2), este paraleld cu planul xOy si for-
meaza un unghi de arcsin(1+/10) cu planul x —y = 1.

Problema 3.24. Stabiliti ecuatia planului care trece prin A(—1,2, 1), este paralel cu dreapta

si formeazd un unghi de 60° cu dreapta
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Problema 3.25. Laturile egale ale unui triunghi isoscel se intersecteaza in varful A(3,4,5). Celelalte
doud varfuri sunt situate pe axele Ox si Oy, iar planul triunghiului este paralel cu axa Oz. Determinati
unghiurile triunghiului si scrieti ecuatia planului sau.

Problema 3.26. Determinati coordonatele unui punct A de pe dreapta
x—y—3=0,
2y+2=0,

situat la distanta v/6 fati de dreaptax =y =z.

Problema 3.27. Determinati distanta dintre dreptele

x—4 y+1 z—1 : x=5 'y z
3 6 2 ° - '

6 —12 4

Problema 3.28. Punctele A(—1,—3,1), B(5,3,8), C(—1,-3,5) si D(2,1,—4) sunt varfurile unui tetra-
edru. Determinati Tndltimea tetraedrului coboratd din varful D pe fata ABC.

Problema 3.29. Punctele A(—1,—-3,1), B(5,3,8), C(—1,-3,5) si D(2,1,—4) sunt varfurile unui tetra-
edru. Determinati indltimea fetei ABC, coborate din C pe latura AB.

Problema 3.30. Punctele A(—1,—3,1), B(5,3,8), C(—1,-3,5) si D(2,1,—4) sunt varfurile unui tetra-
edru. Determinati distanta dintre muchiile (strambe) AD si BC.

Problema 3.31. Lungimea muchiei cubului ABCDAB;C;D; este egald cu 1. Determinati distanta dintre
varful A si planul B;CD;.

Problema 3.32. Fetele ABCD, ABB1A| si ADD A ale paralelipipedului ABCDABC|D; sunt situate in
planele 2x+3y+4z+8 =0, x+ 3y — 6 = 0, respectiv z+ 5 = 0. Varful C; are coordonatele (6,—5,1).
Determinati distanta de la varful A; la planul B{BD.

Problema 3.33. Fetele ABCD, ABB A si ADDA; ale paralelipipedului ABCDAB|C;D; sunt situate in
planele 2x+3y+4z+8 =0, x+ 3y — 6 = 0, respectiv z+ 5 = 0. Varful C; are coordonatele (6,—5,1).
Determinati distanta de la varful D la dreapta AB.

Problema 3.34. Fetele ABCD, ABB A si ADD1A ale paralelipipedului ABCDAB,C;D; sunt situate in
planele 2x+3y+4z+8 =0, x+ 3y — 6 = 0, respectiv z+5 = 0. Varful C; are coordonatele (6,—5,1).
Determinati distanta dintre dreptele AC si AC.
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Conice pe ecuatia canonica

4.1 Elipsa
Definitie si ecuatie canonica

Definitia 4.1. Se numeste elipsd locul geometric al punctelor din plan pentru care suma distantelor de
la ele pand la doud puncte fixe F] si F», numite focare este constantd, egald cu 2a, presupunandu-se ca
distanta dintre cele doud focare este 2¢, unde c¢ este un numadr real pozitiv sau nul, verificind inegalitatea
c<a.

Desigur, daca focarele sunt confundate, elipsa este un cerc.

Pentru a deduce ecuatia elipsei, construim un sistem de coordonate ortonormat in plan in modul
urmitor. Alegem ca origine mijlocul segmentului F; F; si alegem ca axd Ox dreapta F\ F, orientata astfel
incat F, sd aibd abscisd pozitivd. Prin urmare, focarele vor avea coordonatele Fi(—c,0) si F>(c,0). Axa
Oy se alege astfel Incat sd se completeze un sistem ortonormat drept (deci, In particular, ca dreapta,
aceastd axa nu este altceva decat mediatoarea segmentului F]F,). Dacd cumva elipsa este un cerc (adica
¢ = 0), atunci orice sistem de coordonate drept ortonormat, cu originea in centrul cercului, va satisface
necesitétile noastre.

Fie M(x,y) un punct oarecare al elipsei. Atunci avem, pe de-o parte,

M =\/(x+c)?+y:, BM=,/(x—c)2+y% 4.1.1)
Pe de altd parte, din definitia elipsei, trebuie sd avem
M+ FoM =2a. “4.1.2)

Combinand aceste doud ecuatii, obtinem:

\/(x+c)2—|—y2+\/(x—c)2+y2:2a. (4.1.3)
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Aceasta este, de fapt, ecuatia elipsei, intrucat punctele elipsei, si numai ele, verifica aceasta ecuatie.
Vom stabili acum o altd forma, mai atractiva, pentru ecuatia (4.1.3) a elipsei. Trecem ultimul termen
din ecuatie in membrul drept si ridicam la patrat. Dupa reducerea termenilor asemnea, obtinem:

ay/(x—x)2+y* =a* —cx.

Ridicand din nou la pétrat si regrupand termenii, obtinem:

(aZ —cz)x2—|—a2y2 _ a2(a2 —C2)
sau, inca,

S +t5——=1 (4.1.4)

Introducem acum o noud cantitate,
b=+ad%—b?

conform ipotezelor noastre, aceasta cantitate este reald. Avem, prin urmare,

b =da*—¢?, (4.1.5)
prin urmare ecuatia (4.1.4) devine

2 2

X

;+%:L (4.1.6)

Am demonstrat pdna acum ci fiecare punct al elipsei verificd ecuatia (4.1.6). Vom arita acum
cd si afirmatia inversi este adeviratd, in sensul cd orice punct M(x,y) ale cirui coordonate verificd

ecuatia (4.1.6), este un punct al elipsei, adica verifica ecuatia (4.1.2). Din ecuatia (4.1.6), obtinem

2
2 2 X
=b|1—= ).

Utilizand aceasta relatie si egalitatea (4.1.5)), obtinem

2
M =\/(x+c)?+y* = \/x2+2cx—|—cz+bz—2x2 =
a

2 2
—\/C2x2+2cx+a2+\/<c+a> :‘a—i-gx’.
a a a

Cum, in virtutea relatiei (4.1.6), |x| < a si, in plus, ¢ < a, avem

FIM =a+  x. (4.1.7)
a
Exact la fel se obtine
AM=a—"x. (4.1.8)
a

Insumand ultimele doui egalititi, obtinem egalitatea (4.1.2). Astfel, relatia (4.1.6) este ecuatia elipsei.
Ea se numeste ecuatia canonicd a elipsei.



CONICE 95

VA
B,
M
b
a X
A\ F [9) F ,
By

Figura 4.1: Elipsa

Studiul formei. Plecand de la ecuatia (4.1.6), vom studia forma elipsei. Coordonatele punctelor de
pe elipsd sunt supuse restrictiilor |x| < a si |y| < b. Prin urmare, elipsa este marginitd de un dreptunghi
de laturi 2a si 2b, cu laturile paralele cu axele si cu centrul in origine. Mai departe, remarcam cd in
ecuatia (4.1.6) a elipsei apar numai puteri pare ale coordonatelor, de aceea elipsa este simetricd fatd de
axe si, deci, si fatd de origine. Aceasta inseamna cd daca punctul M(x,y) apartine elipsei, atunci acelagi
lucru este valabil pentru punctele M(—x,y), M(x,—y) si M(—x,—y). Prin urmare, pentru a determina
forma elipsei, este suficient sd consideram portiunea ei cuprinsd n primul cadran al axelor de coordonate,
iar in celelalte cadrane constructia ei se poate face prin simetrie. Pentru primul cadran, din ecuatia (4.1.6))
se obtine:

y:é\/a2—x2. (4.1.9)
a

Prin urmare, avem de studiat graficul functiei

yl\

Figura 4.2: Portiunea din elipsa cuprinsd in cadranul I

f:00,a =R, f(x)= Z a?—x2.
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Este cat se poate de clar cd nu avem de studiat limite la 4-co sau asimptote, deci incepem prin a calcula
derivatele. Avem:

—bx
/
ava*—x
In ceea ce priveste derivata a doua, se obtine:
ab

£'(0) =
(x—a)(x+a)Va®—x?
Se observd imediat cd ambele derivate sunt negative, deci functia este strict descrescdyoare si concava
pe intreg domeniul de definitie, ceea ce inseamna ci graficul sdu este cel din figura[4.2]

Axele de simetrie ale elipsei (axele Ox si Oy), se numesc, pur si simplu, axe, iar centrul de simetrie
(originea coordonatelor), se numeste centrul elipsei. Punctele Aj,A>, B si By, 1n care axele se intersec-
teazd cu elipsa, se numesc varfuri ale elipsei. Termenul de semiaxe se foloseste atat pentru segmentele
OA1,OA,,OB; si OB,, cit si pentru lungimile lor, a si b. In ipotezele noastre, cind focarele elipsei sunt
pe axa Ox, din relatia rezultd ci a > b. In acest caz, a se numeste semiaxd mare, iar b — semiaxd
micd. Totusi, ecuatia are sens si in cazul 1n care a < b; aceasta va fi, insd, ecuatia unei elipse care
are focarele pe axa Oy, in loc de Ox, iar semiaxa mare va fi egald cu b.

Un al treilea caz posibil este cel in care a = b. In acest caz, ecuatia se transforma n

P +y=d. (4.1.10)

In cele ce urmeaza vom privi cercul ca un caz particular de elipsd, In care cele doud semiaxe sunt egale,
iar focarele coincid cu centrul cercului.

Excentricitatea. Se numeste excentricitate a elipsei numarul real
€=c/a. 4.1.11)

Intrucat, din ipoteza facuta initial, ¢ < a, rezultd cd € < 1. In cazul cercului, focarele coincid, de aceea
¢ = 0, iar excentricitatea este € = 0.
Rescriem egalitatea (4.1.T1) sub forma

e=1/1—(b/a)?.

De aici se observa cd excentricitatea determind forma elipsei: cu cat € este mai aproape de zero, cu atat
elipsa este mai apropiatd de un cerc; daca excentricitatea elipsei creste, elipsa devine tot mai turtita.

Razele focale. Se numesc raze focale ale unui punct M al elipsei segmentele de dreaptd care unesc
acest punct cu focarele F si F; ale elipsei. Lungimile lor, r; si r» sunt date de formulele (4.1.7)), respec-
tiv (4.1.8), pe care le putem rescrie sub forma

ry =a-+é&x,

rp=a—E&x.
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Intersectia cu o dreapta. Tangenta la o elipsa. Vom studia numirul de puncte de intersectie pe care
il poate avea o dreaptd cu o elipsd. Vom presupune, mai Intdi, cd dreapta nu este paraleld cu axa Oy.
Atunci ecuatia sa se poate scrie cu ajutorul pantei:

y=kx+m. (4.1.12)

Pentru a determina punctele de intersectie ale acestei drepte cu elipsa ({.1.6)), inlocuim expresia lui y din

formula (4.1.12) in ecuatia (4.1.6). Obtinem:

2 2
xy dm)
a b?
sau
(a®k* + b*)x* 4 2a%kmx + a* (m®> — b*) = 0.

Aceastd ecuatie ne dd abscisele punctelor de intersectie. Intrucét este o ecuatie de gradul doi, vor fi
intotdeauna doud puncte de intersectie (distincte, confundate sau imaginare). Discriminantul ecuatiei
este:

A = 4a*kPm?* — 4a® (m? — b*) (PK® + b?) = 4a*kPm? — 4a* kK> m® —
—4a’mPb? + 4a* VPP + 4dPb* = 4D (a*KP + P —mP).
Semnul discriminantului este dat de factorul s = a’k*> 4+ b*> — m?. Putem avea, deci, urmitoarele situatii:

1. dacd —va?k* + b2 < m < Va*k?* + b?, atunci A > 0, iar dreapta si elipsa au doud puncte comune;

2. dacd m = +va*k* 4+ b?, atunci A = 0, adici dreapta are un singur punct comun cu elipsa (dreapta
este tangenta elipsei);

3. dacim e (—oo, —Vak? + b2> U (\/azk2 +b2, oo) , atunci A < 0, iar dreapta si elipsa nu au puncte
comune.

Prin urmare, pentru orice pantd k existd doud tangente la elipsd, avand aceastd pantd, anume

y =kx+\/ a?k* +b2. (4.1.13)

Daci dreapta este paraleld cu axa Oy, atunci ecuatia sa este de forma x = h. Daca inlocuim in ecuatia
elipsei, obtinem
h2 2
St =1L
a* b2

h2
2 2

De aici se observad imediat ci dreapta x = h intersecteaza elipsa in doud puncte distincte dacd h € (—a,a),
este tangentd elipsei dacd h = +a si nu intersecteazi elipsa dacd h € (—oo, —a) U (a, o).

de unde
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Fi 0 b x
M/

Figura 4.3: Tangentele la o elipsa paralele cu o dreaptd data

Problema tangentei la o elipsd se poate aborda si intr-un alt mod. Anume, presupunem cd vrem si
determindm ecuatia tangentei intr-un punct dat (xo,yo) al elipsei. Pentru a fixa ideile, presupunem ci xo
si yo sunt ambele pozitive. Atunci ele se afld pe o ramurd a elipsei care poate fi descrisd prin ecuatia

Pentru a scrie ecuatia tangentei, avem nevoie, mai Inti, de derivata lui y Tn xo:

X0 2
-2 b* xp
Y(n) = b = - 720
X5 asyo

unde am tinut cont de faptul cd punctul (xo,yp) verifica ecuatia elipsei. Prin urmare, dupi cum se stie din
analizd, ecuatia tangentei este

b2 X0 b2 x2
/ 0

=Yoo=y Xo)x—xp) =——F—x+——7.
y—yo =Y (x0)( 0) 250 Yo &
Dacd Inmultim aceast ecuatie cu Yb—g obtinem

2 2
Wo Yo _ XX | XG

o a
sau, folosind din nou ecuatia elipsei (pentru (xo, o)),

XX0 )’)’071
@ T
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adicd ecuatia tangentei intr-un punct al unei elipse se poate scrie prin dedublare. Acelasi rezultat se
obtine, fdra dificultate, si dacd punctul de pe elipsd se afld pe una dintre celelalte ramuri.
Vom descrie, 1n cele ce urmeaza, o altd metoda de a obtine ecuatia tangentei Intr-un punct al unei
elipse. Fie, prin urmare, My(xo,yo) un punct al elipsei
22
a*>  b?

Ecuatiile parametrice ale unei drepte care trece prin My vor fi:

1.

x = x9+1t,
y=yo+mt.

Daci inlocuim in ecuatia elipsei, obtinem:
b2 (x3 + 2tlxg + 1) 4+ a® (y§ + 2tmyg +m?*t?) — a*b* = 0
sau, grupand dupa puterile lui ¢,
12 (*1* +a*m?) +2t(a*Ixo + b*myo) + b*xg + a*yg — a*b* = 0.

Cum punctul My este pe elipsd, termenul liber al ecuatiei trebuie sd fie egal cu zero, deci ecuatia se reduce
la
r* (b212 —|—a2m2) +2t(b2lxo +a*myp) = 0.

Pentru ca dreapta sd fie tangentd elipsei, este necesar ca ecuatia de mai sus sd aibd radacind dubld.
Aceasta se poate intdmpla dacd si numai dacd termenul de gradul intdi dispare, adicd dacd avem

b2Ixo +a*myg = 0.

Daci vectorul director al dreptei este v(I,m), ecuatia de mai sus inseamni ci vectorul n(b%xg,a’yg) este
perpendicular pe dreaptd, adica acest vector este vectorul perpendicular pe tangentd. De aici rezultd ca
ecuatia tangentei se poate scrie sub forma

b2 xo(x— 2y0(y —y0) =0

xo(x —x0) +ayo(y—yo) =

sau

b?xox + a*yoy — bzx% - azy% =0.
Cum, din nou, punctul M este pe elipsi, termenul liber este —a®b?, deci ecuatia tangentei se scrie

b*xox+ a*ygy —a*b* =0

sau o Wy
0 0
— +=75 =1L (4.1.14)
a b
In fine, vom discuta cazul 1n care ni se cere sd determindm tangentele duse dintr-un punct la o elipsa.
Plecdm, din nou, de la ecuatia canonica a elipsei,
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Dupd cum am vizut mai sus, ecuatia unei tangente neverticale la aceastd elipsa se poate scrie sub forma
y = kx+V a*k* + b2.

Cerem ca aceastd tangentd sd treacd printr-un punct M(xj,y;). Asta inseamnd ca

y1 = kx1 + vV a?k* + b?

sau
(y1 —kx1)} —d®k> —b* =0

sau, inca,
K (x} —a?) — 2kxyyy +y1 —b* = 0. (4.1.15)

Discriminantul ecuatiei (4.1.15)) este
A =4 (b7 +a*yi —a’b?). (4.1.16)

Pentru a avea doua tangente prin punctul M trebuie sd avem A > 0, adica

2 2

+b2 1>0. 4.1.17)

Aceasta inseamna ci punctul M este exterior elipsei. Pantele celor doud tangente vor fi

—x1y1 £ \/bzx% + a2yt — a?b?
kio= .
’ x? —a?

Pentru a avea o singuri tangentd, trebuie sd avem A = 0, adicd

2 2

+b2 1=0. (4.1.18)

De data asta, punctul trebuie sd fie pe elipsd, iar panta unicei tangente va fi

—X1)1

2_ 27
xl a

k=

Este ugor de constatat cd, in acest caz, ecuatia tangentei este chiar acea care se obtine prin dedublare,
adica X yy
1 1

In fine, nu avem tangente daci A < 0, adici daci

ly); 1<0 (4.1.19)

sau, ceea ce este acelasi lucru, dacd punctul M este in interiorul elipsei. Examindm acum cazul sn care
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=Y

Fl (0] F2
M,

M,

M

Figura 4.4: Tangente (neverticale) la elipsd dintr-un punct exterior

una dintre tangentele duse din punctul M este verticald. Este clar, atunci, cd aceastd tangentd trebuie s
aiba ecuatia
X = Za.

Asadar, vom avea M = M(+a,y;). Ce-a de-a doua tangentd din M nu poate si fie tot verticald, deci

ecuatia sa trebuie si fie de forma
y =kx £ a?k? + b (4.1.20)

Pentru ca tangenta sa treacd prin M, trebuie sd avem

y1 = +ka+ \ a?k> + b2 (4.1.21)
sau, ridicand la pdtrat,
(y1 Fka)? = a’k* +b* (4.1.22)
adica
v} F2y1ka+a*k* = a*k® + b*
sau
+ 2y ak = y? — b, (4.1.23)

Dacd y; = 0, atunci ecuatia de mai sus (in k) nu are solutie, ceea ce este normal, pentru cd, in acest caz
M este unul dintre varfurile de pe Ox ale elipsei, deci nu existd decat o singura tangenta, cea verticald. Tn
caz contrar, din ecuatia (4.1.23) rezulta ca

-t

k==
2ay,

(4.1.24)

semnul alegadndu-se in functie de varful prin care trece tangenta verticald.

Exemplul 4.1. content...



102 CAPITOLUL 4

A

=Y

Al R 0 B

M,

AAM

Figura 4.5: Tangente la elipsa, cu o tangenta verticalda

4.2 Hiperbola

Definitia si deducerea formei canonice Consideram ci se dau, 1n plan, doua puncte Fj si F;, distanta
dintre care este egald cu 2c. Mai alegem un numdr real a, care verificd inegalitatea

O<a<ec. “4.2.1)

Definitia 4.2. Se numeste hiperbold figura geometrica formata din toate punctele din plan pentru care va-
loarea absolutd a diferentei distantelor pand la punctele fixe F; si F; este constantd, egald cu 2a. Punctele
F si F, se numesc focare ale hiperbolei.

Este clar acum de ce am impus dubla inegalitate (4.2.1): dacd a = 0, atunci figura este neinteresantd,
intrucét ea se reduce la o dreaptd (mediatoarea segmentului F1F,), In timp ce dacd a > c, figura este
multimea vida.

Vom stabili acum ecuatia hiperbolei. In acest scop, alegem un reper cartezian in care axa Ox si
coincidd cu dreapta Fi F;, cu sensul de la F] inspre F,. Originea o alegem 1n mijlocul segmentului Fi 5.
Prin urmare, coordonatele focarelor vor fi Fi(—c,0) si F>(c,0). Dacd M(x,y) este un punct oarecare al
hiperbolei, atunci, in conformitate cu definitia, avem

|IFM — FM| = 2a

sau
M — B:M = +2a. (4.2.2)

Dacd inlocuim in ecuatia (4.2.2)) expresiile

FIM =\/(x+¢)*+y>, BEM=\/(x—c)?>+)?,
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obtinem

\/(x+c)2+y2— \/(x+c)2+y2 = +2a. (4.2.3)

Aceasta este ecuatia hiperbolei. In cele ce urmeazd, vom obtine o formad mai simpld a ei. Trecem al
doilea radical in membrul drept si ridicim ambii membrii la patrat si obtinem

ex—a* =+ay/(x—c)? +y?
Daci ridicdm din nou la patrat si reducem termenii asemenea, obtinem
(CZ _ a2)x2 _ a2y2 — aZ(CZ _ aZ)

Sau

2 2
X Y
ST 1. 4.2.4)
introducem acum marimea
b=+/c?—a?.
In virtutea inegalititii (4.2.1), ea este reali. Atunci
b =c?—d?, (4.2.5)
iar ecuatia (4.2.4)) capita forma
2y
i 1. (4.2.6)

Am demonstrat pand acum cd toate punctele hiperbolei, care verifica, deci, ecuatia (4.2.3), verificd, de

A

y

F Ay 0 Ar ‘Fz

=y

Figura 4.6: Hiperbola
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asemenea, ecuatia (4.2.6). Vom demonstra, acum, cd si afirmatia inversd este adevirati. Fie, prin urmare,
M(x,y) un punct ce verificd ecuatia (4.2.6). Atunci

2
N I

Folosind aceasti relatie si egalitatea (#.2.5)), obtinem

b2
M= \/(x+c)?+y> = \/x2+2cx—|—c2+2x2—b2 =
a
2

4.2.7)
C C
=1/ 5 +2x+a*= fx—i-a‘ .
a a
In mod analog, se obtine
BM = ’EX—a‘. (4.2.8)
a

Cum din egalitatea (4.2.6) rezulta cd |x| > a, iar, in virtutea inegalititii (4.2.1), ¢ > a, rezultd cé pentru
x > a formulele (.2.7) si (4.2.8)) ne conduc la

AM="Sxta, M= x—a. (4.2.9)
a a
Prin urmare,
M — M =2a.
Pentru x < —a avem c c
FM=——x—a, FM=——x+a. 4.2.10)
a a

Prin urmare,
M —FBM = —2a.

Asadar, orice punct care verifica ecuatia (4.2.6) verifica, de asemenea, ecuatia (4.2.2)), deci si ecuatia (4.2.3)).
Prin urmare, ecuatia [.2.6)) este echivalenti cu ecuatia hiperbolei. Ea se numeste ecuatia canonicd a hi-
perbolei.

Studiul formei hiperbolei. Asimptote. Din ecuatia se vede imediat ci |x| > a. Aceasta
inseamna ca hiperbola este situata, in Intregime, in afara benzii verticale delimitatd de dreptele x = —a
six=a.

Ca si 1n cazul elipsei, in ecuatia canonica a hiperbolei intrd numai puteri pare ale variabilelor x si y,
ceea ce Tnseamni cd si hiperbola are doud axe de simetrie (axele de coordonate) si un centru de simetrie
(originea coordonatelor). De aceea, este suficient sa studiem forma hiperbolei in primul cadran al axelor
de coordonate, Intrucat in celelalte trei se poate, apoi, deduce prin simetrie. In acest cadran, se obtine,

din ecuatia (4.2.6)): )
y=-Vx*—a*, x>a. (4.2.11)

a
Graficul acestei functii, care incepe din punctul A(a,0) este nemarginit la dreapta si superior. Este usor
de constatat cd dreapta

b
y="x 4.2.12)
a
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este asimptota oblica la +oo a acestui grafic. Este, de asemenea, clar, din motive de simetrie, ca dreptele

y==+—x
a
sunt, ambele, asimptote oblice la graficul hiperbolei, atat la +oo, cat si la —oo.
In cazul elipsei, am vizut ci existd un dreptunghi, cu centrul in origine si de laturi 2a, respectiv 2b,
cu laturile paralele cu axele de coordonate, care contine Intreaga elipsd si care este, de asemenea, tangenr
elipsei. Un rol asemanator 1l joacd 1n cazul hiperbolei acelasi dreptunghi, atata doar ca:

e hiperbola se afld 1n exteriorul dreptunghiului;
e doar doud dintre laturile dreptunghiului sunt tangente la elipsa si
o diagonalele acestui dreptunghi (dreptele lor suport, de fapt) sunt chiar asimptotele hiperbolei.

Hiperbola este o figurd alcituitd din doud ramuri. Semnul “+” din egalitatea (#.2.2)) corespunde
ramurii din dreapta, in timp ce semnul “—"" corespunde ramurii din stinga. Centrul de simetrie al hiper-
bolei se numeste, pur si simplu, centrul hiperbolei. Axele sale de simetrie se numesc axele hiperbolei.
Mai precis, axa care intersecteaza hiperbola se numeste axd reald, In timp ce axa ce nu o intersecteaza se
numeste axd imaginard. Punctele A; si Ay, in care axa reald intersecteaza hiperbola se numesc varfuri ale
hiperbolei. De asemenea, ca si in cazul elipsei, numerele a si b se numesc semiaxe ale hiperbolei. Daca
a = b, atunci hiperbola se numeste echilaterd. E usor de constatat cd in cazul unei hiperbole echilatere
asimptotele formeaza un unghi de 45° cu axa Ox.

Alituri de hiperbola (4.2.6)), se poate considera si curba de ecuatie

B (4.2.13)

Se poate vedea cu usurintd cd si aceastd curbd este o hiperbold, pentru care focarele sunt situate pe axa
Oy. Vom spune despre cele doud hiperbole (care au aceleasi axe si aceleasi asimptote) ca sunt conjugate.

Excentricitatea. Se numeste excentricitate a hiperbolei numarul

()
e=-=/1+(-]) .
a a

Este clar, din insdsi definitia hiperbolei, cd € > 1. Excentricitatea determind forma dreptunghiului fun-
damental, deci, in ultima instantd, forma hiperbolei. Astfel, cu cat excentricitatea este mai mare, cu atat
cele doud ramuri ale hiperbolei se apropie mai mult de axa Oy si, cu cat excentricitatea este mai apropiata
de 1, cu atat hiperbola se apropie mai tare de axa Ox.

Intersectia hiperbolei cu o dreapta. Tangenta la o hiperbold. Analog cu ceea ce am ficut in cazul
elipsei, ne vom ocupa acum de problema intersectiei dintre o hiperbold datd de ecuatia implicita (4.2.6])
si o dreaptd.
Sd presupunem, mai intdi, ca dreapta nu este orizontald. Atunci ecuatia ei se poate scrie cu ajutorul
pantei, adicd
y=kx—+m. 4.2.14)
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A 0 A>

=Y

Figura 4.7: Tangenta la o hiperbold, de directie datd

Daci inlocuim pe y din formula de mai sus in ecuatia (#.2.6) a hiperbolei, obtinem ecuatia care ne di
abscisa (sau abscisele) punctului (sau punctelor) de intersectie:

(b* — a?k*)x* — 2a%kmx — a®(b* +m?*) = 0. (4.2.15)

Aceasti ecuatie se numeste ecuatia de intersectie. Daci b> — a’k* # 0, atunci ecuatia este de
gradul doi, deci pentru a determina numadrul rddécinilor sale reale trebuie sd facem apel la discriminantul
ecuatiei. Avem

A= 43D (—b* +a’k* —m?). (4.2.16)

Pentru ca dreapta sa fie tangentd la hiperbola, trebuie sd avem A = 0, adica
a*k* = b* +m.

Este clar cd, intrucit b # 0, vom avea, intotdeauna, doud tangente, pentru un m dat. Dacd A > 0, adici
dacd
a’k® < B> +m?,
atunci dreapta si hiperbola vor avea doud puncte In comun.
Daca A < 0, adica daca
a*k* > b +m?,
atunci dreapta si hiperbola nu vor avea Tn comun.
Daci, pe de alti parte, b> — a’k> = 0, atunci sunt posibile doui situatii:

1. m=0;
2. m#0.

In prima situatie, avem doui drepte, de pante k = +b/a, care trec prin origine. Este clar ci aceste doui
drepte nu sunt altceva decét asimptotele hiperbolei, despre care stim, deja, cd nu au puncte comune cu
hiperbola.

In ce-a de-a doua situatie, avem de-a face cu drepte care sunt paralele cu asimptotele hiperbolei,
asadar ele intersecteaza hiperbola exact intr-un punct.
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Ecuatia tangentei la hiperbola prin dedublare. Utilizand exact aceeasi metodi ca si in cazul elipsei,

se obtine

o 3o _

a*  b?
pentru ecuatia tangentei in punctul Mo(xo,yo) al hiperbolei.

Tangente la hiperboli duse dintr-un punct exterior. Procedim exact ca si in cazul elipsei. Incepem
cu situatia in care nici una dintre tangentele duse din M(x,y;) nu este verticald. Atunci, dupd cum am
vazut, ecuatia tangentei este de forma

y = kx+/ a*k? — b2
Pentru ca tangenta sd treacd prin M, trebuie sd avem
y1 —kx; = £V a?k* — b?

sau, ridicand la patrat,
(y1 —kx1)? = a®k* — b2

Se obtine, astfel, ecuatia

=Y

Figura 4.8: Tangente la hiperbola dintr-un punct exterior (tangente neverticale)

(3 — a®)k? — 2x1y1k+ (v] +b%) = 0.

Aceasta este ecuatia care ne da pantele celor doud tangente. Discriminantul ei este:
22322 232 22 (M N
A=4(a"y] —b"xi+a"b”) = —4a’b (az—bz—l>.

Se observa imediat ca:

e avem doud tangente dacd

2 2
TN

adicd punctul este Intre cele doud ramuri ale hiperbolei;
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e avem o singurd tangentd daca

2 2
N,
a2 b 7

adicd daca punctul este pe hiperbold;
e nu avem tangente daca

2 2

M|
2 1>0,

adicd daca punctul este n interiorul uneia dintre ramurile hiperbolei.

=y

Figura 4.9: Tangente la hiperbold dintr-un punct exterior (o tangenta verticala)
Examindm acum cazul in care una dintre tangente este verticald, ceea ce inseamnd cd are ecuatia
X = Za.

Asadar, vom avea M = M(+a,y;). Ce-a de-a doua tangentd din M nu poate si fie tot verticald, deci

ecuatia sa trebuie si fie de forma
y =kx+ a2k? — b (4.2.17)

Pentru ca tangenta sd treaca prin M, trebuie sd avem

y1 = tka+ \ a?k? — b2 (4.2.18)
sau, ridicand la patrat,
(vi Fka)* = k> — b* (4.2.19)
adica
v} T 2y1ka+ a*k* = a*k* — b?
sau
+2yjak = yi +b*. (4.2.20)
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Dacid y; = 0, atunci ecuatia de mai sus (in k) nu are solutie, ceea ce este normal, pentru cd, in acest caz
M este unul dintre varfurile de pe Ox ale elipsei, deci nu existd decit o singurd tangenta, cea verticald. in
caz contrar, din ecuatia (4.1.23) rezultd cd

i+

k==
2ay,

, 4.221)

semnul alegadndu-se in functie de varful prin care trece tangenta verticald.

4.3 Parabola
Definitia si ecuatia canonica

Definitia 4.3. Se numeste parabold locul geometric al punctelor din plan care sunt egal depértate de o
dreaptd fixa A, numita directoare si de un punct fix F', numit focar.

Fie p distanta de la punctul F la dreapta A. Construim un sistem rectangular de coordonate in plan
in modul urmitor. in calitate de axi Ox alegem perpendiculara coborati din punctul F pe dreapta A,
cu sensul de la directoare Inspre focar, in timp ce axa Oy va fi mediatoarea segmentului determinat de
F si piciorul perpendicularei coborate din F pe A, cu sensul ales astfel Incat reperul xOy sd fie drept,
unde O este punctul de intersectie a celor doud axe de coordonate. Aceasta inseamnd ca punctul F are
coordonatele (p/2,0), in timp ce ecuatia dreptei A este x = —p/2. > Fie, acum, M (x,y) un punct oarecare

Al Y

Figura 4.10: Parabola

al parabolei. Atunci, distanta de la M la F' este egald cu

d(M,F) = <x—§)2+y2,
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in timp ce distanta de la M la A este
d(M,A) = ‘x—i— g( .

Asadar, ecuatia parabolei este, conform definitiei,

_ B) 22 — ‘ B‘ 4.3.1
(x L)+ =R+, 43.1)
Este usor de constatat ci egalitatea (4.3.T)) poate avea loc doar daci
B’ Y
‘x + 5 x+ ok
adicd dacd »
>
=T
ceea ce Tnseamnd cd ecuatia parabolei, (4.3.1)) se poate rescrie sub forma
_ £>2 2y P 432
(x L)+ =x+ L 4.32)

Prin ridicare la pétrat, aceastd ecuatie este echivalentd (in acest caz particular!!) cu ecuatia
3) +r=(5)
X—%) +y =|x+7
( 2) ™) 2
sau, dupd reducerea termenilor asemenea, cu ecuatia

y? = 2px. (4.3.3)
Ecuatia (4.3.3) se numeste ecuatia canonicd a parabolei de parametru p.

Forma parabolei. Remarcim, inainte de toate, cd din ecuatia canonicd (.3.3) rezultd imediat ca x
poate lua doar valori nenegative, prin urmare parabola datd de aceastd ecuatie este situatd de partea
dreaptd a axei Oy.

Cum ecuatia contine variabila y doar la puterea a doa, rezultd ca parabola este simetricd fatd
de axa Ox si, deci, pentru studiul formei, este suficient sd examindm partea din parabold situatd in primul
cadran. In acest cadran, ecuatia parabolei se poate scrie sub forma

Y =1/2px. 4.34)

Dacid se calculeazd primele doud derivate ale lui y, se obtine imediat ca
, 1

= 4.3.5
T )
respectiv
2 2
Y = _fip (4.3.6)

A(px)*/2
Asadar, pe intervalul (0,0), y' > 0, in timp ce y” < 0. Aceasta inseamnd cd functia y este strict crescitoare
si concava pe acest interval. Forma curbei in cadranul al patrulea se obtine din cea din cadranul 1, printr-o
reflexie fatd de axa Ox.
Axa de simetrie a parabolei (4.3.3), adicd axa Ox, se numeste axa parabolei, in timp ce punctul in
care parabola intersecteaza axa (originea, in cazul nostru), se numeste varful parabolei.
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Parametrul parabolei. Mirimea p care apare in ecuatia canonica {.3.3)) se numeste parametru focal
sau, pur si simplu, parametru al parabolei. Vom indica, sn cele ce urmeazai, o altd interpretare geometricd
a acestui parametru. Consideram dreapta care trece prin focarul parabolei si este perpendiculard pe axa
parabolei. Se observd, imediat, ca ecuatia acestei drepte este

x=1=. 4.3.7)

Fie M, si M, punctele de intersectie dintre aceastd dreaptd si parabold. Rezolvand sistemul de ecuatii
format de ecuatiile (4.3.3) si (4.3.7), obtinem y = +p, prin urmare
p=FM,. (4.3.8)

Astfel, parametrul p al parabolei este egal cu lungimea perpendicularei ridicate pe axa parabolei, intre
focarul parabolei §i punctul in care perpendiculara intersecteazd parabola.
Parametrul este cel care defineste forma si dimensiunile parabolei.

Observatie. Alituri de ecuatia (4.3.3)), tot parabole definesc si urmitoarele trei ecuatii (canonice!):
¥y =—2px, x>=2py, x°=—2py. (4.3.9)

Astfel, prima ecuatie ne di o parabold simetricd fatd de axa Oy in raport cu parabola (.3.3)), iar celelalte
doud parabole se obtin aplicand o rotatie de 90°, respectiv —90°, parabolei (.3.3)), in jurul originii.

Intersectia parabolei cu o dreapta. Tangenta la o parabola. Consideram parabola sio
dreaptd, pe care o considerdam, 1n prima instantd, neverticald. Pentru a determina punctele de intersectie,
trebuie sd rezolvam sistemul

¥ =2px,

y=kx+b.

Inlocuind cea de-a doua ecuatie in prima, obtinem ecuatia in x:
K*x* +2(kb— p)x+b* = 0. (4.3.10)

Aceastd ecuatie se numeste ecuatia de intersectie dintre parabold si dreaptd. Cum ea este o ecuatie de
gradul doi 1n x, Tnseamna ca parabola gi dreapta pot avea in comun doud puncte distince, un singur punct
(sau doud puncte confundate) sau niciun punct, in functie de discriminantul ecuatiei (4.3.10).

Un calcul simplu ne arata cd discriminantul este dat de

A =4p(p—2bk). 4.3.11)
Prin urmare,

(i) Parabola si dreapta au doud puncte distincte Tn comun daca

A>0, adici kb<§.
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(ii) Parabola si dreapta au doud puncte confundate in comun (adica, de fapt, un singur punct) daca
A=0, adici kb="2.
2
In acest caz parabola si dreapta sunt tangente. De remarcat ci, intrucit parametrul p al parabolei
este strict pozitiv, rezultd ci (devreme ce kb # 0):

e tangenta la o parabola nu poate fi orizontala (mai precis, in cazul general, nu poate fi paraleld
cu axa parabolei);

e nu existd tangente neverticale la o parabola care sd treacd prin varful parabolei.

(iii) Parabola si dreapta nu puncte Tn comun daca
.- p
A <0, adicd kb> 5

In particular, orice dreaptd paraleld cu axa parabolei (adicd orizontald) intersecteazd parabola 1n
doud puncte distincte; de asemenea, orice dreaptd (neverticad) care trece prin origine intersecteaza
parabola in doud puncte distincte.

Si analizdm, acum, intersectia dintre parabola (4.3.3) si o dreapti verticald. In acest caz, avem de rezolvat
sistemul de ecuatii:

y* =2px,

x=a,
care ne conduce la ecuatia de intersectie (in y de data aceasta);
¥ —2ap =0. (4.3.12)
Cum, din nou, p > 0, intersectia este:
(i) o pereche de puncte distincte, dacd a > 0;

(ii) o pereche de puncte confundate (adicd un singur punct) dacd @ = 0. Dreapta este, in acest caz
tangeta parabolei. Ea coincide cu axa Oy.

(iii) mulfimea vida, daca a < 0.
Ecuatia tangentei intr-un punct al parabolei. Plecim, din nou, de la ecuatia canonicd a parabolei
si considerdm o dreaptd care intersecteaza parabola intr-un punct My(xo,yo). Ecuatiile parametrice ale
dreptei vor fi, deci

x =x9+1t,

y=yo+mt.

Inlocuind 1n ecuatia parabolei, obtinem

(yo +mt)? = 2p(xo + It)
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Y

Figura 4.11: Tangenta la o parabold, paraleld cu o directie

sau, dupd ce facem calculele,
2.2 2 _
m°t” 4 2t(—pl 4+ myo) +y5 —2po = 0.
Termenul liber se anuleazd, deoarece My se afld pe parabold, deci ecuatia se reduce
2.2 -
mt~+2t(—pl+myg) = 0.

Conditia de tangentd inseamnd, ca si in cazul celorlalte conice, cd ecuatia de intersectie trebuie sd aiba
solutie dubld, deci, In cazul nostru, coeficientul lui ¢ trebuie sa fie zero:

_pl +myo = V(l7m) 'n(—Pa)’o) =0,

adica vectorul n(—p,yg) este vectorul normal al tangentei. Prin urmare, ecuatia tangentei este:

—p(x—x0) +yo(y —y0) =0
sau
yyo = p(x+xo),

unde am utilizat, din nou, faptul cd punctul M, apartine parabolei. Si de data aceasta, ca si in cazul
conicelor cu centru, spunem cd aceastd formd a ecuatiei parabolei a fost obtinutd prin dedublare. E o
micd diferentd fatd de cazul celorlalte doua conice, pentru cd aici apare x la puterea intdi. De data asta,
regula de dedublare Tnseamna ci:

e x se inlocuieste cu (x+xp)/2;

e y? se inlocuieste cu yyy.
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Tangente duse dintr-un punct exterior parabolei. Considerim un punct M (x,y;). Incepem, ca de

obicei, cu cazul tangentelor neverticale. Am vizut cd ele au ecuatia de forma

i

=k .
y x+2k

Pentru ca M sa se afle pe tangentd, trebuie sa avem

yl\

X7

Figura 4.12: Tangente neverticale la o parabold, dintr-un punct exterior

p
Y1 X1 2k7

de unde
2x1k> —2y1k+p =0.

Discriminantul este
A =4(y1 —2pxy).

Prin urmare:
e avem doud tangente dacd y% —2px1 > 0 (punctul e in afara parabolei);
e avem o singurd tangentd daca y% —2px1 = 0 (punctul este pe paraboli);
e nu avem tangente dacd y% — 2px; < 0 (punctul este in interiorul parabolei).

Ecuatia tangentei este de forma
y—y1 =k(x—x1),
cu k dat de ecuatia de gradul doi de mai sus.
Sd vedem ce se Intampld dacd una dintre tangente este verticald. Ea trebuie si aibd ecuatia

x=0.
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Y

Figura 4.13: Tangente la parabola dintr-un punct exterior (o tangenta verticald)

Figura 4.14: parabola4

Céutam panta celei de-a doua tangente. Remarcdm, mai intai, cd x; = 0. Ecuatia tangentei trebuie sa fie

p
=kx+ —.
y=kx+ %k
Ca sd treacd prin M,
_r
Y1 = T
Dacd y; = 0, atunci avem o singurd tangentd (cea verticald). In caz contrar,
p
k=—,
2y
adicd ecuatia tangentei este
p
-y =X
Yy 2y
4.4 Probleme
232
Problema 4.1. Determinati locul geometric al mijloacelor coardelor elipsei % + 9 = 1, care sunt

paralele cu dreapta x +2y = 1.

Problema 4.2. Se consideri elipsa x*> +4y? = 25. Si se determine coardele care trec prin A(7/2,7/4)
pentru care punctul A este mijlocul lor.

Problema 4.3. Prin punctul M(0,3) si se duci o dreapti care si intersecteze elipsa x> +4y*> = 20 in
doud puncte A si B astfel incat MA = 2MB.

2
Problema 4.4. Se considera elipsa XZ +y? = 1. Si se giseasci punctele M de pe elipsi pentru care

unghiul ITM\Fz este drept.
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2
Problema 4.5. Se considerd elipsa xz +y> = 1. Si se giseascd punctele M de pe elipsi pentru care

unghiul Im este de 60°.

2
Problema 4.6. Se considerd elipsa XZ +y> = 1. Si se giseascd punctele M de pe elipsi pentru care

unghiul m este maxim.

2 2
2
Problema 4.7. Determinati tangentele la elipsa % + % = 1 care sunt paralele cu dreapta

3x+2y+7=0.

2 2

Problema 4.8. Determinati tangentele la elipsa 30 + = 1 care sunt paralele cu dreapta

4x—2y+23=0
si calculati distanta dintre ele.
Problema 4.9. Determinati locul geometric al mijloacelor coardelor hiperbolei x> — 2y> = 1, care sunt

paralele cu dreapta 2x —y = 0.

2
Problema 4.10. Se consideri hiperbola x> — % = 1. Sa se gdseasca punctele M de pe hiperbold pentru

care unghiul F]/M\Fz este drept.

2
Problema 4.11. Se consideri hiperbola x> — % = 1. Sa se gdseasca punctele M de pe hiperbold pentru

care unghiul ITM\FZ este de 60°.

2
Problema 4.12. Se consideri hiperbola x> — % = 1. Sa se gdseasca punctele M de pe hiperbold pentru

care unghiul F1MF;, este maxim.

2 2

Problema 4.13. Calculati aria formata de asimptotele hiperbolei % — % =1 si de dreapta
3x+2y—-7=0.
2y
Problema 4.14. Determinati tangentele la hiperbola T 1 care sunt paralele cu dreapta
4x+2y—-5=0.

Problema 4.15. Determinati tangenta la parabola y> = 16x care trece prin punctul (—2,2).

Problema 4.16. Determinati tangentele comune la elipsele

22 22
X<y .oX
Z 42 -
45+9 s 9+1

‘ <

=1.

o}
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Problema 4.17. Determinati relatia dintre coordonatele punctului (xo,yo) astfel incat din el sd nu se
poatd duce nici o tangentd la hiperbola

2y
4 9
2y
Problema 4.18. Pe hiperbola T 1 determinati punctul M cel mai apropiat de dreapta
3x+2y+1=0

si determinati distanta de la acest punct la dreapta.

Problema 4.19. Determinati ecuatiile tangentelor duse din punctul A(—1,—7) la hiperbola x> —y* = 16.

2 2
Problema 4.20. Din punctul P(1,—5) se duc tangente la hiperbola % — yg = 1. Determinati distanta de

la punctul P la coarda hiperbolei care uneste punctele de contact ale tangentelor cu hiperbola.

Problema 4.21. Determinati valorile pantei k pentru care dreapta y = kx + 2 este tangenta la parabola
2
y- =4x.

Problema 4.22. Scrieti ecuatia tangentei la parabola y> = 8x care este paraleli cu dreapta
3x+2y—3=0.

Problema 4.23. Scrieti ecuatia tangentei la parabola y> = 16x care este perpendiculari pe dreapta
4x+2y+7=0.

Problema 4.24. Scrieti ecuatia tangentei la parabola y*> = 12x care este paraleld cu dreapta
3x—2y+30=0

si determinati distanta dintre tangentd si aceastd dreapta.

Problema 4.25. Scrieti ecuatiile tangentelor la parabola y? = 36x duse din punctul A(2,9).

Problema 4.26. Din punctul A(5,12) se duc tangente la parabola y*> = 5x. Scrieti ecuatia dreptei care
uneste punctele de contact.

Problema 4.27. Din punctul P(—3,12) se duc tangente la parabola y?> = 10x. Calculati distanta de la
punctul P la coarda parabolei care uneste punctele de contact.
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CAPITOLUL B

Cuadrice pe ecuatii reduse

5.1 Cuadrice pe ecuatii reduse

Se numeste cuadricd in R3 multimea punctelor P(x, y,z) ale ciror coordonate verifici o ecuatie de gradul
al doilea, adicd o ecuatie de forma

a1xX* +2a12xy + 241332 + any® + arnyz + azz* + ajox + azoy + azoy +ago = 0, (5.1.1)

unde toti coeficientii sunt numere reale, iar coeficientii termenilor de gradul al doilea nu sunt toti nuli
(adicd, altfel spus, ecuatia este, realmente, de gradul al doilea). In aceasti sectiune nu vom aborda teoria
generald a cuadricelor, ci ne vom mulfumi si studiem acele cuadrice care sunt scrise sub forma canonicd,
adica, in esentd, termenii de gradul al doilea micsti nu sunt prezenti, iar termenii de gradul intai, daca
este posibil, sunt absenti, de asemenea. Vom vedea ca aceasta nu este intotdeauna cazul. Urmeazd sa
vedem, mai tarziu, cd, printr-o schimbare de coordonate, orice cuadricd se reduce la una dintre aceste
cuadrice pe care le vom studia mai jos.

5.2 Elipsoidul

O submultime S C R? se numeste elipsoid daci existi un sistem de coordonate cartezian si trei numere
a,b,c, strict pozitive, astfel incat

2 2 2
x* oy oz
S:{(x,y,z)€R3 a2+bz+c2:1}' (5.2.1)
Altfel spus, un elipsoid este o suprafatd de ecuatie
2 2 2
?4-?—1—6—2:1. (5.2.2)
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Numerele a,b,c se numesc semiaxe ale elipsoidului. Dacd ele sunt distincte doud cate doud, atunci
elipsoidul se numeste elipsoid triaxial. Dacd doud dintre ele sunt egale (de exemplu a = b), atunci
elipsoidul nostru este ceea ce se numeste un elipsoid de rotatie:

=1

2 +y? N 22
a? 2

si se poate obtine prin rotirea unei elipse 1n jurul unei axe (axa Oz), in cazul nostru). Dacd, in sfarsit,

toate semiaxele sunt egale: a = b = c, elipsoidul nostru este o sferd de razi a.

Figura 5.1: Elipsoidul

Vom enumera acum o serie de proprietiti ale elipsoidului care ne vor permite, in cele din urma, sa
stabilim forma acestei suprafete.

Proprietatea 1. Elipsoidul (5.2.2) este mdrginit de un paralelipiped dreptunghic, cu fetele paralele
cu planele de coordonate, cu centrul in origine, de muchii egale, respectiv, cu 2a,2b,2c Asadar, in
particular, elipsoidul, ca multime de puncte, este 0 multime marginita.

Demonstratie Intr-adevir, ecuatia (5.2.2)) se poate rescrie sub forma

Cum membrul sting al aceste ecuatii este, in mod evident, pozitiv, acelasi lucru trebuie sd se Intample si
cu membrul drept, ceea ce ne conduce la inegalitatea

2
<1

QN‘ =

de unde x € [—a,a]. Perfect analog rezultd cd y € [—b,b] si z € [—c,¢], adicd tocmai ceea ce voiam si
demonstram, ci (x,y,z) € [—a,a] X [—b,b] X [—c¢,c]. O

Elipsoidul este o figurd care are un grad destul de fnalt de simetrie:
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Proprietatea 2. Elipsoidul are trei plane de simetrie: x0y,y0z,z0x, trei axe de simetrie: Ox, Oy, Oz,
precum si un centru de simetrie, originea 0(0,0,0) a axelor de coordonate. In plus, dacd elipsoidul nu
este triaxial, el poate avea §i alte plane §i axe de simetrie (nu §i alte centre de simetrie, insd).

Demonstratie Fie My(xo,y0,20) un punct al elipsoidului. Atunci coordonatele sale verifica ecuatia

3.3.3_,
a bt '

Pentru a demonstra cd, de exemplu, planul xOy este plan de simetrie, este suficient sd demonstrdm ca
simetricul lui My fatd de acest plan apartine, de asemenea, elipsoidului. Dar este evident ca simetricul
lui My este punctul de coordonate (xo,yo,—z0), ale cirui coordonate, in mod evident, verificd ecuatia
elipsoidului, deci apartine elipsoidului. Rationamentul este analog pentru celelalte plane de coordonate.
Planele de coordonate se mai numesc si plane principale ale elipsoidului, intrucat ele sunt plane de
simetrie.

Faptul cd axele de coordonate sunt axe de simetrie rezultd imediat din observatiile de mai sus, intrucat
ele sunt intersectii de plane de simetrie. De asemenea, originea coordonatelor este centru de simetrie,
deoarece este intersectia a doud (de fapt chiar trei) axe de simetrie. Axele de coordonate, ca axe de
simetrie ale elipsoidului, se mai numesc si axe principale ale acestuia.

Sd presupunem acum cd elipsoidul nostru este elipsoid de rotatie, de exemplu, in jurul axei Oz.
Afirmam cé orice plan care trece prin axa de rotatie este plan de simetrie.

Am vdzut ca ecuatia unui plan care trece prin axa Oz are o ecuatie de forma I1: Ax+ By =0. Sa
presupunem, ca mai sus, cd Mo(xo,Yo,20) este un punct de pe elipsoid, care acum este elipsoid de rotatie
in jurul axei Oz, deci coordonatele sale verificd ecuatia:

2 2 2
X +y0 Zfo -1
a? c?

Vom stabili coordonatele simetricului M, al lui My relativ la planul IT. Ecuatiile normalei la planul IT
care trece prin My sunt
X=X _Y—)Yo_ <—20
A B 0
Determinam mai 1ntai punctul de intersectie M dintre aceastd normald si planul I1. Evident, coordonatele
acestui punct sunt date de sistemul

Bx — Ay = Bxy — Ayg

=20
Ax+By=0
. . __ B?xg—AByy __ A%y —ABxg _ ie <3 1
Obtinem, prin urmare, x; = WBZ)’ V1= gz > 2= 20 Punctul M, trebuie si fie mijlocul seg-

mentului MyM),, deci trebuie s avem
Xy = 2X1 —Xo
I
Yo =210
25 =221 —20.
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Asadar,
o 2B%xy — 2AByy o (B> — A?)xo — 2ABy,
0 A2+ B? 0 A2+ B? )
,_2A%—2ABxy _ —2ABxo+(A>—B%)y
yO A2 +B’2 Yo Az +Bz )
20 = 20-

Avem, prin urmare,

XGHyE g (B2—A?)2x5+4A%B%y; — 4AB(B? — A%)xoyo N

Lo
2 ) a*(A%?+ B?)?
. (B? — A%)?y5 +4AB?x} + 4AB(B* — A?)xoy0 . %
a*(A%?+ B?)? 2
A HB)GH AT B w5+ +§ 1
- a?(A? + B?)? 2 a2 27

deci punctul M), apartine elipsoidului, ceea ce inseamnd cé planul IT este plan de simetrie al elipsoidului.

In mod analog, in cazul sferei se demonstreazi ci orice plan care trece prin originea coordonatelor
este plan de simetrie si, Tn mod implicit, orice dreaptd care trece prin originea coordonatelor este axa de
simetrie. O

In demersul nostru de a stabili forma elipsoidului, incepem prin a determina curbele dupa care planele
de simetrie il intersecteaza:

Proprietatea 3. Intersectiile planelor de simetrie ale unui elipsoid cu elipsoidul sunt trei elipse reale.

Demonstratie Intersectia elipsoidului cu planul xOy este daté de sistemul de ecuatii

2 2 2
Xy oz
2tpta!

sau

Aceastea sunt, Tn mod evident, ecuatiile unei elipse situate in planul xOy, de semiaxe a i b.
Intersectia elipsoidului cu planul yOz este datéd de sistemul de ecuatii

)C2 y2 ZZ

2 Tpta=!

x=0
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sau

Aceastea sunt ecuatiile unei elipse situate Tn planul yOz, de semiaxe b si c.

Intersectia elipsoidului cu planul zOx este datd de sistemul de ecuatii

2 22
Xy
—+ ) + 2 1
y=0
sau
2 2 .
a2
y=0
Aceastea sunt ecuatiile unei elipse situate 1n planul zOy, de semiaxe a si c. O
(1) Vom studia acum intersectiile elipsoidului cu plane de ecuatii z = k, unde k este un numar real (plane

paralele cu planul xOy). Aceasta intersectie este datd de ecuatiile

2 2 2 2 2 2
X z X k
45 =1 SRR L
b sau as b c
2=k 2=k

Din acelagi motiv ca la punctul (1), al doilea dintre sistemele de mai sus are solutie nevida daca si
numai dacd 1 — ';—; < 0, adica daca si numai dacd —c < k < ¢. Dacd k = *c, atunci intersectia se
reduce la un punct. Este vorba de punctul (0,0,c), daca avem k = ¢, respectiv punctul (0,0, —c),
dacd avem k = —c. Remarcdm ca aceste puncte sunt, de fapt, punctele in care axa Oz, de ecuatii
x =0,y =0, intersecteazd elipsoidul. Vom vedea cd mai existd patru puncte analoage, pe celelalte
doud axe de coordonate. Ele se numesc vdrfuri ale elipsoidului.

Situatia cu adevirat interesantd, care ne da o prima idee relativ la forma elipsoidului (si care justifica
denumirea) este cea in care —c < k < c. In acest caz, intersectia este datd de sistemul de ecuatii

(- (-5

7=k

care, din moment ce numitorii sunt strict pozitivi, este, Tn mod evident, o elipsd, situatd in planul

z =k, de semiaxe egale, respectiv, cu a\/ (1 — —) si b\/ (1 — —) Este clar ca lungimile semiaxelor

descresc pe masuri ce |k| creste. In particular, ele au valoarea maxima pentru cazul in care k = 0,
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adicd pentru cazul in care planul de intersectie este chiar planul de coordonate xOy. Atunci ecuatiile
elipsei de intersectie sunt

(2) Intersectiile cu plane paralele cu planele de coordonate xOz si yOz sunt analoage si ne conduc la
rezultate analoage.

Planul tangent intr-un punct al unui elipsoid

Considerim elipsoidul (5.2.2) si un punct M(xo, Yo, 20) al sdu. Vom studia intersectia unei drepte oarecare
ce trece prin My cu elipsoidul. Ecuatiile parametrice ale unei astfel de drepte sunt:

x=xp+1-t,
(A): Sy=yo+m-t, teR. (5.2.3)
z=z0+n-t,

v(l,m,n) este, desigur, vectorul director al dreptei A. Pentru a determina punctele de intersectie dintre
elipsoid si dreapta A, inlocuim x,y, z din ecuatiile dreptei (5.2.3)) in ecuatia elipsoidului. Se obtine:

~1=0

(xo+1t)>  (yo+mt)* (z0+nt)?
a? + b? + c?

sau, dupd ce facem calculele si grupam dupa puterile lui ¢,
12 (b1 +a*c*m® + a*b*n?) 42t (b*Pxol + a*cPyom + a*b*zon) +
+ b x4 d Py + aPbP g — a*bh et = 0.
Termenul liber al ecuatiei de mai sus este egal cu zero, deoarece punctul coordonatele punctului M
verificd ecuatia elipsoidului. Ca atare, ecuatia se transformd in
2 (VPP +a>Pm® +a*b*n?) + 2t (b*cPxol + a*cPyom + a*b*zon) = 0. (5.2.4)

Aceastd ecuatie o vom numi ecuatie de intersectie dintre elipsoid si dreapta A. Este clar cd ecuatia
de intersectie este, Intotdeauna, de gradul al doilea si ea va admite doud soluti reale, care corespund
punctului My si celui de-al doilea punct de intersectie. Pentru ca dreapta sd fie tangentd elipsoidului, este
necesa (si suficient) ca ecuatia de intersectie sd admitd o solutie dubld (evident, r = 0). Pentru aceasta,
coeficientul termenului de gradul intéi in 7 din ecuatia (5.2.4) trebuie si fie egal cu zero, adici

b*c*xol + azczyom +a*b*zon = 0. (5.2.5)

Ecuatia |i are o interpretare geometricd remarcabild. Considerdm vectorul n (bzczxo, a*c?yy, azbzzO).

Atunci ecuatia (5.2.5)) se poate scrie
n-v=_0. (5.2.6)
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Semnificatia acestei ecuatii este aceea ca fiecare dreaptd care trece prin My si al cdrui vector director
verificd ecuatia ([5.2.5)) este perpendiculard pe vectorul n. Prin urmare, multimea acestor drepte prin Mo,
tangente la elipsoid, formeazd un plan, planul tangent la elipsoid in punctul My, care are vectorul normal
n. Prin urmare, ecuatia planului tangent in My se scrie

bexo(x —x0) +a*c?yo(y = yo) +a*bz0(z —20) = 0

sau
b xox 4 a*cyoy + a*bPzoz — b Pxg — a*Pyg — a* by = 0.
Din ecuatia elipsei rezulti ci termenul liber al ecuatiei de mai sus este egal cu —a’b*c?, deci ecuatia
devine
b2t xox + azczyoy +a*b*z0z—d’b** =0

sau, dupi ce impértim la a®b*c?,

XXo | YYo | %0

7z ﬁ+?_1' (5.2.7)
Ecuatia (5.2.7) se numeste ecuatia planului tangent la elipsoid in punctul My de pe elipsoid, obginutd
prin dedublare, pentru ci se obtine din ecuatia elipsoidului, inlocuind pe x> cu xxo, pe y* cu yyy si pe 2>
cu zz0.

5.3 Conul de gradul al doilea

Definitia 5.1. Se numeste con de gradul al doilea multimea punctelor din spatiu ale cédror coordonate

relative la un sistem ortonormat verifica o ecuatie de forma
2 2 2
a>  b? 2

unde a, b, c sunt numere reale strict pozitive.

=0, (5.3.1)

Conul de gradul al doilea are aceleasi simetrii ca si elipsoidul, ele fiind legate direct de faptul cd in
ecuatia sa toate coordonatele apar exclusiv la puterea a doua:

(1) trei plane de simetrie (planele de coordonate);
(2) trei axe de simetrie (axele de coordonate);
(3) un centru de simetrie (originea).

O proprietate remarcabild a conului de gradul al doilea este aceea ca este o suprafatd riglatd: prin
fiecare punct al sdu trece o dreaptd (care se numeste generatoare a conului).

Mai precis, dacd My(xo,y0,20) este un punct oarecare al conului, iar O este originea coordonatelor,
atunci fiecare punct M(x,y,z) al dreptei OM, se afid pe con. Demonstratia acestei afirmatii este foarte
simpli. Intr-adevir, este foarte usor de constatat ci ecuatiile parametrice ale dreptei OM sunt:

X =Xp-1,
y:yO'ta
Z=20-1.
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Figura 5.2: Conul de gradul al doilea

Daca inlocuim 1n ecuatia conului, obtinem:

2 2 .2 > 2 2
x* oyt x _2<xo V5 ZO)—O
7_72_t 24+ = -2 =0,
c

2

deci punctele dreptei verificd, intr-adevir, ecuatia conului.
Datorita proprietatii de mai sus se spune ci O este varful conului.

Intersectii cu plane paralele cu planele de coordonate
Utilizam, si in cazul conului de gradul al doilea, aceastd metoda de a identifica forma suprafetei.

(1) Plane paralele cu xOy. Un astfel de plan are, in mod evident, ecuatia de forma z = k, unde k este o
constantd reald. O astfel de intersectie este datd de sistemul de ecuatii

2y Z2—0 2 yz_kz
a  b»r 2 sau az  bp? 2
7=k 7=k
In cazul in care k # 0, al doilea sistem de ecuatii se poate rescrie sub forma
SR S
ak?/cz b2 )cr
7=k
. o _alk| bk . .
Evident, aceste ecuatii descriu o elipsd de semiaxe — si —, situatd in planul z = k.
c c

Dacd, pe de altd parte, k = 0 (adica intersectia se face cu planul xOy), atunci sistemul de ecuatii de

intersectie se reduce la
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iar acest sistem este verificat de un singur punct (originea, adica varful conului).

(2) Intersectii cu plane paralele cu planul xOz. In acest caz, sistemul de ecuatii care ne di punctele de
intersectie se scrie

ceea ce ne conduce la

2 2 R (5.3.2)
Car b

Ecuatiile (5.3.2) reprezinta, daci h # 0, ecuatiile unei hiperbole situate 1n planul y = A, de semiaxe
alh|

e (pe axa paraleld cu Ox), respectiv CT (pe axa paraleld cu Oz). Este de remarcat cd axa paraleld

cu O este cea care intersecteazd hiperbola, in timp ce axa paraleld cu Ox nu o intersecteaza.

Pe de altd parte, dacd i = 0, aceleasi ecuatii reprezintd o pereche de drepte (generatoare ale conului),

de ecuatii
y= 0, . y= 0,
X respectiv X
LoX_ 0, p z +-=0.
C a C a

(3) Intersectia cu plane paralele cu planul yOz. — Este perfect analoagd cu cazul precedent.

Observatie. Se poate demonstra cd, utilizind plane care nu sunt neaparat oaralele cu planele de coordo-
nate, prin sectiunile plane ale conului de gradul al doilea se pot obtine toate conicele. De fapt, acesta este
motivul pentru care conicele se mai numesc $i sectiuni conice.

Planul tangent intr-un punct al conului de gradul al doilea. Ecuatia planului tangent intr-un punct
My (x0,Y0,20) al conului de gradul al doilea se obtine prin dedublare, ca si in cazul elipsoidului, aga ca nu
vom mai repeta ragionamentul. Prin urmare, ecuatia planului tangent in M, este

Mo Yo 0 _
a> b 2

O proprietate remarcabild a planului tangent Intr-un punct al conului este aceea cd el contine generatoarea

care trece prin acel punct. Intr-adevir, neneratoarea care trece prin M(xo, yo,20) are ecuatiile parametrice

(5.3.3)

X = xot,
Yy =Yot,
Z=20t.

Dacé inlocuim in membrul sting al ecuatiei planului tangent, obtinem

2 2 2 2 2 2
Xt Vol &t (XO i z0>_0
- Y

a2 b 2

a b 2

ceea ce ITnseamna cd, intr-adevdr, planul tangent contine generatoarea rectilinie a conului care trece prin
punctul de tangenta.
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Con de rotatie. In cazul in care a = b, ecuatia conului devine

De data aceasta, sectiunile cu plane paralele cu planul xOy sunt cercuri. Conurile de acest tip se numesc
conuri de rotatie. Vom vedea mai tarziu ca suprafetele de acest tip se pot obtine prin rotirea unei drepte
care trece prin origine in jurul axei Oz.

5.4 Hiperboloidul cu o panza.

Definitia 5.2. Se numeste hiperboloid cu o panzd locul geometric al punctelor din spatiu ale caror coor-

donate relativ la un sistem rectangular verifica ecuatia
2 . o2
a> b 2

une a, b, c sunt numere reale strict pozitive, care se numesc semiaxele hiperboloidului.

=1, (5.4.1)

Figura 5.3: Hiperboloidul cu o panza

Simetriile hiperboloidului cu o panza sunt aceleasi cu cle ale elipsoidului, prin urmare nu le vom mai
descrie. Ne ocupdm, 1nsd, de intersectiile sale cu plane paralele cu planele de coordonate.

(1) Plane paralele cu planul xOy. In acest caz, avem de studiat sistemul de ecuatii:

z=h,
2 . w22 .
a’ 2 ¢ ’
ceea ce ne conduce la
M
2 2 2

y h
—+5=—+1
az b 2
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Cum membrul drept este intotdeauna strict pozitiv, ecuatiile se pot rescrie ca

Z=h,

X2 y2

+ g
2 2
<a\/}c’§—|—1> <b ’;§+1>

Acestea sunt ecuatiile unei elipse de semiaxe a\/ ’Z—; +1si b\/ g—; + 1, pentru orice valori ale lui 4. Un

caz particular important este cel sn care & = 0 (adica suntem In planul de coordonate xOy). Elipsa
care se obtine (de semiaxe minime!) se numeste elipsd de strictiune sau de gdtuire.

(2) Plane paralele cu planul xOz. In acest caz, curba de intersectie are ecuatiile

y=h,
2 2 2
SR S
a C
adica
y=h,
2 2 h2 (54.2)
2 27T

Aici avem trei situatii de analizat:

2
(a) Dacal— — < 0, adici h? > ¢2, atunci sistemul (5.4.2) se poate scrie sub forma
c

y=h,
Z2 x2 h2
2 2 !
sau
y=h,
Z2 x2

2 2_ 2 2
<c ;’2—1> <a j;—l)

.o . o . 2 . 2 . VA
adica avem de-a face cu o hiperbold de semiaxe c\/ Z—z —1 si a\/ Z—z — 1, situatd intr-un plan

paralel cu planul xOz, la care axa care intersecteazd hiperbola este paraleld cu axa Oz, iar cealalta
axd este paraleld cu axa Ox.

2
(b) Daca 1l — — = 0, adica h = =, atunci sistemul (5.4.2) se poate scrie sub forma
c

y ==,
Z2 x2
220
C a
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sau
y ==,

DG

Pentru fiecare valoare a lui /4 (c sau —c) ecuatia de mai sus reprezinta o pereche de drepte. Pentru

h = c, obtinem
y=c, y=c,
sa
c a c a

in timp ce pentru & = —c, obtinem
y=-c¢ y=-c
z X sau 7z X
-——=0 -+-=0.
c a c a

2
(c) Dacal— - > 0, adici h? < ¢?, atunci sistemul (5.4.2) se poate scrie sub forma
c

2 2_ 2 2
(5) (A5)

adicd avem de-a face cu o hiperbold de semiaxe a\/ 1— Z—i si c\/ 1

Y

2 . v A
— Z—z, situatd intr-un plan
paralel cu planul xOz, la care axa care intersecteazd hiperbola este paraleld cu axa Ox, iar cealalta
axd este paraleld cu axa Oz.

(3) Plane paralele cu planul yOz. Acest caz este perfect analog cu cazul precedent.

Generatoarele rectilinii ale hiperboloidului cu o panza. Dupi cum am vizut mai sus, pe hiperboloi-
dul cu o panza exista linii drepte. Patru dintre ele au fost gasite mai devreme, ca intersectii dintre planele
x0z si yOz cu suprafata. Pe suprafatd, insd, existd mult mai multe drepte. Practic, prin fiecare punct al
suprafetei trece cate o pereche de drepte, continute in Intregime pe suprafatd. Aceste drepte se numesc
generatoare rectilinii ale hiperboloidului cu o panz4.

Pentru ane convinge de acest fapt, rescriem ecuatia hiperboloidului cu o panza sub forma

2 2 B 2
a? b2’

ecuatie care se mai poate scrie si sub forma

E-DE-D-0-D0+)

Consideram acum sistemul de ecuatii

(544
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unde A si u sunt doud numere reale care nu se anuleazd simultan.

Intrucat, dupd cum am spus, cei doi parametrii nu se anuleazi simultan, sistemul reprezinta o
dreaptd. Daca inmultim membru cu membru cele doud ecuatii ale sistemului obtinem fie 0 = 0, dacd unul
dintre parametrii se anuleazi, fie ecuaia hiperboloidului cu o panza. Aceasta inseamni cd dreapta (5.4.4))
se afld pe hiperboloid. Daca ldsdm cei doi parametrii sd varieze, obtinem o familie de drepte, care
formeaza prima familie de generatoare rectilinii ale hiperboloidului.

Cea de-a doua familie de generatoare rectilinii se obtine in acelasi mod, identificAnd Tn mod diferit
factorii de gradul intéi. Ea are ecuatiile

of5-2)-0(143).
a c b

plare)=a(-3)

unde « si B sunt, din nou, parametrii reali care nu se anuleazd simultan.

(5.4.5)

5.5 Hiperboloidul cu doua panze

Definitia 5.3. Se numeste hiperboloid cu doud pdnze locul geometric al punctelor din spatiu ale céror
coordonate ralativ la un sistem de coordonate ortogonal, verificd ecuatia

2 2 2
£+L_%:_1, (5.5.1)

az  b?

unde a, b, c sunt constante reale strict pozitive.

Figura 5.4: Hiperboloidul cu doud panze

Forma hiperboloidului cu doua panze. Simetriile sunt aceleasi ca si in cazul elipsoidului, asa ca
trecen direct la studiul intersectiilor cu plane paralele cu planele de coordonate.
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(1) Intersectii cu plane paralele cu planul xOy. Avem de studiat solutiile sistemului de ecuatii

z=h,
2 2 2
A |
a? b2 2
sau
P (5.5.2)

Avem de analizat trei cazuri:

2
(a) Dacd — —1 <0, adicd —c < h < ¢, atunci sistemul (5.5.2) nu admite solutii, deci planul si
c

suprafata nu se intersecteaza.

2
(b) Dacd — — 1 =0, adicd h = *c, sistemul are o singurd solutie pentru fiecare valoare a lui & (¢
c

sau —c). In acest caz, planul este, de fapt, tangent la suprafati (in punctul (0,0,c¢), respectiv in
punctul (0,0, —c)).

h? . . . .
(¢) Dacd — —1 >0, adicd |h| > c, atunci sistemul (5.5.2) este echivalent cu sistemul
c

z=n,

x2 y2

2t ;=1
(VE=) (E)

. .. .. . 2 . 2 . R
care reprezinti ecuatiile unei elipse de semiaxe ay/ % — 1 si by/ % — 1, situati in planul z = A.
2 2

(2) Intersectii cu plane paralele cu planul xOz. De data aceasta avem de studiat solutiile sistemului de

ecuatii
y=h,
2 2 2
X y Z
T A B |
a + b c
sau
y=nh,
22 R (5.5.3)
a2 &,
Acest sistem este echivalent cu sistemul
y - h?
) B n2
2 2=
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sau
y=h,

ZZ )C2

(5e) ()

o e . . .. Cqp. . 2 . 2
care reprezintd, indiferent de valoarea lui 4, ecuatiile unei hiperbole de semiaxe ¢ Z—z +1sia Z—z +1,

9

situatd in planul y = A, astfel incat axa hiperbolei care intersecteaza curba este paraleld cu axa Oz,
iar cealalta axd este paraleld cu axa Ox.

(3) Intersectii cu plane paralele cu planul yOz. Situatia este perfect analoagd cu cea discutatd la punctul
precedent.

Hiperboloidul cu doua panze de rotatie. Daci a = b, ecuatia hiperboloidului cu doud panze se scrie

Acest tip particular de hiperboloid se numeste hiperboloid cu doud pdnze de rotatie, deoarece, dupa cum
vom vedea 1n capitolul urmator, el se poate obtine prin rotirea unei hiperbole in jurul axei Oz. Este de
remarcat cd, in cazul hiperboloizilor cu doud panze de rotatie, orice plan care trece prin axa Oz este plan
de simetrie al hiperboloidului.

Planul tangent intr-un punct al hiperboloidului cu doua panze. Dacid M(xo,yo0,z0) este un punct
oarecare al hiperboloidului cu doud panze, se poate ardta, exact ca In cazul elipsoidului, ca ecuatia
planului tangent in My la hiperboloid va fi

o o %o _ 4
a> b 2 ’

adicd ea se poate obtine prin dedublarea ecuatiei hiperboloidului cu doud panze.

5.6 Paraboloidul eliptic

Definitia 5.4. Se numeste paraboloid eliptic multimea punctelor din spatiu ale céror coordonate relativ
la un sistem cartezian de coordonate verificd o ecuatie de forma

2 2
AR 7% (5.6.1)
poq

unde p si g sunt numere reale strict pozitive, care se numesc parametrii paraboloidului eliptic.
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Figura 5.5: Paraboloidul eliptic

Forma paraboloidului eliptic. Simetriile paraboloidului eliptic nu sunt atat de numeroase ca in cazul
cuadricelor studiate pand acum. Astfel, el are:

ey
@)

doud plane de simetrie (yOz si xOz, deoarece coordonatele x si z apar doar la puterea a doua);

o axd de simetrie, axa Oz, ca intersectie a celor doud plane de simetrie.

Mai departe, ca si mai Tnainte, vom studia intersectia dintre paraboloidul eliptic si plane paralele cu cele
trei plane de coordonate.

)

Intersectii cu plane paralele cu planul xOy. Avem de studiat solutiile sistemului

z=h
x2 2
2L Y,
P q
sau
z=h
2 2 5.6.2
MR 74 662
q

Avem trei situatii de examinat:

(a) Dacd h < 0, atunci sistemul (5.6.2) nu admite solutii, adicd planul si suprafata nu au puncte
comune.

(b) Dacd h = 0, atunci sistemul (5.6.2) admite o solutie unicd, (0,0,0), adica originea. In fapt,
aceasta Tnseamna ci planul de coordonate xOy este tangent la paraboloidul hiperbolic in originea
coordonatelor.

(c) Dacd h > 0, sistemul (5.6.2)) se poate scrie

z=nh
2 2

X
4 Yy

(V2ph)®  (V2gh)®
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ceea ce reprezinta ecuatiile unei elipse, situatd in planul z = h, de semiaxe \/2ph si v/2gh.

(2) Intersectii cu plane paralele cu planul xOz. De data aceasta, avem de studiat sistemul

:h7
2 2
X
Tl oo
P q
sau
y=nh,
h2
x2:2pz—p—,
q

care sunt ecuatiile unei parabole de parametru p, situata in planul y = h.

(3) Intersectii cu plane paralele cu planul yOz. Avem de studiat solutiile sistemului

x=nh,
2 2
X
SRR
p q
sau
x=nh,
/’12
¥ =2qz—
p

care sunt ecuatiile unei parabole de parametru ¢, situata in planul x = A.

Paraboloidul eliptic de rotatie. Daca cei doi parametrii ai paraboloidului sunt egali, p = ¢, atunci
ecuatia suprafetei devine

24132
X +Yy — 2,
p
sau
K +y*=2pz.

Acest paraboloid particular se numeste paraboloid eliptic de rotatie. Suprafata se poate obtine, intr-
adevir, prin rotirea unei parabole in jurul axei Oz, agsa cum vom vedea mai tarziu.

Planul tangent intr-un punct al paraboloidului eliptic. Fie My (xo,0,20) un punct oarecare al para-
boloidului eliptic (5.6.1). Studiem mai intéi intersectia dintre paraboloid si o dreaptd oarecare ce trece
prin punctul My. Ecuatiile parametrice ale unei astfel de drepte se pot scrie:

x =xg+1t,
y=Yyo+mt,
z=2zp+nt.



136 CAPITOLUL 5

Inlocuind in ecuatia paraboloidului, obtinem:

Go 102 , Go+m)
p q

=2(z0+nt)

sau
q(xo+16)% + p(yo +mt)? —2pq(zo +nt) = 0.

Dupd ce facem calculele si grupam dupa puterile lui ¢, ecuatia de mai sus se transforma in:
t(ql* + pm*) + 2t (gxol + pyom — pqn) + qx5 + py§ — 2pgz0 = 0.
Termenul liber este egal cu zero, deoarece My se afld pe paraboloid, deci ecuatia de intersectie devine
1> (gl + pm?*) + 2t (gxol + pyom — pgn) = 0. (5.6.3)

Pentru ca dreapta si paraboloidul sd aiba un singur punct (dublu) in comun, ecuatia de intersectie
trebuie sd aiba solutie dubld. Dar o solutie este, intotdeauna, t = 0, prin urmare si a doua solutie trebuie
sd fie zero, ceea ce este posibil doar dacd termenul de gradul intdi In ¢ dispare, adicd dacd avem

gxol + pyom — pgn = 0. (5.6.4)

Daci punem n este vectorul de componente (gxo, pyo, —pq), iar v(I,m,n) este vectorul director al dreptei,
atunci ecuatia este echivalentd cu n-v = 0, adicd orice dreaptd care trece prin My, iar vectorul
sdu director verificd ecuatia (5.6.4)) este perpendicular pe vectorul n. Dar aceasta nu inseamni altceva
decat cd n este vectorul normal la planul tangent la paraboloidul eliptic Tn punctul My. Ca atare, ecuatia
planului tangent in M este:

gxo(x —x0) + pyo(y —y0) — pq(z—z0) =0

sau
Gx0x + pyoy — pqz — g — pyg + pqzo = 0
sau, inca,
gx0x+ pyoy — pqz — pqzo — (45 — pyo +2pqzo) = 0.
Termenul din paranteza din ecuatia de mai sus este egal cu zero, din nou, pentru cd My se afld pe parabo-
loid, deci ecuatia devine:
gxox + pyoy = pq(z+20)

sau, daca impartim prin pq,
0420 pta). (5.6.5)
p q
Este de remarcat cd, si in cazul paraboloidului eliptic, ca si In cazul celorlalte cuadrice studiate pana
acum ecuatia planului tangent se obtine din ecuatia paraboloidului (5.6.1) prin dedublare. Diferenta este

cd de data aceasta apar si termeni de gradul Intii. Regulile de dedublare sunt, deci:
e x’ si y? se inlocuiesc cu xxq (respectiv yyp);

e x se inlocuieste cu (z+29)/2.
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5.7 Paraboloidul hiperbolic

Definitia 5.5. Se numeste paraboloid hiperbolic multimea punctelor din spatiu ale cdror coordonate
relativ la un sistem cartezian de coordonate verificd o ecuatie de forma

2 2
T Y o (5.7.1)
P 4

unde p si g sunt numere reale strict pozitive, care se numesc parametrii paraboloidului hiperbolic.

Figura 5.6: Paraboloidul hiperbolic

Forma paraboloidului hiperbolic. Simetriile paraboloidului hiperbolic sunt aceleasi cu cele ale para-
boloidului eliptic:

(1) doud plane de simetrie (yOz si xOz, deoarece coordonatele x si z apar doar la puterea a doua);
(2) o axd de simetrie, axa Oz, ca intersectie a celor doud plane de simetrie.

Mai departe, vom studia intersectia dintre paraboloidul hiperbolic si plane paralele cu cele trei plane de
coordonate.

(1) Intersectii cu plane paralele cu planul xOy. Avem de studiat solutiile sistemului

—h
2 2
=L =2z,
sau
z=nh
2 2 5.7.2
T Y o ©-7.2)
q

Avem trei situatii de examinat:
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(a) Daca h <0, atunci —h > 0, iar sistemul (5.7.2)) se poate rescrie sub forma

z=nh
32 52

(V=2qh)*  (V=2ph)°

ceea ce reprezintd ecuatiile unei hiperbole de semiaxe \/—2gh si \/—2ph, situati in planul z = h,
astfel Tncat semiaxa care intersecteazd hiperbola este paraleld cu axa Oy, iar cealaltd semieaxa
este paraleld cu axa Ox.

(b) Daci h = 0, atunci sistemul (5.7.2) devine

9

z=0
=Y
P 9
Acestea sunt ecuatiile unei perechi de drepte concurente, situate n planul xOy, care trec prin
origine:
z=0, . z=0,
X Yy _ 0, respectiv X R

M
VP Vi VP Vi
(c) Dacd h > 0, sistemul (5.7.2) se poate scrie

z=h

x2 y2

(v2ph)*  (v2ah)®

ceea ce reprezintd ecuatiile unei hiperbole de semiaxe /2ph si \/2qh, situatd in planul z = h,
astfel Incat semiaxa care intersecteaza hiperbola este paraleld cu axa Ox, iar cealaltd semieaxa
este paraleld cu axa Oy.

)

(2) Intersectii cu plane paralele cu planul xOz. De data aceasta, avem de studiat sistemul

y=h,
2 2
Ty =12z
p q
sau
y=h,
h2
x2:2pz+p7,

care sunt ecuatiile unei parabole de parametru p, situatd in planul y = h.
(3) Intersectii cu plane paralele cu planul yOz. Avem de studiat solutiile sistemului

x=h,
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sau
x=h,
h2
¥ =-2qz+ L,
p

care sunt ecuatiile unei parabole de parametru ¢, situata in planul x = A.

Generatoarele rectilinii ale paraboloidului hiperbolic. Paraboloidul hiperbolic are o importanta trésdturad

comuna cu hiperboloidul cu o panza: pe ambele existd doud familii de drepte, cate o pereche de drepte

prin fiecare punct al paraboloidului. Pentru a determina ecuatiile acestor familii de de drepte, numite

generatoare rectilinii ale paraboloidului hiperbolic, procedam ca si In cazul hiperboloidului cu o panza.
Rescriem, mai intdi, ecuatia paraboloidului hiperbolic sub forma

X y X Y
— == |—=+—F=]=2z1L
VP V4 VP V4
Pornind de la aceasta ecuatie, putem obtine o familie de drepte:
X y
(G )
VP V4
X Y
(o)
VP Va4
unde A si u sunt doi parametrii reali, care nu se anuleazd simultan. Dacid inmultim membru cu membru
cele doud ecuatii din sistemul (5.7.3)), obtinem fie O = 0, dacd unul dintre parametrii se anuleazd, fie
ecuatia paraboloidului hiperbolic, ceea ce inseamna cd dreapta se afld pe paraboloid, pentru orice valori

acceptabile ale celor doi parametriﬂ
Exact in acelasi mod se demonstreazd cd dreptele

(i)

X y
B < - > = a’
\/ﬁ \/a
unde « si B sunt doi parametrii reali, care nu se anuleazi simultan, sunt situate pe paraboloidul hiperbo-

lic (5.7.1).
Se poate demonstra ca prin fiecare punct al hiperboloidului trece exact o pereche de generatoare
rectilinii, cate una din fiecare familie.

(5.7.3)

(5.7.4)

Planul tangent intr-un punct al paraboloidului hiperbolic. Se poate arita usor, ca in cazul parabolo-
idului eliptic, cd ecuatia planului tangent la paraboloid intr-un punct Mo (xo, yo,z0) al sdu se poate obtine
prin dedublare, plecand de la ecuatia suprafetei, adicd ecuatia planului tangent este

o0 _ 4 (5.7.5)
P q

L«acceptabil” inseamni ci A2 4 2 0.
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5.8 Cilindrul eliptic

Definitia 5.6. Se numeste clilindru eliptic locul geometric al punctelor din spatiu ale caror coordonate
fatd de un sistem ortogonal de coordonate verificd ecuatia

(5.8.1)

NN

WA

A

AN
RAAAARAANY
R

Y
NRRRRAAN

l
N

S

Figura 5.7: Cilindrul eliptic

Forma cilindrului eliptic. Incepem prin a examina simetriile cilindrului. Este clar, inainte de toate, ci
cilindrul admitic admite toate simetriile elipsoidului si hiperboloizilor:
e trei plane de simetrie (planele de coordonate);
o trei axe de simetrie (axele de coordonate);
e un centru de simetrie (originea).
In plus, deoarece ecuatia cilindrului nu contine coordonata z, cilindrul eliptic mai are o familie de plane
de simetrie (toate planele paralele cu planul xOy) si doud familii de axe de simetrie:
e orice dreaptd care este paraleld cu axa Ox si intersecteazd axa Oz;

e orice dreapta care este paraleld cu axa Oy si intersecteazd axa Oz.

Mai mult, orice punct de pe axa Oz este un centru de simetrie.

Ne ocupidm, acum, de intersectiile cu plane paralele cu planele de coordonate.
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(1) Plane paralele cu planul xOz. Avem de analizat sistemul

z=h,
C Y
az b
ceea ce reprezintd, pentru orice & real, ecuatiile unei elipse situate Tn planul z = A, de semiaxe egale

cuasib.

(2) Plane paralele cu planul xOz. De data asta, sistemul de studiat este

y=h,
2 2
S+ —
a b
sau
y=h,
2 5.82
x2:a2(122>. ( )

Aici avem trei situatii de examinat.

h? . . . 3 . .
(a) Dacd 1 — — < 0, adicii h* > b?, atunci sistemul (5.8.2)) nu admite solutii, ceea ce inseamnd ca

planul si cilindrul nu se intersecteaza.
h2
(b) Dacda 1 — — = 0, adica h = +b, atunci sistemul (5.8.2) se reduce la
c

y=*b,

x=0,
care sunt ecuatiile unei drepte paralele cu Oz (e clar, cate o dreaptd pentru fiecare valoare a lui £
(c sau (—c)).

h2
(c) Dacal— — > 0, adici h? < b2, atunci sistemul (5.8.2) se reduce la
c

y=h,

h2
xX==a (1—b2>,

adicd obtinem cate o pereche de drepte (paralele cu Oz si de data aceasta) pentru fiecare valoare
admisibild a lui A
(3) Plane paralele cu planul yOz. Analiza este perfect analoagd cu cea de la punctul precedent.
Observatie. Cilindrul eliptic este o asa numitd suprafatd cilindricd, generatd de o familie de drepte
paralele cu o dreapd datd (axa Oz, In cazul nostru), numite generatoare si care intersecteaza o curba data.

In cazul nostru, acea curbi dati poate fi aleasd si fie oricare dintre elipsele (egale) care se obtin prin
intersectii cu planul xOy.
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Cilindrul eliptic de rotatie (cilindrul circular). Daca cele doud semiaxe ale cilindrului sunt egale,
a = b, atunci ecuatia cilindrului se poate scrie
2+ y2 =a’.

Aceastd suprafatd se numeste cilindru de rotatie sau circular de razd a si se poate obtine prin rotirea
oricdreia dintre generatoarele sale in jurul axei Oz.

Planul tangent intr-un punct al cilindrului eliptic. Fie My (xo,yo0,20) un punct oarecare al cilindru-
lui eliptic (5.8.1). Vom studia, ca de obicei, conditia ca o dreaptd care trece prin M si fie tangentd
cilindrului, Ne reamintim cd ecuatiile unei drepte oarecare prin My sunt:

x=xo+1t,
(A) {y=yo+mt,
Z=2Z0+nt.

Daca inlocuim 1n ecuatia cilindrului, obginem:

(xo +11)° L 0o +mr)’

a? b? !

- b* (xo +1t)* +a* (yo + mt)* — a*b* = 0.
Dupd efectuarea calculelor, obtinem ecuatia
2 (* 1% + a®m?) + 2t (b*xol + a*yom) + b*x§ 4 a*y% — a*b* = 0.
Cum My apartine cilindrului, termenul liber este egal cu zero, deci ecuatia de intersectie se reduce la
12 (b*1% + a®m®) + 2t (b*xol + a*yom) = 0. (5.8.3)

Pentru ca dreapta si cilindrul sd aibd un singur punct (dublu) in comun, ecuatia de intersectie (5.8.3))
trebuie sd aiba solutie dubld. Dar o solutie este, intotdeauna, ¢ = 0, prin urmare si a doua solutie trebuie
sd fie zero, ceea ce este posibil doar dacd termenul de gradul intdi In ¢ dispare, adicd dacd avem

b?xol + a*yom = 0. (5.8.4)

Daci n este vectorul de componente (b%xo,a’yo,0), iar v(I,m,n) este vectorul director al dreptei, atunci
ecuatia este echivalentd cu n-v = 0, adicd orice dreaptd care trece prin My, iar vectorul sdu
director verificd ecuatia (5.8.4)) este perpendiculard pe vectorul n. Dar aceasta nu inseamnd altceva
decét ca n este vectorul normal la planul tangent la cilindrul eliptic in punctul My. Ca atare, ecuatia
planului tangent in M este:

bxo(x —x0) +a’yo(y —y0) =0
sau, dupd ce facem calculele si tinem cont, Incd o datd, de faptul cd My apartine cilindrului,

XxX0 VYo

?—i_ﬁ =1, (5.8.5)
adicd, si de data aceasta, ecuatia planului tangent se poate obtine prin dedublare, plecind de la ecuatia
cilindrului eliptic.
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5.9 Cilindrul hiperbolic

Definitia 5.7. Se numeste clilindru hiperbolic locul geometric al punctelor din spatiu ale céror coordo-

nate fatd de un sistem ortogonal de coordonate verificd ecuatia
2y
a®> b2

unde a, b sunt doud numere reale strict pozitive, numite semiaxele cilindrului hiperbolic.

1, (5.9.1)

Figura 5.8: Cilindrul hiperbolic

Forma cilindrului . Simetriile cilindrului hiperbolic sunt aceleasi cu simetriile cilindrului eliptic, asa
cd nu le vom mai discuta incd o data.
Ne ocupdm, acum, de intersectiile cu plane paralele cu planele de coordonate.

(1) Plane paralele cu planul xOz. Avem de analizat sistemul

z=nh,
X2 y2 _
2

ceea ce reprezintd, pentru orice & real, ecuatiile unei hiperbole situate In planul z = h, de semiaxe
egale cuasib.

(2) Plane paralele cu planul xOz. De data asta, sistemul de studiat este

y=h,
2 2
x2 . L o 1
az  b?
sau
y=h,
h2 (5.9.2)

X2 =a? <l + bz> .
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ceea ce reprezintd, pentru fiecare / real, o pereche de drepte distincte

y=h,
2

X = *+a 1-'—?

(3) Plane paralele cu planul yOz. Sistemul care ne di intersectia este, acum,

x=h,
2 2
x2_y7_1
az  b?
sau
y=h,
h? (5.9.3)
232

Aici avem trei situatii de examinat.

2
(a) Dacd — —1 <0, adicd h? < @, atunci sistemul (5.9.3) nu admite solutii, ceea ce inseamnd ca
a

planul si cilindrul nu se intersecteaza.

2
(b) Daci 5 = 0, adicd h = =a, atunci sistemul (5.9.3)) se reduce la

a®
x = *a,
y=0,
care sunt ecuatiile unei drepte paralele cu Oz (e clar, cate o dreaptd pentru fiecare valoare a lui £
(a sau (—a)).

2
(c) Daca — = 1 > 0, adicd h? > &2, atunci sistemul (5.9.3) se reduce la
a

x=h,

h2
y==4b <2 — 1> ,
a
adicd obtinem cate o pereche de drepte (paralele cu Oz si de data aceasta) pentru fiecare valoare
admisibild a lui &

Observatie. Cilindrul hiperbolic este, ca si cilindrul eliptic, o suprafatd cilindricd, generata de o familie
de drepte paralele cu o dreapd datd (axa Oz, in cazul nostru), numite generatoare si care intersecteaza o
curbi dati. In cazul nostru, acea curbi datd poate fi aleasd si fie oricare dintre hiperbolele (egale) care
se obtin prin intersectii cu planul xOy.
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Planul tangent intr-un punct al cilindrului hiperbolic. Exact ca si in cazul cilindrului eliptic, se de-
monstraza ci planul tangent intr-un punct Mo (xo, yo,zo) al cilindrului hiperboolic se poate obtine plecand
de la ecuatia suprafetei, prin dedublare, adica ecuatia planului tangent este

XXo  YYo
T =1. (5.9.4)

5.10 Cilindrul parabolic

Definitia 5.8. Se numeste clilindru parabolic locul geometric al punctelor din spatiu ale cdror coordonate
fatd de un sistem ortogonal de coordonate verificd ecuatia

y? = 2px, (5.10.1)

unde p este un numdr real strict pozitiv, numit parametrul cilindrului parabolic.

Y
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Figura 5.9: Cilindrul parabolic

Forma cilindrului parabolic. Cilindrul parabolic (5.10.1)) este simetric relativ la:
e planul yOz;
e planul xOy si orice plan paralel cu el;
e axa Oy si orice dreaptd paraleld cu ea care intersecteazd axa Oz.
Ne ocupam, acum, de intersectiile cu plane paralele cu planele de coordonate.

(1) Plane paralele cu planul xOy. Avem de analizat sistemul

z=h,
y* =2px,

ceea ce reprezintd, pentru orice & real, ecuatiile unei parabole de parametru p, situata in planul z = A.
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(2) Plane paralele cu planul xOz. De data asta, sistemul de studiat este

{y = h,
2
V- =2px
sau
y=h,
h? (5.10.2)
X = —.
2p

Ecuatia (5.10.2) reprezintd o dreapta paraleld cu axa Oz, pentru orice valoare a lui h. Plane paralele
cu planul yOz. Avem de investigat sistemul

x=h,
y?* =2px
sau
=h
o (5.103)
y- =2ph.

Aici avem trei situatii de examinat.

(a) Dacd h < 0, atunci sistemul (5.10.3)) nu admite solutii, ceea ce Inseamna ca planul si cilindrul nu
se intersecteaza.

(b) Daca h = 0, atunci sistemul (5.10.3) se reduce la

x=0,
y=0,
care sunt ecuatiile axei Oz.

(c) Daca h > 0, atunci sistemul (5.10.3) se reduce la

x=h,
y=*£v2ph,
adicd obtinem cate o pereche de drepte (paralele cu Oz) pentru fiecare valoare admisibild a lui £

Observatie. Cilindrul parabolic este si el o suprafatd cilindricd, generatd de o familie de drepte paralele
cu o dreapi dati (axa Oz, in cazul nostru), numite generatoare si care intersecteazi o curbi dati. In cazul
nostru, acea curba data poate fi aleasd sd fie oricare dintre parabolele (egale) care se obtin prin intersectii
cu planul xOy.
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Planul tangent intr-un punct al cilindrului parabolic. Fie M(xo,y0,z0) un punct oarecare al cilin-
drului parabolic (5.10.1). Vom studia, ca de obicei, conditia ca o dreaptd care trece prin M sa fie tangenta
cilindrului. Ne reamintim cd ecuatiile unei drepte oarecare prin M, sunt:

x=xo+1t,
(A) y:)’O‘l-ml‘,
Z=20+nt.

Daca inlocuim 1n ecuatia cilindrului, obginem:
(vo+mt)* = 2p(xo +1t).
Dupa efectuarea calculelor, obtinem ecuatia
2.2 2 _
mt~ 4 2t(—pl + yom) +yg — 2pxo = 0.
Cum My apartine cilindrului, termenul liber este egal cu zero, deci ecuatia de intersectie se reduce la
2.2 —
mt”+2t(—pl+yom) = 0. (5.10.4)
Pentru ca dreapta si cilindrul sd aibd un singur punct (dublu) in comun, ecuatia de intersectie (5.10.4))
trebuie sd aiba solutie dubld. Dar o solutie este, intotdeauna, t = 0, prin urmare $i a doua solutie trebuie
sd fie zero, ceea ce este posibil doar dacd termenul de gradul intdi in ¢ dispare, adicd dacd avem
—pl+yom =0. (5.10.5)
Daci n este vectorul de componente (—p,yo,0), iar v(I/,m,n) este vectorul director al dreptei, atunci
ecuatia (5.10.5) este echivalenta cu n-v = 0, adicd orice dreaptd care trece prin My, iar vectorul sdu
director verificd ecuatia este perpendiculard pe vectorul n. Dar aceasta nu inseamnd altceva

decét cd n este vectorul normal la planul tangent la cilindrul parabolic in punctul My. Ca atare, ecuatia
planului tangent in M este:

—p(x—x0) +y0(y —y0) =0
sau, dupa ce facem calculele si tinem cont, inci o data, de faptul cd M, apartine cilindrului,

yyo = p(x+xo), (5.10.6)

adicd, si de data aceasta, ecuatia planului tangent se poate obtine prin dedublare, plecand de la ecuatia
cilindrului parabolic si aplicand regulile de dedublare.

e y? se inlocuieste cu yy;

e x se inlocuieste cu (x+xg)/2.
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5.11 Probleme

Problema 5.1. Si se gdseascd punctele de intersectie ale elipsoidului

2 oy 2

I AT |

12+8+4
cu dreapta

x=4+2t, y=—643tz=-2-2t.
Problema 5.2. Sa se determine curbele de intersectie ale elipsoidului
2

Z
]
16

22
X
2y
4 9
cu planele de coordonate.
Problema 5.3. Sa se scrie ecuatia planului tangent la elipsoidul

x2

4

in punctele lui de intersectie cu planul x =y = z.

22
oz
AN

+ 3 * 9

Problema 5.4. Si se scrie ecuatiile planelor tangente la elipsoidul

paralele cu planul
3x—2y+5z+1=0.

Problema 5.5. Determinati unghiul pe care il formeaza generatoarele conului

cu axa Oz.

Problema 5.6. Determinati punctele de intersectie ale elipsoidului

2 Y 2
6 124
cu dreapta
x—4 y+6 z+2
2 =3 =2
Problema 5.7. Determinati punctele de intersectie ale hiperboloidului cu doud panze
2 2 2
xor_oz_
4 1 9

cu dreapta
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Problema 5.8. Determinati punctele de intersectie ale hiperboloidului cu o panza
2 22
L + yf _ i =1
16 9
cu dreapta
x—4 y+2 z—1
4 0 1

Problema 5.9. Determinati punctele de intersectie ale paraboloidului hiperbolic
X — 4y2 =4z

cu dreapta

\9)

Problema 5.10. Determinati o dreaptd care si treacd prin punctul M(5,1,2) si care si aibd un singur

punct comun cu suprafata
2 2 2
GEVER AN S
o 41

Problema 5.11. Determinati generatoarele rectilinii ale suprafetei

[\
(3]

il
9

2\

2
y

S -1
T

@)}

care trec prin punctul M(6,2,8).

Problema 5.12. Determinati generatoarele rectilinii ale suprafetei

2

=

P,
4

1

(@)}

care sunt paralele cu planul 3x+4 2y —4z =0.

Problema 5.13. Stabilifi ecuatia planului tangent la suprafata
2 2 2
1 4

ol =-1
5t

in punctul M(—6,2,6).

Problema 5.14. Si se scrie ecuatia planului tangent la hiperboloidul

17
in punctul M <2, -1, 3) .
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Problema 5.15. Sai se scrie ecuatia planului tangent la hiperboloidul

(3]

2 2
X y Z
4-1-1 5-1—

in;nnuiulﬂl(4,—w/15,10).

Problema 5.16. Si se scrie ecuatia planului tangent la hiperboloidul
2

x z
9 3

2

y
— L 1=0
;7 ’

paralel cu planul
2x+3y—z+11=0.

Problema 5.17. Si se scrie ecuatia planului tangent la hiperboloidul
3x2 —12y° +72 -3 =0,

paralel cu planul
2x+3y—z+11=0.

Problema 5.18. Si se scrie ecuatiile dreptelor care trec prin punctul M(6,2,8) si se afld pe hiperboloidul
16x% +36y* — 972 — 144 = 0.

Problema 5.19. Si se gédseascd punctele de intersectie ale dreptei

r_Yy_z
2 3 1
cu paraboloidul eliptic
2y
— 4= =12z
IR

Problema 5.20. Si se gédseascd punctele de intersectie ale dreptei

r_ry_z

2 3 1
cu paraboloidul hiperbolic

2y

——— =12z

4 9 %

Problema 5.21. Sai se scrie ecuatiile planelor tangente la paraboloidul eliptic
2

X
2 22

2
y _
+ =

in punctele de intersectie cu dreapta
X =

<
Il
N
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Problema 5.22. Si se scrie ecuatiile planelor tangente la paraboloidul hiperbolic
22
X y
A |
2 4 <
in punctele de intersectie cu dreapta
Problema 5.23. Si se scrie ecuatia planului tangent la paraboloidul eliptic
52
5

_l’_

g
3 M

paralel cu planul
x—3y+2z—1=0.

Problema 5.24. Sa se scrie ecuatia planului tangent la paraboloidul hiperbolic

2 Y
4

by =3z,

paralel cu planul
x—3y+2z—1=0.

Problema 5.25. Sa se scrie ecuatiile generatoarelor rectilinii ale paraboloidului hiperbolic

2 3 B
6 4 °
care sunt paralele cu planul
3x+2y—4z=0.

Problema 5.26. Si se scrie ecuatiile generatoarelor rectilinii ale paraboloidului hiperbolic
4x* —9y* = 367

care trec prin punctul M(3+/2,2,1).

Problema 5.27. Se dd paraboloidul hiperbolic

X

s V.
4

si unul dintre planele sale tangente,
10x—2y—z—-21=0.
Determinati ecuatiile celor doud drepte de intersectie dintre paraboloid si plan.

Problema 5.28. Determinati planele tangente la paraboloidul
2

=

_l’_

Y _,
4

=]

care sunt paralele cu planul
x—y—2z=0.
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CAPITOLUL O

Generari de suprafete

6.1 Suprafete cilindrice

O suprafatd cilindricd este o suprafatd generatd de o dreaptd care se miscd paralel cu o directie fixa si
indeplineste o conditie suplimentard. De reguld, aceastd conditie suplimentard se exprimd prin cerinta
ca dreapta mobila sd intersecteze tot timpul o curbd dati, care se numeste curbd directoare a suprafetei
cilindrice. Totusi, in multe probleme concrete aceastd conditie este inlocuitd, in mod natural, cu alte
conditii ce apar din insdsi problema practica studiatd: sd ramana tot timpul tangentd unei suprafete sau
sd rdmana la o distanta fixatd de o anumitd dreapta fixa.

S& presupunem ca este datd o dreapta fixa

Pl(x,y,z)

<A) Pz(X,)@Z)

=0
Y
=0
unde P; si P> sunt functii de gradul intii in variabilele x,y,z. Vom numi aceastd dreaptd directoare a
suprafetei cilindrice. Se considerd, de asemenea, o curbd, data prin ecuatiile

Fl (x,y,Z)

(C) Fz(x,y,z)

=0
Y

=0

unde, de data aceasta, singura restrictie asupra functiilor F] si F, este de netezime. Curba C se numeste

curbd directoare a suprafetei cilindrice. Pentru a stabili ecuatia suprafetei, stabilim, Tnainte de toate,

ecuatiile unei drepte oarecare care este paraleld cu directoarea A. Vom numi o astfel de dreapta genera-

toare. Cum directoarea este data ca o intersectie de doud plane, o generatoare se va scrie ca intersectie a

doud plane care sunt paralele cu planele ce definesc directoarea, adica

Py(x,y,z) =4

(6.1.1)
PZ(X,y,Z) =Hu,

(Gk.,u)
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unde A si u sunt doi parametrii reali, deocamdati arbitrari. Pentru ca generatoarele si intersecteze curba
directoare, urmadtorul sistem de ecuatii trebuie si fie compatibil

(6.1.2)

Sistemul de mai sus este un sistem de patru ecuatii, cu trei necunoscute, x,y,z. In general, un astfel de
sistem nu este compatibil. Daci functiile F; si F; ar fi si ele functii de gradul Inti, am avea la Tndemana
metodele generale ale algebrei pentru a studia compatibilitatea. In general, insi, lucrurile nu stau asa. In
practica, se procedeazad in modul urmaétor:

)

i)

iif)

iv)

Se aleg trei dintre cele patru ecuatii. Evident, alegem ecuatiile cele mai simple. De reguld, alegem
ecuatiile generatoarelor si una dintre ecuatiile curbei directoare. Dacd aceastd curbd este pland,
atunci se poate ca una dintre ecuatiile sale sd fie de gradul intai si, desigur, aceastd ecuatie este
selectatd.

Rezolvam sistemul de la punctul precedent si obtinem x, y, z, ca functii de parametrii generatoarelor,
Asiu.

Pentru ca sistemul format din cele patru ecuatii sa fie compatibil, solutia obtinuti la punctul prece-
dent trebuie sd verifice si cea de-a patra ecuatie. Impunand aceasta, obtinem o conditie de tipul

o(A,u) =0, (6.1.3)

unde @(A, 1) este membrul stAng al ultimei ecuatii, in care s-au inlocuit x,y,z cu expresiile lor in
functie de A si u.

Se exprimd A si u in functie de x,y,z din ecuatiile generatoarelor si se Tnlocuiesc in conditia de
compatibilitate (6.1.3)). Ecuatia care se obtine,

@ (Pi(x,y,2),Ps(x,y,2)) =0, (6.1.4)

este ecuatia suprafetei cilindrice cdutate.

Exemplul 6.1. Vom scrie ecuatia suprafetei cilindrice ale cirei generatoare sunt paralele cu dreapta de
ecuatii

x—=1 'y z+1

2 3 -1

si se sprijind pe hiperbola echilaterd

xy:az,z:O.

Incepem prin a scrie directoarea ca intersectie de doud plane. Un calcul simplu ne conduce la

Pi(x,y,z7) =3x—2y—3=0
Py(x,y,2) =y+3z+3=0
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Prin urmare, ecuatiile generatoarelor vor fi

3x—2y—-3=41
y+3z+3=u

Conditia ca generatoarele sa intersecteze curba directoare se traduce, prin urmare, prin sistemul de ecuatii

3x—2y—3=24
y+3z+3=u
z=0

xy = a’

Din primele trei ecuatii, obtinem imediat ca

_A+2u-3
T3
y=p-3
z=0

Din cea de-a patra ecuatie obtinem, nlocuind,

1
wzyjz§u+au—®@h3yﬂf:o. (6.1.5)
Pe de alta parte, din ecuatiile generatoarelor,
A=3x—2y—3
u=y+3z+3

Inlocuind in conditia de compatibilitate de mai sus, obtinem:
(x+22)(y+3z) —a* =0,
care este ecuatia suprafetei cilindrice.

Exemplul 6.2. Pentru a ilustra si alte modalitdti de a descrie o suprafata cilindricd, vom determina
ecuatia suprafetei cilindrice circumscrise sferei

(x—1)2+(y—2)*+(z—3)2 =25,

avand generatoarele paralele cu o dreaptd A de vector director (—2,4,5).

Vom rezolva problema aceasta prin doud metode diferite. Prima solutie se bazeaza pe reducerea
problemei la o problemi de tipul celei precedente. In acest scop, trebuie si gisim, mai intdi, curba
directoare a suprafetei. Din considerente geometrice, este clar cd aceastd curbd este un cerc mare al
sferei, situat intr-un plan perpendicular pe generatoare. Cum centrul sferei este punctul C(1,2,3), ecuatia
acestui plan este

(= 1)+ 4(y—2)+5(z—3) =0,
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sau
—2x+4y+5z—-21=0.

Putem considera, fard a reduce generalitatea, cd directoarea A trece prin origine, deci are ecuatiile

S, Yz
-2 45
sau
2x+y=0
5x+2z=0
Asadar, ecuatiile generatoarelor sunt
2 =2
r (6.1.6)
Sx+2z=pu
Conditia ca generatoarele sd intersecteze curba directoare se scrie sub forma sistemului de ecuatii
2x+y=~A~
Sx+2z=u

—2x+4y+5z-21=0
(x—1)2+(y—2)*+(z—3)2=25.

Rezolvand sistemul format din primele trei ecuatii, obtinem imediat solutia

8A + 51 —42
x:T
294 — 104 + 84
ST
_ —4A+2u+21
9

Inlocuind in ultima ecuatie, rezulti conditia de compatibilitate

(84 451 —87)* + (294 — 10i — 6) +25(—4A + 21 — 6)* = 50625.

In fine, daci in aceasti ecuatie punem (din ecuatiile generatoarelor) A = 2x+y si it = 5x+ 2z, obtinem
ecuatia suprafetei cilindrice,

(41x+ 8y + 10z — 87)% 4 (58x + 29y — 20z — 6)2 +25(2x — 4y + 4z — 6)> = 50625.
Daci dezvoltdm aceastd ecuatie, este usor de vazut ci ea este echivalentd cu
936 + 174x + 12y + 60z — 41x> — 16xy — 20xz — 29y + 40yz — 207> = 0. (6.1.7)

Pentru cea de-a doua metoda, considerdm, din nou, ecuatiile (6.1.6) ale generatoarelor, obtinute mai
devreme. Conditia de tangentd din enunful problemei inseamna, 1n fapt, ca sfera si generatoarelor trebuie
sd aibd in comun puncte duble. Altfel spus, sistemul de ecuatii

xx+y=»2~
Sx+2z=p
(x—1)2+(y—2)%+(z—3)*=25.
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trebuie sd aibd o solutie dubld. Ideea este sd exprimdm din primele doud ecuatii doud necunoscute in
functie de a treia si de parametrii, sd inlocuim In ecuatia sferei, pentru a obtine o ecuatie de gradul
al doilea 1n raport cu cea de-a treia necunoscutd. Conditia de tangentd va Tnsemna, pur si simplu, ca
aceastd ecuatie are rddacind dubli, adicd discriminantul sdu se anuleaza. in fine, vom inlocui, ca mai sus,
parametrii din ecuatiile generatoarelor si vom obtine, pe aceasta cdle, ecuatia suprafetei cilindrice.

Din primele doud ecuatii, se obtine imediat ca

y=A-—2x
e
Inlocuind in ecuatia sferei, se obtine
45x% 4 (—164 +84 — 10p) x — 44+ 42> — 16A + u> — 12 = 0.
Egaland cu zero discriminantul acestei ecuatii, obtinem conditia de compatibilitate

—3744 — 48 — 1201 + 116A% —80A 1 +20u> = 0.

In fine, substituind in aceasti ecuatie, din ecuatiile generatoarelor, A = 2x+y si 4 = 5x+ 2z, se obtine,
dupa un calcul simplu, din nou, ecuatia (6.1.7).

6.2 Suprafete conice

O suprafatd conicd este o suprafatd generatd de o familie de drepte (numite generatoare) care au un
punct comun (numit vdrf) si Indeplineste o conditie suplimentard. Aceastd conditie suplimentard este,
de reguld, aceea ca generatoarele sd Intilneascd o curbd datd, numitd curbd generatoare a suprafetei
conice. Din nou, ca si in cazul suprafetelor cilindrice, aceastd conditie poate fi Tnlocuitd cu alta (de
exemplu ca generatoarele sa fie tangente unei suprafete).

Metoda de descriere a suprafetelor conice este, principial, cea folositd si In cazul suprafetelor cilin-
drice:

e se scriu, mai intéi, ecuatiile unor drepte care pot juca rolul generatoarelor (in cazul nostru, drepte
care trec prin varf). Ecuatiile acestea vor depinde de doi parametrii, pe moment arbitrari.

e Se pune conditia ca aceste drepte sa verifice conditia suplimentard, obtinandu-se, pe aceasta cale,
o relatie intre cei doi parametri.

e In relatia obtinutd la punctul precedent se inlocuiesc parametrii cu expresiile lor in functie de x, y, z,
obtinute din ecuatiile generatoarelor. Ecuatia care se obtine este ecuatia suprafetei conice.

De reguld, varful este dat fie prin coordonatele sale, fie ca intersectie de trei plane. Vom considera cel
de-al doilea caz, Intrucat primul se reduce cu usurintd la acesta. S& presupunem, prin urmare, cd varful
conului este dat prin intersectia a trei plane, adicd prin sistemul de ecuatii

Py =ayx+apy+aiz+as=0
(V) P =anx+any+anz+aun=0 (6.2.1)
Py =azix+any+azz+az =0
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unde, fireste,

air ap a3

det | ap1 ax ax | #0,

asl azxp  asz
altminteri sistemul nu ar avea o solutie unicd. Conditia ca o dreaptd s treaca prin varful conului este usor
de descris geometric, plecand de la descrierea varfului ca intersectie de trei plane: O dreaptd trece prin
vdrful conului dacd si numai dacd ea face parte, simultan, din fascicolul de plane determinat de planele
Py si P3 5i din cel determinat de planele P, si P3. Prin urmare, ecuatiile generatoarelor se pot scrie sub

forma
P, = AP
(Ga)? ) o (6.2.2)
P, =P

unde A si u sunt doi parametri reali, deocamdatd arbitrari.
Sa presupunem, mai departe, cd avem o conditie suplimentard tradusa prin cerinta ca generatoarele
sd intersecteze o curbd directoare, daté ca intersectie de doud suprafete, prin ecuatii de forma

(Q{F@mﬁ

-0
6.2.3
G(x,y,z) =0 (29

Conditia ca generatoarele sd intersecteze directoarea se traduce prin conditia ca sistemul format din
ecuatiile generatoarelor si cele ale directoarei, adica sistemul

P = AP

P = by (6.2.4)
F(x,y2)=0

G(x,y,2) =0

sa fie compatibil.

Strategia pe care o vom urma este similard cu cea din cazul suprafetelor cilindrice, anume vom
adduga, 1n prima instantd, ecuatiilor generatoarelor cea mai simpld dintre ecuatiile curbei directoare.
Rezolvand sistemul rezultat, vom obtine x, y, z ca functii de parametrii A si u. Inlocuind in cea de-a patra
ecuatie, vom obtine o relatie de forma

¢(A,u) =0, (6.2.5)

relatie pe care o vom numi conditia de compatibilitate. Pe de altd parte, din ecuatiile generatoarelor
obtinem expresiile parametrilor A si u in functie de variabilele x, y, z:

Inlocuind aceste expresii in conditia de compatibilitate, obtinem ecuatia suprafetei conice:

(Pl(x,y,z) PZ(X,y,Z)> —
P3(x,y,z)’P3(x,y,z)

(6.2.6)
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sau, si mai explicit,

<011X+a12y+a13z+al4 a21X+a22y+a23z—|—a24> —o. 6.2.7)

ayx—+azny+anz+az’ anx+ayny+anz+az

Exemplul 6.3. Ca un prim exemplu, vom determina ecuatia unei suprafete conice cu varful in V(0,0,0)
si ale cdrei generatoare intersecteazd curba

x+y+z—-1=0
¥ —y=0

Ecuatiile varfului (ca intersectie de trei plane) sunt, in mod evident:

Pl(x,y,Z) =x=0
Pz(x,y,z)EyZO ’
P3(X,y,z) =z=0
prin urmare ecuatiile generatoarelor sunt
x=2Az
y=Huz

Pentru a obtine conditia de compatibilitate, addugdm, mai 1ntai, ecuatiilor generatoarelor prima ecuatie a
curbei directoare si obtinem sistemul

x=Az

y=HZ

x+y+z—1=0
Se obtine de aici imediat ca

A u 1
X = = s = .
Atu+1 " A+p+1 " Atputi1

Inlocuind 1n a doua ecuatie a curbei directoare, gdsim relatia de compatibilitate

A2 o 0
A4+u+1)2 A4+u+1

sau
QA u) =A*—pu(A+pu+1)=0.

Inlocuind in aceasti relatie, din ecuatiile generatoarelor, A = x/z, L =y/z, obtinem
2
X X
()
2 zZ\z 2z

sau
X —y(x+y+z)=0.



160 CAPITOLUL 6

6.3 Suprafete conoide (Conoidul drept cu plan director)

Suprafetele conoide sunt niste suprafete care au anumite caracteristici In comun cu suprafetele conice
(de unde denumirea). Ele alcétuiesc, de fapt, o clasd mai larga de suprafete. Noi ne vom ocupa doar de
o subclasi speciald. Intruct, totusi, nu ne vom referi la suprafete conoidale mai generale, vom pistra
termenul.

Se numeste suprafatd conoidald (conoid drept cu plan director) o suprafatd generatd de o familie
de drepte (numite generatoare) care se sprijind pe o dreaptd datd, raman paralele cu un plan dat si
indeplinesc o conditie suplimentard (de reguld, ca si pAnd acum, aceastd conditie este ca generatoarele sd
intersecteze o curba datd, curba directoare a suprafetei).

Metoda de determinare a ecuatiei suprafetei conoidale este, principial, aceeasi de pand acum: se
scriu mai intdi generatoarele, care vor forma o familie de drepte, dependente de doi parametri, drepte
care intersecteazd dreapta dati si sunt paralele cu planul dat. Odata scrise ecuatiile generatoarelor, restul
procesului este absolut identic cu cel din cazul suprafetelor cilindrice si conice, asa cd nu-1 vom mai
descrie Incd o data.

Prima problemd pe care trebuie sd o Infruntdm este aceea a stabilirii ecuatiilor generatoarelor. Asa
cum am spus, acestea intersecteaza dreapta datd si sunt paralele cu planul dat. Prin urmare, ecuatiile lor
vor fi date ca intersectie dintre un plan paralel cu planul dat si un plan care trece prin dreapta dati.

Sd presupunem ca dreapta fixa (directoarea) este datd de ecuatiile

Pi(x,y,z) =anx+apy+anzt+anu=0

5 (6.3.1)
Py(x,y,2) = anx+any+a3z+axn =0
in timp ce planul director este dat de ecuatia
P(x,y,z) =ax+by+cz+d =0. (6.3.2)
Atunci ecuatiile generatoarelor vor fi de forma

P =AP

o (6.3.3)
P=u

Intr-adevir, primul plan trece prin dreapta directoare (intrucét este un plan din fascicolul de plane deter-
minat de aceastd dreaptd), in timp ce al doilea plan este paralel cu planul director.
Prin urmare, dacéd ecuatiile curbei directoare sunt

F(x,y,2) =0
G(x,y,2) =0

atunci se formeaza un sistem de ecuatii din ecuatiile generatoarelor si una dintre ecuatiile acestei curbe,
se rezolvi si se gisesc neconoscutele in functie de parametri A si . Inlocuind in cea de-a doua ecuatie
a curbei, se obtine conditia de compatibilitate, din nou, sub forma unei relatii Intre parametri:

¢(A,u)=0.



GENERARI DE SUPRAFETE 161

Inlocuind parametrii acum, din ecuatiile generatoarelor, se obtine ecuatia suprafetei conoide sub forma

Pl (x7yvz) >
5 p(x,y,z) ) =0 (6.3.4)
(PZ(x7y7Z) ( Y )
sau, mai explicit,
<a11x+a12y+a13z—|-a147ax+by+cz+d> =0. (6.3.5)
a1 x+axny—+axz+ax

Exemplul 6.4. Sa se scrie ecuatia suprafetei conoide cu plan director ale cérei generatoare sunt paralele
cu planul xOy,

z=0, (P)
se sprijind pe axa Oz
x=0 D)
y=0
si pe curba
2
y-—2z+1=0
2 ©
x*=2z+1=0.
Demonstratie Ecuatiile generatoarelor sunt
x=Ay
{ (©)
z=U.
Deoarece ele trebuie si se sprijine pe curba directoare (C), sistemul
x=Ay
z=U
¥ —274+1=0
X —2z+1=0

trebuie sd fie compatibil. Relatia de compatibilitate intre parametrii se obtine eliminand pe x,y,z Intre
ecuatiile sistemului. Se obtine
20°u—22% —2u+1=0.

Ca sd obtinem ecuatia suprafetei, trebuie sa elimindm pe A si ¢t din sistemul format din ecuatiile genera-
toarelor si conditia de compatibilitate:

x=Ay
Z=u
242U —2A% —2u+1=0.

Inlocuim A = § si 4 =z In ecuatia a treia si elimindm numitorul. In final, obtinem:

262z —2y* 2 —2x2 +y* =0.
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6.4 Suprafete de rotatie

Definitia 6.1. Se numesc suprafete de rotatie suprafetele generate de o curba C care se roteste, fard
alunecare, in jurul unei axe fixe D.

In timpul rotatiei, un punct oarecare de pe curba C descrie un cerc cu centrul pe axa de rotatie D,
situat intr-un plan perpendicular pe axa de rotatie. Prin urmare, suprafata insdsi poate fi privita ca fiind
generatd de aceste cercuri, numite paralele. Avem, mai precis, urmdtoarea teorema:

Teorema 6.1. Fie
X —Xo _ Yy—Yo Z—20

; = (D)
m n
ecuatiile axei D si fie
Fi(x,y,2) =0
F(x,y,2) =0
ecuatiile curbei C. Ecuatia suprafetei de rotatie este
F(o,P)=0,
unde
o= \/(JC—XO)2 +(—y0)*+(z—20)?
P = Ix+my+nz.
Demonstratie Presupunem, ca In enunt, cd curba C este datd ca intersectie a doud suprafete:
F e = 0
(©) 1(5.3,2) (6.4.1)
F>(x,y,z) = 0.
Axa de rotatie, pe de altd parte, are ecuatiile:
(D)= 20 7% (6.4.2)

l m n

Cercul generator I" se obtine ca intersectie dintre o sferd cu centrul pe axa de rotatie si raza variabild cu
un plan variabil perpendicular pe axd. Prin urmare, ecuatiile sale vor fi:

(x=x0)*+ (v =y0)* + (2 —20)* = A? (6.4.3)
Ix+my+nz=u. o

Pentru ca cercul I" sd se sprijine pe curba C, trebuie ca cele doud curbe si cel putin un punct comun,
adicd sistemul de ecuatii format din ecuatiile lor:

Fi(x,y,2) =0

F(x,y2) =0

(x—x0)*+ (y =y0)* + (z—20)* = A
Ix+my+nz=u

(6.4.4)
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sd fie compatibil. Conditia de compatibilitate se obtine eliminand x,y,z intre cele patru ecuatii de mai

sus. Sa presupunem cd se obtine relatia:
F(A,u)=0. (6.4.5)

Acum, ca si in cazul celorlalte suprafete generate, ecuatia suprafetei se obtine elminind parametrii A si
U intre ecuatiile cercului generator si conditia de compatibilitate:

x—x0)?+ (y—y0)*+(z—20)* = A2

Ix+my+nz=u (6.4.6)
F(A,u=0).
A si u se obtin, evident, din primele ecuatii si obtinem:
F <\/x —x0)2+ (y—y0)2+ (z—z20)%, Ix+my + nz> =0. (6.4.7)
O

Exemplul 6.5. Sa se determine ecuatia suprafetei de rotatie generatd de curba
=2y’ +72-5=0
x+z+3=0

in rotirea ei in jurul axei

Demonstratie Ecuatiile cercului generator sunt
N 4y =22
X+y+z=MU.
Prin urmare, conditia de compatibilitate se obtine eliminind x,y, z din sistemul

=292 +72-5=0

x+z+3=0
4y +2 =22
X+yt+z=MU.

Se obtine cu usurinta:
A —3(u-32%-5=0.

In fine, ecuatia suprafetei se obtine eliminand parametrii A si u din sitemul format din ecuatiile cercului
generator si relatia de legdturd, adica:

X+y+z=U

A2 —3(u—-3)2-5=0.

Se obtine, imediat,
X4y 4+ =3(x+y+z-3)*-5=0.
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6.5 Probleme

Problema 6.1. Stabiliti ecuatia unei suprafete cilindrice care are ca si curbd directoare curba

x?+y? =25,
(C):{
z=0,

iar generatoarele sunt paralele cu dreapta

Problema 6.2. Stabiliti ecuatia unei suprafete cilindrice care are ca si curba directoare curba

©): {(x— 1)2+(y4_—3)2+(z—2)2 =25,
xX+y—z+2=0,

iar generatoarele sunt paralele cu axa Ox.

Problema 6.3. Stabiliti ecuatia unei suprafete cilindrice care are ca si curbd directoare curba

(C):{@—1V+%yf3y+%z—@2:21
X+y—z+2=0,

iar generatoarele sunt paralele cu dreapta
x—y=0,
z—c=0,

Problema 6.4. Curba directoare a unei suprafete cilindrice este

2 2
X=y"+z5,
(c):{
x =2z,

unde ¢ este o constanta.

iar generatoarele sunt perpendiculare pe planul curbei directoare. Stabiliti ecuatia suprafetei cilindrice.
Problema 6.5. Si se scrie ecuatia suprafetei cilindrice care are drept curbd directoare elipsa

2y -

Tt+to—1=0,

z=0,

iar generatoarele sunt paralele cu dreapta

— =
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Problema 6.6. Si se scrie ecuatia suprafetei cilindrice care are drept curba directoare hiperbola

2 2
S-f-1=0
z=0,

iar generatoarele sunt paralele cu dreapta

Xy z

1 2 3

Problema 6.7. Si se scrie ecuatia suprafetei cilindrice care are drept curba directoare parabola
Z—x=0,
y=0,

r_Y_Z
o=

iar generatoarele sunt paralele cu dreapta

2 3

Problema 6.8. Si se determine ecuatia suprafetei cilindrice ale cérei generatoare sunt paralele cu dreapta

x=-2y=z,
iar curba directoare este datd de ecuatiile
x+y+z=0,
4y? —272+x—8y—87—-2=0.

Problema 6.9. Si se determine ecuatia suprafetei conice cu varful in originea axelor si a carei curba
directoare este curba

yZ —X= 07

4x+3y+4+2z—1=0.
Problema 6.10. Si se determine ecuatia suprafetei conice cu varful V (0, —1,4) si a cdrei curbi directoare
este cercul

x> 4+y?—2x—6y—1=0,
z=0.

Problema 6.11. Si se scrie ecuatia suprafetei conice cu varful in punctul de intersectie a planelor

x+37-10=0,
y_2:07
x—z+2=0

si cu curba directoare
X2 +y? =372+ 6x7—4=0,
Sx+y—3z=0.
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Problema 6.12. Sa se determine ecuatia suprafetei conice cu varful V (0, —a, 0) si a cérei curbd directoare
este cercul

P +y*+72 =4,

y+z=2.

Problema 6.13. Si se determine ecuatia suprafetei conice cu varful V(0,b,0) si a cérei curba directoare
este hiperbola

2 2 |
2 a7
y=0.

Problema 6.14. Sa se determine ecuatia suprafetei conice cu varful V (4,0, —3) si a cdrei curbd directoare

este elipsa
2 2
Y
25 9
x=0.

Problema 6.15. Sa se determine ecuatia suprafetei conice cu varful V(—3,0,0) si a cérei curbd directoare
este curba

322+ 6y —z=0,
x+y+z=0.

Problema 6.16. Si se determine ecuatia suprafetei conice cu varful V(2,2,2) si a cérei curba directoare
este curba

¥y —4x+1=0,
z+1=0.

Problema 6.17. Si se determine ecuatia suprafetei conoide generatd de o dreapta care se sprijind pe axa
Oz, este paraleld cu planul xOy si Intilneste cercul

Vi =a,
x=0>.

Problema 6.18. Sa se determine ecuatia suprafetei conoide generatd de o dreapta care se sprijind pe

dreapta
x=2,
y=0,

este paraleld cu planul xOy si intdlneste hiperbola

2 2
22
4 9
y=2.

Problema 6.19. Si se determine ecuatia suprafetei conoide generatd de o dreaptd care se sprijind pe axa
Ox, este paraleld cu planul yOz si Intilneste curba

22 —2x=0,
9y — 16xz = 0.
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Problema 6.20. Sa se determine ecuatia suprafetei conoide generatd de o dreapta care se sprijind pe

dreptele
2x+z—4=0,
(Dl)i
3y—2z—-2=0,
x—2z=0,
(Dz)i
2y—3z4+4=0,

ramanand paraleld cu planul
(P): x+3y—z+11=0.

Problema 6.21. Si se scrie ecuatia suprafetei conoide generatd de o dreaptd care Intilneste dreapta
curba

si este paraleld cu planul x+y+z—1=0.

Problema 6.22. Sa se scrie ecuatia unei suprafete conoide generatd de o dreaptd care se miscd paralel
cu planul xOy, se sprijina pe axa Oz si intersecteazd parabola

z=ax>+bx+c,
y=7r.

Problema 6.23. Si se determine ecuatia suprafetei de rotatie generate de hiperbola

2 2
Y Z 1=o,
b2 2
x=0,

care se roteste in jurul axei Oy.
Problema 6.24. Si se determine ecuatia suprafetei de rotatie generate de curba
B2y =0,
z=0,
care se roteste 1n jurul axei Ox.
Problema 6.25. Si se determine ecuatia suprafetei de rotatie generate de cercul
(y=a)+2=r* =0,
x =0,

care se roteste in jurul axei Oz.
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Problema 6.26. Si se determine ecuatia suprafetei de rotatie generate de curba

x> +y>—27=0,
x—2y=0,

care se roteste in jurul drepteix =y = z.

Problema 6.27. Si se determine ecuatia suprafetei ce se obtine prin rotirea dreptei
xX+z=2,
y=0

x=2,
y=2.

Problema 6.28. Si se determine ecuatia suprafetei ce se obtine prin rotirea dreptei

in jurul dreptei

r_ry_z

1 2 3
in jurul dreptei

r_Yy_z

4 5 6
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Transformari de coordonate

7.1 Introducere

Am vizut, in primul capitol, cd a defini un sistem de coordonate este totuna cu a defini un reper afin,
care constd dintr-un punct al spatiului afin (de dimensiune 1, 2, sau 3, dupd cum studiem geometria pe
dreaptd, 1n plan sau 1n spatiu) si o bazi a spatiului vectorial asociat spatiului afin. Aceastd bazd e formata
dintr-un vector nenul, in cazul dreptei, din doi vectori necoliniari in cazul planului si din trei vectori
necoplanari, Tn cazul spatiului.

Prin urmare, a realiza o schimbare de coordonate inseamna a realiza cel putina una dintre urméatoarele
operatii:

e 0 schimbare a originii (adicd inlocuirea originii cu un alt punct);

e schimbarea directiei axelor de coordonate (si a sensului, eventual), ceea ce Tnseamna inlocuirea
bazei spatiului vectorial asociat cu o alti baza.

Fiecare punct al spatiului cu care lucrdm, Intr-un caz concret, are un set de coordonate relativ la reperul
afin ales. Atunci cand aplicim o transformare de coordonate, trebuie sd gdsim legdtura dintre coordo-
natele punctului relativ la reperul initial si coordonatele sale relativ la reperul transformat. Analog stau
lucrurile si in cazul vectorilor, unde trebuie sd gidsim legdtura dintre componentele vectorilor relativ la
baza initiald si componentele lor relativ la baza transformata.

Existd, in cazul graficii, cel putin, mai multe motivatii pentru care este important si fim in stare sa
trecem de la un sistem de coordonate la altul. Dam, mai jos, cateva dintre ele.
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7.2 Transformari de coordonate scrise in coordonate afine

7.2.1 Schimbarea originii

Considerdm un sistem de coordonate
S=(0:{ei,....en})

si un sistem transformat, obtinut din acesta prin mutarea originii, fird a schimba directiile si sensurile
axelor de coordonate,

S'=(0':{er,...,e}).

Presupunem ci O’ are, fati de sistemul de coordonate vechi, coordonatele (wy,...,wy).
Fie, acum, P un punct oarecare, ce are, relativ la sistemul de coordonate vechi, coordonatele (xi,...,x;,)
si, fatd de sistemul de coordonate nou, coordonatele (x},...,x)). Atunci, avem:

Teorema 7.1.
x| = xll +wy,

/
Xn =X, + Wy

sau, matricial,

X=X+w,
unde
X1 x| wi
X=|:|, xX=[:], w=
Xn X;Z Wn

Observatie. Facem conventia cd vectorii (sau punctele) se reprezintd prin matricile coloand ale coordo-
natelor sau componentelor lor. Este una dintre cele doud conventii posibile care se utilizeazd in grafica.
Cealaltd conventie este cd vectorii (sau punctele) se descriu prin matrici linie.

Demonstratia teoremei. Fie

n
O/ =0+ Zw,-e,-.
i=1

In sistemul de coordonate noi, putem scrie
n n n n
P=0'+Y xei=0+) wie;+ Y xie;=0+ ) (xi+w)e;. (7.2.1)
i=1 i=1 i=1 i=1
Cum, pe de altd parte,

n
P=0+Y xe, (7.2.2)
i=1

iar vectorii e; sunt liniar independenti, din (7.2.1) si (7.2.2) rezultd relatia ceruta. O
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7.3 Schimbarea axelor
De data asta, reperul vechi este acelasi, adica

S = (0;{e1,...,en}),

dar reperul nou este de forma
S=(0;{e},....€,}),

adicd originea ramane aceeasi, dar se schimba baza de coordonate. Presupunem ca

n

/ a. .

e = Zaﬂe], 1<i<n.
Jj=1

Fie
al diz - dip
azy dx -+ Ay
A pu—
apl Ap2 -+ Qpp

Matricea A se numeste matrice de schimbare a bazei. Numele e justificat de teorema de mai jos.

Teorema 7.2. Fie P un punct oarecare. Atunci coordonatele sale relativ la cele doud repere sunt legate
prin relatia
X=A-X. (7.3.1)

Observatie. De remarcat cd, dacd am fi utilizat cealaltd conventie, relatia (7.3.1)) s-ar fi scris
X=X A"
unde, de data aceasta, X si X’ sunt matrici linie, nu coloand.

Demonstratia teoremei. Avem
n n
P=0+) xie;=0+) xie,
j=1 i=1

prin urmare,

n n

n n n n
Y xiej=Y xei=Y xi| Y ajei | =) ()Y ajxe;
=1 i=1 =1 \j=I =1 \i=1

De aici rezulta ca

n
Xj= Zaj,-x;, 1<j<n,
i=1

sau, matricial,
X=A-X.
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Ma ramane de discutat cazul in care se schimba atit originea reperului, cat si baza de coordonate.
Este ugor de constatat cd atunci are loc

Teorema 7.3. Dacd se trece de la reperul

S= (0;{917-”aen})

la reperul
S'=(0:{€,....e,}),

adicd se schimbd atdt originea, cdt §i baza, atunci legdtura intre coordonatele unui punct in vechea bazd
si coordonatele sale in noua bazd sunt date de

X=A-X"+W, (7.3.2)

unde W este vectorul coordonatele originii noi fatd de vechiul sistem de coordonate, iar A este matricea
schimbdrii de bazd.

Faptul ca relatia nu se reduce la o simpld Tnmultire de matrici complica destul de mult lucrurile
dacd, asa cum se Intdmpld adesea, trebuie sd facem mai multe schimbiri de coordonate. Astfel, de
exemplu, daci, in (7.3.2)

X' =B-X"+W,

atunci relatia citata se scrie
X=A - (B-X"+W)+W=(A-B)-X"+A-W+W.

Este usor de imaginat cat de tare se poate complica transformarea daca trebuie s compunem mai multe
transformari. Ideal ar fi dacd am avea W = 0, tot timpul. Desigur, asa ceva nu este posibil, dar putem
obtine ceva aproape la fel de bun utilizand asa-numitele coordonate omogene, pe care le vom introduce
in sectiunea urmdtoare.

7.4 Spatiul proiectiv n-dimensional

Existd o serie de probleme cédrora geometria euclidiand nu le face faté cu succes, dar care se pot descrie cu
usurintd Intr-o geometrie mai generald, numitd geometrie proiectivd. Un spatiu proiectiv se obtine, pand
la urma, din spatiul afin de aceeasi dimensiune, addugand o serie de puncte numite puncte de la infinit
sau puncte ideale. Addugarea acestor puncte elimind, de multe ori, cazurile speciale care trebuie luate in
considerare atunci cind se face o discutie. Astfel, de exemplu, in planul afin, doud drepte distince pot
si se intersecteze sau si fie paralele. In planul proiectiv, oricare doud drepte se intersecteazi, dar unele
dintre ele, care corespund dreptelor afine paralele, se intersecteaza Intr-un punct de la infinit.

Din punctul nostru de vedere, principalul avantaj al punctului de vedere proiectiv este ca ne furni-
zeaza un sistem de coordonate foarte utile, coordonatele omogene, care permit descrierea foarte comoda
atransformadrilor geometrice.

Incepem cu o definitie.
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Definitia 7.1. Fie u,v € R*"!\ {0}. Spunem ci punctele u si v sunt echivalente si scriem x ~ y daci
existd un numdr real nenul ¢ astfel incat u = ¢ - v. Este usor de verificat cd aceastd relatie este o relatie de
echivalentd. Clasa de echivalenta a lui u,

[l ={t-ult e R"}

este dreapta care trece prin origine si punctul #, mai putin originea, desigur. Multimea tuturor claselor
de echivalentd, adici spatiul factor RP"* = R**1\ {0}/ ~, se numeste spatiu proiectiv n-dimensional.
Daci in R"! alegem un sistem de coordonate OXj ...X, 1, atunci, pentru [u] = [X1,..., X, 1], spunem
cd numerele X, ..., X, sunt coordonatele omogene ale punctului [u]. De remarcat ci aceste coordonate
nu sunt unice. Intr-adevir, daci (X, ..., X,;) sunt coordonate omogene ale lui [u], atunci, pentru orice
t #0, (tX1,...,tX,11) sunt, de asemenea, coordonate omogene ale aceluiasi punct.

Pentru noi sunt importante cazurile n =2 si n = 3.
Incepem cu n = 2. Spatiul proiectiv RPP? se mai numeste plan proiectiv real. Si presupunem ci am
ales, in R3, un sistem de coordonate OXYZ. Atunci un punct din planul proiectiv se scrie

X,Y,Z] = {t(X,Y,Z)|t € R*}.

Sé considerim, mai intai, cazul in care Z # 0. Un punct de acest tip are un reprezentant de forma (x,y, 1),
dacd alegemt =1/Zsinotimx=X/Z,y=Y/Z.

De remarcat ci reprezentantul (x,y, 1) este intersectia dintre dreapta care trece prin origine si prin
punctul (X,Y,Z) si planul Z = 1. Daci identificim acest plan cu R?, concluzia este ci existd o bijectie
intre punctele [X,Y,Z], cu Z # 0, ale planului proiectiv si punctele planului euclidian. Daca (X,Y,Z) sunt
coordonate omogene ale unui punct din planul proiectiv, cu Z # 0, vom spune ci ele sunt coordonatele
omogene ale punctului (x = X/Z,y =Y /Z) din planul euclidian. Invers, daci (x,y) este un punct din
planul euclidian, coordonatele sale omogene sunt (x,y,1) si orice triplet de numere reale obtinut din
acestea prin Tnmultirea cu un scalar nenul.

Sd vedem, acum, ce se intdmpla cu punctele din planul proiectiv pentru care ultima coordonatd este
zero. Fie (xp,yo) un punct din plan, diferit de origine. Coordonatele punctului pot fi privite ca fiind
componentele unui vector care, fiind nenul, poate fi vectorul director al unei drepte. Fie (a,b) un punct
oarecare din plan si dreapta

(x(1),¥(t)) = (a+1x0,b+1y0)

de directie (xo,yo), care trece prin punctul (a,b). Pentru fiecare ¢ real, punctului (x(¢),y(¢)) 1i putem
asocia coordonatele omogene (x(),y(t),1) = (a+txo,b+1tyo,1). Acelasi punct, daci ¢ 0, are si co-
ordonatele omogene (a/t,xo,b/t + yo,1/t). Dacd t — oo, atunci coordonatele omogene ale punctului
considerat tind la (x,yo,0). Interpretarea geometrica este ci punctul de coordonate omogene (xo, yo,0)
este punctul situat la infinit pe dreapta (x(),y()). De remarcat ci existd un singur punct la infinit pe o
dreaptd data.

7.5 Transformari de coordonate in coordonate omogene

Consideram transformarea de coordonate

X=A-X+W.
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Definim matricea extinsd sau matricea omogend asociatd acestei transforméri prin

ailr arpz - aip Wi
AW ay; dazp - dyp W2
Maw= (o 1) = ~ (75.1)
dpl dp2 - dppn Wp
0 o --- 0 1

v A - . > -~/ ..
Daca vectorul W se presupune subingeles, vom nota M, w = A. Fie, acum, X §i X' vectorii coordonatelor
omogene asociate lui X si X', adici

X1 X

/
1
- R .
X = si X =1 -
Xn X,
1 1

Atunci transformarea de coordonate se poate scrie

X=4.-X (7.5.2)
sau, explicit,
x1 ai ap - din Wi x)
X a) axp - aw W2 Xh
=1 : : (7.5.3)
Xn apl dp2  *+ Auun Wp x;;
1 0 o --- 0 1 1

Afirmatia este usor de demonstrat in cazul general, dar preferdm sd o verificim 1n cele doud cazuri
particulare care ne intereseaza pe noi, anume n =2 si n = 3.

In cazul n = 2, transformarea omogena se scrie

x1 ap aip wi x)
X2 = \|dxy axyxp wy|- x’2 . (7.5.4)
1 0 0 1 1

Daca facem inmultirea de matrici, obfinem

X1 = allx’l +a12x/2 +W1
Xy = alell + 6122)6/2 +wy
sau, matricial,
X=A-X"+W,

ceea ce trebuia demonstrat.
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In cazul n = 3, transformarea omogena se scrie

/

X1 aip ap aiz wi -xl

/

X2 azr azp azz w2 Xo
= A2, (75.5)

X3 asp azy asz ws )C3

1 0 0 0 1 1

de unde
/ /
X1 =apx; +apx; +Cl13x/3 +wi

Xy = ap x| + axpxh + anxy +ws

X3 = a31X) + a3x, + azsxi +ws

sau, matricial,
X=A-X'"+W,

ceea ce trebuia demonstrat.

7.5.1 Operatii cu matrici extinse

Dacd privim matricile extinse ca fiind niste matrici formate din blocuri, atunci ele se pot inmulti, dupa
cum se poate verifica usor, considerand ca blocurile sunt, de fapt, componentele matricii. Astfel, daca
inmultim matricile M4 w $i Mpy obfinem

A W (B V) _ A-B A-V+W
0 1 0 1) \ o0 1 ’
Aceastd relafie demonstreaza, in fapt, cd My w - Mp v este matricea transformdrii compuse:

Maw Mgy =Mpspaviw,

dupid cum era de asteptat.
Matricea extinsa asociata transformarii identice este matricea identica:

I, 0
Mln,O:((r; 1>:In+1~
Al —Alw
—1
= (4 ).
intr—adevér,
A WY\ (A0 AW\ [AATh A(-ATN W) 4w (L, 0 _
0 1 0 1 —\ o0 1 —\o 1)~ "mb

AL —ATWN A W _ATha AThw—AThw (L 0 _
0 1 o 1) L o0 1 —\o 1)t

Inversa matricei My w este

iar
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S& presupunem, acum, cd avem o transformare de coordonate de forma
X=A-X"+W.
Vrem si exprimdm pe X’ in functie de X. Un calcul simplu ne conduce la
X' =A1tXx-atlw

sau, in limbaj de matrici extinse,

(-0 ) ()= (1)
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Transformari geometrice in plan

8.1 Generalitati despre transformari afine

Fie E" spatiul afin n-dimensional. E" este, ca multime, R", privitd ca multime de puncte. Pentru a fi un
spatiu afin, ea este insotitd de o aplicatie care asociaza fiecarei perechi de puncte vectorul care le uneste,
cu alte cuvinte,

¢:E"xE" 5 R", ¢(P,0)=PO. 8.1.1)

Aplicatia ¢ se bucurd de urmatoarele doud proprietéti:
1. (P,Q)+ ¢(Q,R) = @(P,R) (regula triunghiului);
2. pentru orice punct P € E” si orice v € R”, existd un singur punct Q € E" astfel incat ¢(A,B) =v.

O aplicatie bijectivda T : E" — [E” se numeste transformare afind daca exista O € E", aplicatia ? R —

R", definitd, pentru orice v € R", prin
7 (0P) = T(0)T(P),

unde &3 =, este liniara.
Se poate demonstra cd, dacd in [E” s-a fixat un reper (O;{e,...,e,}), o transformare afini se poate
scrie
T(P)=A-P+B,

unde A este matricea aplicatiei liniare ? iar B =T(0). Pentru a simplifica notatia, in cele ce urmeaza
vom renunta la sdgeata care indicd partea vectoriald a transformdrii afine i ne vom da seama dupd
argument dacd este vorba despre partea punctuald sau cea vectoriald a aplicatiei afine. Astfel, daca
scriem

T(P+v)=T(P)+T(v),



180 CAPITOLUL 8

al doilea termen din membrul drept este, de fapt, partea vectoriald (liniard) a transformarii afine. Daca
folosim coordonate omogene, matricea corespunzitoare unei transformaéri afine se va scrie

-0
o-( 1 0-(4)

deci aplicatia A e liniard pe vectori. Pe de altd parte

A W P A-P+W
T(P) = (P = LA
0 1 1 1
In cele ce urmeazd, ne vom concentra, exclusiv, pe cazurile n = 2 si n = 3 si vom determina, pentru
fiecare caz contra, matricea omogend a transformdrii. Strategia va fi sd determindm, de fiecare dati, o

forma vectoriald a transformarii, care sa nu depindad de coordonate, si abia apoi sd determinam matricea
(omogend) a transformarii.

Daca v este un vector, atunci

8.2 Transformari plane

8.2.1 Translatia
Forma vectoriala

Translatia este o transformare care muta toate punctele planului cu un acelasi vector, constant. Prin
urmare, daci privim planul ca fiind un spatiu afin bidimensional, pe care il vom nota cu E?, atunci
translatia este o aplicatie T : E> — E2,

T(P)=P+w, (8.2.1)

unde w este un vector constant din plan. Transformarea se mai scrie i
P=P+w.
O tehnicd generald, atunci cand studiem transformadrile afine, ale planului sau ale spatiului, fard a utiliza

coordonate, este aceea de a determina, separat, modul in care transformarea actioneazd pe puncte si pe
vectori. S8 aplicim aceastd metoda in cazul translatiei. Dacd Q este un al doilea punct, atunci

T(Q)=0Q+w. (8.2.2)
Fiev = Q—P(E [@) Atunci
T(v)=T(Q-P)=T(Q)-T(P)=(P+v)—P=(P—P)+v=0+v=yv,

deci, cand translatia este aplicatd unui vector, ea se reduce la aplicatia identicd.
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Figura 8.1: Translatia aplicatd unui pditrat

Forma matriciala

Cele doud reguli de transformare, pentru vectori si puncte, se scriu, sub forma matriciala, ca

M =Pl=5-Dl,

(8.2.3)
[Pl =[Pl +w] =L [P]+[w], (8.2.4)
ceea ce inseamna cd, dacd utilizim blocuri matriciale, matricea translatiei se va scrie
. 12 w
[Tw] = [0 1] (8.2.5)
sau, In forma extinsa,
1 0 wy
Tw]=10 1 wy (8.2.6)
0 0 1
Daci aplicam transformarea unui punct P, de coordonate (xj,y;), obtinem
le 1 0 w1 X1 X1 +wq
X 01 wy|l-|x X2 +wo (8.2.7)
1 00 1 1 1

ceea ce corespunde, dupa cum ne asteptam, scrierii scalare

/
X =x1+wiy,
{ ;o : (8.2.8)
Xy = X2+ W3
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Figura 8.2: Rotatia aplicatd unui paatrat

8.2.2 Rotatia in jurul unui punct
Forma vectoriala

Aplicim aceeasi metodi si in cazul rotatiei in plan relativ la un punct. incepem prin a determina rotatia
unui vector v cu un unghi 6. Aceasta inseamnd sa fixdm originea vectorului si sd rotim extremitatea
vectorului cu unghiul 8 fatd de originea vectorului. E usor de verificat cd operatia nu depinde de alegerea
originii.

Introducem operatorul care roteste un vector, in sens direct, cu 90°. Pentru un vector v, vom nota
imaginea sa prin acest operator cu v* (se citeste “perp de v’). Daci am fixat un reper ortonormat direct
in care v = (v, v2), atunci v = (—v,,v1). Un raionament simplu ne arati ci putem scrie rotatia de
unghi 6 aplicatd vectorului sub forma:

Rot(0)(V) = vcos 6 + v sin 6. (8.2.9)

Fie acum Q punctul fix in jurul cdruia se face rotatia si P un punct oarecare din plan, pe care vrem sa-1
rotim cu unghiul 8 1n jurul lui Q. Pentru a stabili formula pentru rotatia punctului P, remarcam ci putem
scrie

P=0Q+P-0Q=0Q+0P.
Prin urmare, rotatia fiind o transformare afind, avem:
Rot(Q, 6)(P) = Rot(Q,6)(Q) +Rot(Q, 0)(QP).

Cum Q este punctul in jurul ciruia se face rotatia, el este fix: Rot(Q,60)(Q) = Q. Pe de alta parte,
transformarea vectorului P — Q este datd de formula (8:2.9), adici

Rot(Q,0)(P—Q) = Q700s 0+ @ﬁ sin@,
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deci, in final, pentru transformarea punctelor avem formula:

Rot(Q, 6)(P) = O+ 0Pcos 6 + 0P sin6. (8.2.10)

Forma matriciala

Daca utilizam componentele vectorilor, relatia (8.2.9) se poate scrie

V:l :vlc.ose—vzsine, 82.11)
V5 =v18in 0 +v;cos 6.
Introducem matricea
cos® —sin6
Rot(6) = [Sme o ] (8.2.12)
Atunci, relatiile (8.2.T1) capiti forma matriciald
[V'] =Rot(8) - [v]. (8.2.13)

Prin urmare, folosind relatia (8.2.10), obtinem
[P'] = [Q] +Rot(6) - (P — Q) =Rot(6) - [P] + (I, — Rot(6)) - [Q]
Daca trecem la coordonate omogene, gdsim matricea rotatiei de unghi 6 in jurul lui Q sub forma

Rot(6) (1, —Rot(6))-[Q]]

Rot(Q,0) = 0 ) (8.2.14)
Daca explicitim, matricea de mai sus se scrie
cos® —sin® gq(1—cosB)+gsinb
Rot(Q,0) = |sin® cos@® —g;sin@+ga(l —cosh)]| . (8.2.15)

0 0 1

Exemplul 8.1. Rotatia fatd de origine. De data asta, Q este originea, deci coordonatele sale sunt (0,0).
Asadar, matricea rotatiei de unghi 0 relativ la origine este

cos@ —sinf O
Rot(Origine,0) = |sin® cos® 0] . (8.2.16)
0 0 1

Problema 8.1. Determinati imaginea triunghiului ABC, de vérfuri A(1,2),B(3,1),C(4,4) printr-o rotatie

de unghi 30° 1n jurul originii. Desenati, pe acelasi sistem de axe, triunghiul initial si imaginea sa.

Solutie Conform formulei (8.2.16)), matricea omogena a transformadrii este

1
—~ 0
2

V3
2
0

cos30° —sin30° 0
R=|sin30° cos30° Of =
0 0 1

1
o N~ w‘&
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Prin urmare, avem:

V3L
2 2 1 3 4
A" B C]=R-[A B C]=|1 \/§0 2 1 4| =
2 2 111
|0 0 1]
V3-2 3V3-1 232
2 2
= [2V34+1 3443 NIk
2 2
! 1 1]

Asadar, punctele A’ B',C’ vor fi date de

A,:A,<\/§—2 2\/§+1> B,:B,<3\/§—1 343

2 2

2 2

),c’:c’ (2\/5—2,2f3+2)

Figura 8.3:
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Problema 8.2. Determinati imaginea triunghiului ABC, de vérfuri A(1,2),B(3,1),C(4,4) printr-o rotatie

de unghi 30° in jurul punctului Q(1,3). Desenati, pe acelasi sistem de axe, triunghiul initial i imaginea
sa.

w
o
o

Figura 8.4:

8.2.3 Scalarea simpla uniforma

Scalarea simpld este o transformare afind in care se scaleazd vectorii bazei, adica acestia se Tnmultesc
cu un numdr real diferit de zero. Dacd numarul este acelasi, avem de-a face cu o scalare uniformd sau
izotropd. Daca factorii de scald nu sunt aceeagi pentru toti vectorii bazei, atunci spunem cé scalarea este
neuniformd sau anizotropd. Incepem cu studiul scalirii simple uniforme. Ea se mai numeste si omotetie.
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Figura 8.5: Rotatia aplicatd unui pédtrat

Forma vectoriala

Scalarea simpld omogend de factor s, relativ la un punct Q din plan este transformarea geometrica ce
asociazi unui punct P din plan un punct P’ astfel incat

—
OP — sOP. (8.2.17)
Este ugor de dedus forma transformadrii atunci cand este aplicatd vectorilor:
Scale(Q,s)(v) =s-V. (8.2.18)

PR3

Aceastd “parte” a scaldrii nu depinde de punctul Q, ci doar de factorul de scald, s.
Pentru a determina modul in care scalarea se aplicd punctelor, proceddm ca si 1n cazul rotatiei, adica

aplicam scalarea vectoriald vectorului Q7 = P — Q. Din (8.2.18) rezulta
Scale(Q,5)(P— Q) = Scale(Q,)(P) — Scale(Q,5)(Q) = 5- (P— Q)
Cum Q este punct fix al transformadrii, relatia de mai sus se poate scrie

Scale(Q,s)(P) = O +s- OP. (8.2.19)

Forma matriciala
Relatia (8.2.19) se poate scrie, matriceal
Scale(Q,s5)(P) = [Q] +s (P = Q) = s[P]+ (1 —5)[Q] = (sh)-][P] + (1 = 5)[Q].

Prin urmare, matricea scalarii uniforme relativ la Q este

Scale(Q,s) = (S '012 (1 _IS)Q) (8.2.20)
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sau, explicit,

s 0
Scale(Q,s) =0 s (1—s)g2 | . (8.2.21)
00

8.2.4 Scalarea simpla neuniforma
Produsul tensorial

Avem nevoie de un mic artificiu, bazat pe o operatie cu vectori care se numeste produs tensorial. Fie
a(ay,ay) si b(by,by) doi vectori. Produsul tensorial al celor doi vectori este aplicatia biliniara care are,
in baza consideratd, matricea

a@b— (“lbl “2b1> _ <b1> a1 a)=[b]-[a]" (82.22)

a1b2 azb2 bz
In general, produsul tensorial nu este comutativ. in fapt, avem
a®b=(bxa).

Pe noi, produsul tensorial ne intereseazd pentru reformularea anumitor egalitdti. De multe ori, de exem-
plu, apar expresii de forma
t=(u-a)b. (8.2.23)

Remarcabil este, la relatia de mai sus, cd, atunci cand a si b sunt vectori constanti, t este o aplicatie
liniard de u. Intr-adevdr, un calcul simplu, pe care il ldsdm Tn seama cititorului, demonstreaza ca

t=(a®b) u (8.2.24)

Prin urmare, atunci cand se trece de la reprezentarea vectoriald la reprezentarea matriciald, formula (8.2.43)
se transformd in formula (8.2.44).

Fie Q un punct din plan. O scalare simpld neuniforma a planului, relativ la punctul Q, este o trans-
formare afind care asociazi unui punct P, de vector de pozitie QP, relativ la punctul Q, un punct P’ astfel

Tncat N
{QP'.i—sx.@?-i),

(8.2.25)
OF j=s,-(0P-i).

Forma vectoriala

Fie v un vector din plan. Atunci el se poate scrie
V=V, +Vy,
unde v, = (v-i)-i, vy, =(v-j)-j. Atunci,

Scale(sy,sy)(v) = Scale(sy, sy)(Vy) + Scale(sy, sy) (Vy),
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adicd
Scale(sy,8y)(V) =8¢ (V-i)-i+sy-(V-j)-J. (8.2.26)

Daca P e un punct,

Scale(Q, sx,sy)(P) = Scale(Q, sx,s,)(Q+ @5)7

adica

Scale(Q, 5x,5,) (P) = O + s~ (QP 1) i+ s, (0P ) -j. (8.2.27)

Forma matriciala
Din (8.2.27), obtinem

Scale(Q, 5y,5,)(P) = Q+s,(i®1)(P— Q) +5,(j®j)(P— Q)
sau

Scale(Q, sx,sy) = (s:(i®1) +5,(j®])) - P+

. (8.2.28)
+ (b= sc(i®i) —s,(j®j) -
Matricea transformarii este, deci
Scale(Q, 5y, ) = (sx(‘®‘)gsy0®” (L —s:(i®1 )l_sy(J®J) Q). (8.2.29)
Dar
i 1 0 9= 00
- 0 0 9 .] .] - 0 1 9
deci matricea extinsa este
s 0 (1=s0)q1
Scale(Q,s5:,8,) = 0 s, (1—5,)q2 |- (8.2.30)

0 0 1

8.2.5 Scalarea neuniforma generala (Goldman)

Scalarea neuniforma generald nu este tocmai o generalizare a scaldrii neuniforme obignuite. Ea este,
in acelasi timp, mai generald si mai particulard decat scalarea neuniformd simpld. Este mai particulard,
deoarece avem un singur factor de scald, dar este mai generald pentru cé vectorul i este inlocuit cu un
versor oarecare. in rest, “filozofia” transformirii este aceeasi.

Mai precis, considerdm un numdr real nenul s, versor w din plan si un punct din plan. Scalarea
neuniformd generald de-a lungul lui w, relativ la Q, de factor de scald s, este singura transformare afind
a planului care transformi vectorul w in vectorul sw, vectorul w= — in el insusi si lasi pe loc punctul Q.

Asadar,

-1
sCale(Q,ms):(S'OW VBL ?)(VOV VBL ?) (8.2.31)
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sau, extins,
-1
S Wy —w2 qi wr —w2 g1
Scale(Q,w,s)=|s-wa w1 @] -|[w2 wi @ i (8.2.32)
0 0 1 0 0 1
Cum .
wp —w2 qi wip W2 —Wiq1 —gaw2
wy Wi q2 =\ —w2 w wadq1 —wiq2 s
0 0 1 0 0 1

rezultd ca

1+(s—l)w% (s — D)wiwy —(s—l)(qlw%%—qzwlwz)
Scale(Q,w,s) = [ (s—Dwiwy  1+(s— 1wl —(s—1)(gwiwa+qw?) | . (8.2.33)
0 0 1

O alta metoda

De data aceasta, vom deduce, mai intai, formula pentru vectori. Fie v un vector oarecare din plan. Vom
descompune acest vector dupd doud directii, una paraleld cu versorul w si una perpendiculard pe el:

vV=y| +V. (8.2.34)
Este ugor de constatat ca
v = (v-w)w, (8.2.35)
de unde, desigur,
VvV, =v—(V-W)W. (8.2.36)
Prin urmare,
Scale(w,s)(v) = Scale(w,s)(v|) + Scale(w,s)(v_L). (8.2.37)
Cum scalarea se produce paralel cu vectorul w, avem, evident
Scale(w,s)(v|) = sv. (8.2.38)

Pe de altd parte, nici o scalare nu are loc in directia perpendiculard la w, deci
Scale(w,s)(vy)=v,. (8.2.39)
Prin urmare,
Scale(w,s)(v) = sv| + VL

sau, dacd tinem cont de definitiile lui v siv,

Scale(w,s)(v) =v+(s—1)(v-w)w. (8.2.40)
Pentru a determina modul in care transformarea actioneaz asupra unui punct P, remarcam, mai intai, cé:

Scale(w,s)(P — Q) = Scale(Q,w,s)(P) — Scale(Q,w,s)(Q) = Scale(Q,w,s)(P) — Q,
de unde
Scale(Q,w,s)(P) = Q+ Scale(w, s)(@)

sau, folosind (8.2.40),
Scale(Q,w,s)(P) = Q+ 0P+ (s— 1)(0P - w)w. (8.2.41)
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Forma matriciala

Pentru a descrie matricial transformarea, avem nevoie de un mic artificiu, bazat pe o operatie cu vectori
care se numeste produs tensorial. Fie a(aj,ay) si b(by,by) doi vectori. Produsul tensorial al celor doi
vectori este aplicatia biliniard care are, In baza consideratd, matricea

a®b= (‘”bl “2b1) = (2) (a1 @) =1[b]-[a]" (8.2.42)

aiby  axb;
In general, produsul tensorial nu este comutativ. in fapt, avem
a®b=(b®a) .

Pe noi, produsul tensorial ne intereseazd pentru reformularea anumitor egalitdti. De multe ori, de exem-
plu, apar expresii de forma

t=(u-a)b. (8.2.43)

Remarcabil este, la relatia de mai sus, cd, atunci cand a si b sunt vectori constanti, t este o aplicatie
liniard de u. Intr-adevdr, un calcul simplu, pe care il ldsdm 1n seama cititorului, demonstreaza ca

t=(a®b) u (8.2.44)

Prin urmare, atunci cind se trece de la reprezentarea vectoriald la reprezentarea matriciald, formula (8.2.43)
se transforma in formula (8.2.44).
Deducem ci din formula (8.2.40) rezulta expresia matriciald pentru scalarea neuniforma a vectorilor:

Scale(w,s)([v]) = (L+ (s—1)ww) - [v]. (8.2.45)
Pentru a determina matricea omogend a transformarii pentru puncte, plecdm de la (8.2.41)) si obtinem
Scale(Q,w,s)(P) =Q+P—-0+(s—1)waw-(P-0)

sau
Scale(Q,w,s)(P) = (L+(s—1)we@w)-P+ (1 —s)wew- Q. (8.2.46)

Prin urmare, matricea omogena a scaldrii generale neuniforme este

L+(s—1)waw (1—s)w®w‘Q> (8.2.47)

Scale(Q,w,s) = ( 0 1

Dacd facem calculele, ajungem, din nou, la formula (8.2.33).

8.2.6 Reflexia fata de o dreapta

Reflexia relativ la o dreaptd este transformarea care asociazd unui punct simetricul punctului fatd de
dreapta.
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Forma vectoriala

Considerim o dreapti care trece printr-un punct Q si are versorul director w. Incepem, ca de obicei, prin
a determina imaginea unui vector prin reflexie. Evident, imaginea vectorului nu depinde de punctul Q.
Fie v un vector oarecare din plan. Dupa cum am vazut, v se poate descompune ca o suma dintr-un vector
paralel cu vectorul w si unul perpendicular pe acest vector,

V:VH-FVL.

De data aceasta, insd, vom pune

W,

v =v—(v-wh)w,
v, = (v-wh)wh

Este clar ca

Mirror(w)(v|) = v, (8.2.48)
in timp ce
Mirror(w)(v ) = —v,.
Asadar,
Mirror(w)(v) = v —v, =v—2(v: whwt. (8.2.49)

Ca sd determindm imaginea unui punct oarecare, P, din plan, tinem cont de faptul ci P = Q+ (P — Q)
si, O fiind un punct fix al transformarii, obfinem

Mirror(Q, w)(P) = O + Mirror(w)(QP),
deci
Mirror(Q,w)(P) = 0+ @ -2 (@ : WL) wh. (8.2.50)
Forma matriciala

Transcriem, mai inti, matricial, formula de transformare pentru vectori (8.2.49), tinand cont de faptul
cd
(v-whwt = (wl ®WL) V.

Obtinem, prin urmare,
Mirror(w)(v) =v—2 (wL ® WL) v

sau
Mitror(w)(v) = (12 2 (wL ® wL)) v, (8.2.51)

Asadar, matricea pdrtii liniare a reflexiei este
Mirror(w) =1 —2 (wL ® WJ‘> . (8.2.52)
Pentru determinarea matricei omogene, plecim de la (8.2.50) si obtinem

Mirror(Q,w)(P) = Q+P—Q—2(WL®WL> (P-0),
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adica
Mirror(Q,w)(P) = (12 -2 (WL ® WL)) “P+2 (wL ® WL> -0, (8.2.53)

ceea ce inseamna cd matricea omogena a transformarii este

Mirror(Q,w) = <12 —2 (“(I)L W) 2(w ®le) ' Q) . (8.2.54)
Daca tinem cont cd
whawh = (_::?Wz _V:VI%WZ) )
matricea de mai sus se scrie, Tn mod explicit, ca
1-— 2w§ 2wiws 2(q1w% — qawiwy)
Mirror(Q,w) = | 2wiwa  1-2w? 2(—giwiwa+qaw?) | . (8.2.55)

0 0 1

Observagii. (i) Daci examindm formulele (8.2.47) si (8.2.53), ajungem imediat la concluzia ci, de
fapt, reflexia fatd de o dreaptd este o scalare generala neomogena, de factor de scald —1, 1n directia
perpendiculard pe dreaptd, deoarece avem

Mirror(Q,w) = Scale(Q,w*, —1).

(ii) Daci Q este originea, iar reflexia se face fatd de Ox, atunci avem w = (1,0), deci

1 0 O
Mirror(Origine,i)= [0 —1 0
0 0 1
Analog, reflexia fatd de Oy este datd de matricea
-1 0 0
Mirror(Origine,j) = 0 1 0
0 0 1

(iii) Formula (8.2.55)) a fost obtinuti in ipoteza ca dreapta este datd sub forma vectoriala:
P(t) = Q+1w.
Daci dreapta este datd sub forma generald,
A:ax+by+c=0,

atunci ca versor al vectorului director se poate lua vectorul

1
w=——(b,—a).
Va2 +b? ( )
Dacd a # 0, putem lua Q = (—c/a,0). Dacd inlocuim in formula (8.2.55)), obtinem
1 b’ —a®> —2ab  —2ac
Mirror(A) = —-= | —2ab a*—b* —2bc |. (8.2.56)
SR ) 0 b’

Aceeasi formula se obtine pentru orice alt punct al dreptei.
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8.2.7 Forfecarea

Forfecarea este transformarea afina care transforma un patrat unitate cu un varf in punctul Q si de laturi
w si wh intr-un paralelogram inclinand latura w* si transforméand-o in w.,, care face un unghi 8 cu
w-, fiard si modifice punctul Q sau vectorul w.

Forma vectoriala

Incepem, ca de obicei, prin a determina forfecarea aplicatd unui vector. Fie, prin urmare, v un vector
oarecare din plan. Tot ca de obicei, il descompunem 1n doud componente, una paraleld cu vectorul w si
una perpendiculari pe el sau, mai degrabi, una paraleld cu vectorul w=. Atunci, vom avea

V=V|+V],

unde
v = (V~WJ‘> Wt §iVH =V—V].

Este clar cd Shear(w,0)(v) = v|, In timp ce
Shear(v,0)(v, ) = Shear(v, 0) ((V-WL) -WL> = (V‘WJ‘) Shear(v, 8)(wh) =
= (V-Wl> (tg@-w—l—wL) .

Asadar,
Shear(w,0)(v) =v—v, + (v-wL) (tgG-w—i—wL) =v+1tgh- (v-wL) W

adicd
Shear(w,0)(v) =v+1tg6 - (V . Wl) “W. (8.2.57)

Pentru a determina imaginea prin forfecare a unui punct P, folosim, din nou, relatia P=Q+P— Q0 =
0+ @ si obtinem, folosind (8.2.57)) si faptul ca punctul Q este fix,

Shear(Q,w,8) = O+ QP + tg 6 (éﬁ : wL) W, (8.2.58)

Forma matriciala

Pentru a determina matricea transformarii, mai intai determinam forma matriciald a transformirii vecto-
rilor. Plecim de la formula (8.2.57) si obtinem

Shear(w,0)(v) =v+tg6 (WL ®w> v

- Shear(w, 8)(v) = <12+tg6 (wL ®w)) v, (8.2.59)

ceea ce inseamnd cd matricea partii vectoriale a forfecdrii este

Shear(w,8) = I +tg 0 (wL ® w> . (8.2.60)
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Pentru a obtine matricea omogeni a transformérii pentru puncte, combinam (8.2.58)) si (8.2.60) si obtinem

€ _ 1 .
Shear(Q,w, 0) = (I”tge(()w ®w) tge(wl @ w) Q). (8.2.61)
Pentru a obtine forma explicitd a acestei matrici, remarcam, inainte de toate, cd
_ 2
whow= <W1)-(—w2 w) = < wiwa )7
%) —WwW3 wiwa
prin urmare,
1 —wiwytg0 witg
1 _ w2 ltg 18
12+tg9<w ®W)_< —w3tg l—i-wletgG)’
iar ( 2)
— tg 0
—t 9<WL®W)' _ ( qIwiwa — qawy >
s ©= \(@wd —qowims) tg0
Asadar, 1n final,
1 —wiwytg0 w% tgo (qlwlwz — qzw%) tg O
Shear(Q,w,0) = —w% tg 6 1 +wiwatg6 (qlw% —qzwlwz) tgo | . (8.2.62)
0 0 1

Exemple
e Daci punem w =i = (1,0), matricea forfecirii devine:

1 tg6 —qgytgh
Shear(Q,i,0) = |0 1 0
0 O 1

In particular, forfecarea in directia axei Ox relativ la origine este

1 tg6 O
Shear(Origine,i,0) = {0 1 0
0O 0 1
e Forfecarea in directia axei Oy este, in schimb,
1 0 0
Shear(Q,j,0) = | —tg6 1 qitg8
0 0 1

Exemplul 8.2. Vrem si rotim pitratul ABCD, de varfuri A(0,0),B(1,0), C(1,1),D(0,1) cu 60° in jurul
lui C. Plecand de la formula vectoriald, avem

Rot(C,60°)(P) =c+c_13‘;+€13i-‘f



TRANSFORMARI GEOMETRICE IN PLAN 195

sau
1 V3
{Xy'} = (xe,ye) + E{X—xc,y —yc}+ 7{—y+yc,x —xc}
sau, inca,

SX— 5 Yt Xet+ Yo, X+ Syt 5ye— —Xc

P B DV R BV ARV I I SR VA]
(=38 ot ret e, ot gyt gye - e

Daca scriem transformarea pe componente, obtinem
;1 V3 1 V3
X=X — YT Xe T Ry
r_ V3 1 1 V3
y =g3X+3y+3yc— 5

Asta e formula pentru o rotatie de 60° in jurul unui punct oarecare. In cazul nostru concret, obtinem:

X =tx— ?y—k 7”2‘6,
yl = ?}C—i— %y—F 7172\/5.

Se constatd imediat ci originea se duce in A’ (#, %) B se duce in B/ (2%\/5, %) C' =C,iar D se

A 1 2-V3
duce in D’ (5, T)

Probleme

In lista de probleme de mai jos, triunghiul ABC are vérfurile A(1,1), B(4,1), C(2,3). Reprezentati, de
fiecare datd, pe aceeasi figura, triunghiul initial si imaginea sa.

Problema 8.1. Determinati imaginea triunghiului ABC printr-o rotatie de unghi 30° in jurul punctului
0(2,2), urmata de o translatie de vector (1,2). Aplicati apoi transformdrile in ordine inversa.

Problema 8.2. Determinati imaginea triunghiului ABC printr-o scalare uniforma de factor de scala 2
relativ la punctul Q(2,2).

Problema 8.3. Determinati imaginea triunghiului ABC printr-o scalare simpld neuniformd, de factori de
scald (2,1,2), relativ la punctul Q(2,2).

Problema 8.4. Determinati imaginea triunghiului ABC printr-o scalare neuniformd generald, de factor
de scald 2, relativ la punctul Q(2,2), in directia vectorului v(1,2).

Problema 8.5. Determinati imaginea triunghiului ABC printr-o forfecare de unghi 45°, relativ la punctul
0(2,2), in directia vectorului v(2, 1).

Problema 8.6. Determinati imaginea triunghiului ABC prin reflexia relativ la dreapta 2x+ 3y —5 = 0.
Problema 8.7. Determinati imaginea triunghiului ABC prin reflexia relativ la dreapta AB.

Problema 8.8. Determinati imaginea triunghiului ABC prin reflexia relativ la dreapta BC, urmatd de o
forfecare, de unghi 60°, relativ la punctul A, in directia vectorului v(1,1).
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Problema 8.9. Determinati imaginea triunghiului ABC prin rotatia cu 90° in jurul punctului C, urmata
de reflexia relativ la dreapta AB.

Problema 8.10. Determinati imaginea triunghiului ABC prin scalarea simpld neuniformd de factori
(1,2,1) relativ la punctul B, urmati de o rotatie de 30° in jurul punctului Q(1,1).
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Transformari geometrice (afine) in spatiu

In acest capitol ne vom ocupa de variantele tridimensionale ale transformirilor afine descrise in capito-
Iul precedent. Filozofia va fi, in esentd, aceeasi: vom stabilim mai Intéi, In limba vectorial, regula de
transformare a vectorilor, apoi, in acelasi limbaj, regula de transformare a punctelor, apoi vom deduce
matricea transformarii. Matricele (omogene) ale transformaérilor spatiului sunt matrici de tip 4 x 4.

9.1 Translatia
Din punct de vedere vectorial, dacd nu folosim coordonate, nu existd nici o diferenta intre translatia in

spatiu si translatia in plan. De aceea, nu vom mai repeta rafionamentul din cazul plan, atunci cAnd vorbim
despre forma vectoriala a transformarii.

9.1.1 Forma vectoriala

Fie w un vector constant. Atunci translatia de vector w actioneazi pe vectori astfel:
Trans(w)(v) =, (9.1.1)
adici se reduce la transformarea identici. In cazul punctelor, avem
Trans(w)(P) = P+ w. (9.1.2)
9.1.2 Forma matriciala
Ecuatia se transcrie matricial ca

Trans(w)(P) =L -P+w,
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de unde rezultd matricea omogena a transformarii:

Trans(w) = (2 ¥ (9.1.3)
0 1
sau, Tn forma extinsa,
1 0 0 w
o1 0 wm
Trans(w) = 00 1 ws (9.1.4)
0 00 1

9.2 Rotatia in jurul unei axe

Fie O un punct din spatiu si u un versor. Vrem sa determindm expresia pentru rotatia de unghi 6 unui
punct oarecare 1n jurul axei A determinate de punctul Q si versorul u.

9.2.1 Forma vectoriala

Ca de obicei, vom stabili mai intdi formula de transformare pentru vectori. Fie v un vector oarecare.
Folosind o tehnicd ce am mai utilizat-o, descompunem vectorul ca

VZVH-FVL, 9.2.1)

unde v| este componenta lui v paraleld cu u, in timp ce v este componenta perpendiculard pe u.

Dacd aplicdm rotatia vectorului v, componenta v rimane nemodificatd, deci putem sd ne concentram
asupra componente v, . Aceastd componentd poate fi fixatd Intr-un plan perpendicular pe u, iar prin
rotatie, ea rdmane In acest plan. Prin urmare, rotatia 3D a vectorului v 1n jurul axei A se reduce la o
rotatie plana a vectorului v .

Ne aducem aminte de formula pentru rotatia de unghi 0 a unui vector w situat intr-un plan:

w = cos Ow + sin Ow.

Vectorul w este rotitul cu 90° al vectorului w. E suficient, prin urmare, sd identificdm rotitul cu 90°
al vectorului v, in planul perpendicular pe u pe care I-am considerat. E usor de constatat ci acest
vector este u x v . Intr-adevir, u x v, este perpendicular atit pe u, cit si pe v, deci e situat in planul
corespunzdtor. Cum u si v, sunt perpendiculari, unghiul dintre ei este 90°, iar, u fiind un versor, ||u x
v, || =||v.||, ceea ce inseamnd cd u x v este, intr-adevir, rotitul cu 90° al lui v .

Prin urmare,

Rot(u,0)(v, ) =cos@ v, +sinf-(uxv,),
iar
Rot(u,0)(v.) =v|+cosf v, +sinf-(uxv),
Pe de alta parte,
v =(v-u)-u,
v, =v—(v-u)-u
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Asadar,
Rot(u,0)(v) = (v-u)-u+cosb-(v—(v-u)-u)+sinf-fux (v—(v-u)-u)]

sau
Rot(u,0)(v) =cosO-v+ (1 —cosB)-(v-u)-u+sin6-(uxv), (9.2.2)

unde am folosit faptul ciu x u = 0.
Fie, acum, P un punct oarecare din spatiu. Ca de obicei, scriem P=Q+ (P— Q) =0+ @3 Atunci

Rot(Q,u, 8)(P) = 0+ Rot(u, 6)(0P), 9.2.3)
de unde, folosind (9.2.2)), obtinem
Rot(Q,u,0)(P) = Q+cos6 - @4— (I —cos0)- (éﬁu) ‘u+sin6 - (ux éﬁ) (9.2.4)
Formula (9.2.4)) se numeste formula lui Rodrigues, dupd numele matematicianului francez care a descoperit-
0.
9.2.2 Forma matriciala

Plecim de la formula (9.2.2)), pe care vrem sd o scriem matricial. Singura parte care ne poate crea
probleme este produsul vectorial u x v. Pentru un vector u fixat, definim operatorul liniar de matrice

0 —u3 w
ux —=1\ us 0 —-u]. (9.2.5)
—Un ui 0
Un calcul simplu ne aratd acum ca
(ux—)-v=uxv. (9.2.6)

Cu acest artificiu, obtinem
Rot(u,0)(v) =[cosO -+ (1 —cosO)(u®@u)+sinf - (ux —)]-v,
de unde rezultd ca matricea rotatiei vectorilor este
Rot(u,0) =cos0 -1+ (1 —cos0)(u®u)+sinh - (u x —). (9.2.7)
Din formula (9.2.3) rezultd acum ca
Rot(Q,u,0)(P) =Rot(u,0)-P+ (I3 —Rot(u,0)) - Q. (9.2.8)

Prin urmare, matricea omogena a rotatiei este

Rot(Q,u, 0) = (Rot((;l, 0) (h —Rotiu7 0)) .Q> . ©29)
Exemple. 1) O rotatie relativ la origine va avea matricea
Rot(Origine,u,0) = <R0t<(l)l’6) (1)> .



200 CAPITOLUL 9

2) Rotatia relativ la origine in jurul axei Ox este similard cu ceea ce se intimpld in plan. Mai precis, in
acest caz avem, Tnainte de toate,

Rot(i,0) =cos0 -3+ (1 —cosB)(i®i)+sinB - (ix —). (9.2.10)
Dar
1 1 00
i®i=[0]-(1 0 0)={0 0 O],
0 0 00
in timp ce
00 O
ix—=10 0 —-1],
01 0
deci formula (9.2.10) se transforma in
1 00 1 00 00 O 1 0 0
Rot(i,0)=cos@- [0 1 0]+(l—cosB)- {0 O O|+sin6-{0 O —1]=[0 cos® —sinb
0 01 0 00 01 O 0 sin@® cos6
Prin urmare, matricea omogena a rotatiei de unghi 0 relativ la origine, in jurul axei Ox este:

0 0 0

1
.. . (Rot(i,0) 0\ |0 cos® —sin® O
Rot(Orzgtne,1,9)-< 0 1)— 0 sin® cosB 0 (9.2.11)
0 0 0 1
3) Rotatia relativ la origine in jurul axei Oy. Avem, mai intii,
Rot(j,0) =cosO -+ (1 —cosB)(j®j)+sinb - (j x —). (9.2.12)
Dar
0 00O
joj=[1]-(0 1 0)=|0 1 O],
0 00O
n timp ce
0 01
jx—=[10 0 0],
-1 0 0
deci formula (9.2.12)) se transforma in
1 00 0 0O 0 0 1 cos@ O sin6
Rot(j,0)=cosO- |0 1 O|+(1—cosB)-{0 1 O]+sinf-[ O 0 0= 0 1 0
0 01 00O -1 0 0 —sinf 0 cos6
Prin urmare, matricea omogena a rotatiei de unghi 6 relativ la origine, in jurul axei Oy este:

cos@ 0 sinf O

Rot(j,0) 0\ 0 1 0 O
0 1) —sin@ 0 cos® O
0 0O 0 1

Rot(Origine,j,0) = ( (9.2.13)
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4) Rotatia relativ la origine in jurul axei Oz. Avem, mai intai,

Rot(k,0) =cos0 -3+ (1 —cos0)(k®Kk) +sinf - (k x —). (9.2.14)
Dar
0 0 0O
kok=|0|-(0 0 1)=({0 0 O],
1 0 0 1
in timp ce
-1 0
kx—=]|1 0 0],
0 O

deci formula (9.2.14) se transforma in

1 00 00O 0 -1 0 cosf@ —sinf 0
Rot(j,0)=cos®- {0 1 O|+(l—cosB)- [0 O O|+sin@-{1 O O|=|sin6 cos® O
0 01 0 01 0 0 O 0 0 1

Prin urmare, matricea omogena a rotatiei de unghi 0 relativ la origine, in jurul axei Oz este:

cosf@ —sin@ 0 O
. _ (Rot(k,0) 0\ |sin@ cos6 0 0
Rot(Origine,k,0) = < 0 1> =1 0 0 L 0 (9.2.15)
0 0 0 1
9.3 Scalarea simpla uniforma
Ne intereseazd scalarea de factor s, relativ la punctul Q.
9.3.1 Forma vectoriala
Scalarea vectorilor se face foarte simplu:
Scale(s)(v) =s-v. (9.3.1)

Cum, dacd P este un punct arbitrar din spatiu, P = Q0+ (Q—P) =0+ @, avem

Scale(Q,s)(P) = 0+ Scale(s)(@),

adica

Scale(Q,s) = O+s- OP. 93.2)
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9.3.2 Forma matriciala
Determinam, mai intdi, ca de obicei, forma matriciald a scalarii vectrilor si obtinem, din @,
Scale(s)(v) =s-Lz- V.
Prin urmare, matricea scaldrii uniforme a vectorilor, de factor s, este
Scale(s) = s- I5. (9.3.3)

Prin urmare,
Scale(Q,s)(P) = Q + Scale(s) - (P — Q)

sau
Scale(Q,s)(P) = Scale(s) - P+ (Is —Scale(s))-Q=s-1-P+(1—s)-I:- Q. (9.3.4)

Asadar, matricea omogena a scaldrii simple uniforme relativ la punctul Q, de factor s, este

Scale(st) _ (S'OI3 (1 —S)113Q> (935)
sau, explicit,
s 0 0 (1—s) gy
0 s 0 (1—s)-qy
Scale(Q.5)= | o o El—si-gz : (9.3.6)
0 0O 1

9.4 Scalarea simpla neuniforma

Considerdm o scalare de factori sy, sy, s, de-a lungul axelor de coordonate, relativ la un punct Q.

9.4.1 Forma vectoriala

Fie v un vector din spatiu. Atunci el se poate scrie
V=Vy+Vy+V,,
unde v, = (v-i)-i, v, = (v-j)-j, v. = (v-k) - k. Atunci,
Scale(sy, sy, ;) (v) = Scale(sy, sy, ;) (Vx) + Scale(sy, sy,5;) (vy) + Scale(sy, sy, ;) (Vz),

adica
Scale(sy, Sy,57)(V) = 8y - (v-i) -i+sy- (v-j) - j+s.- (v-Kk) -k (9.4.1)
Daca P e un punct,

Scale(Q,sx,sy,sZ)(P) = Scale(Q,sx,sy,sZ)(Q+@),

adica

Scale(Q,51,5y,5:)(P) = Q-+ s, (OP-i) -i+5,- (OF j) -j+5.- (OP k) -k. (9.4.2)
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Forma matriciala

Din obtinem forma matriciald a transformaérii vectorilor
Scale(sy, Sy, 57) (V) = 5, (i®1) - v+5,(j®]) - v+s5.(kQKk) -V,
de unde rezultd matricea transformarii:
Scale(sy, Sy,5;) = 8, (1®@1) +5y (j®J) +5; (k®k). (9.4.3)

Dupd cum am vdzut mai devreme,

1 00 0 00 0 00
i®i=[0 0 0], jwj=10 1 0], kak=[0 0 0],
0 00 0 00 0 0 1
deci formula (9.4.3)) se poate rescrie ca
sc 0 O
Scale(sy,sy,s;)= |0 s, 0]. (9.4.4)
0 0 s
Ca sa gidsim matricea transformdrii punctelor, scriem P = Q + (P — Q), deci
Scale(sy, sy, 5;)(P) = Q + Scale(sy, sy,5;) (P — Q)
sau
Scale(Q, sy, Sy, s;) (P) = Scale(sy, sy, s;) - P+ (I3 — Scale(sy, sy, 5;)) - O, (9.4.5)
prin urmare, matricea transformarii va fi
Scale(Q, sy, sy,5;) = (Scale(sg,sy,sz) (I3 — Scale(ivx,sy,sz)) 'Q) (9.4.6)
sau, in forma completd,
s 0 0 (1—sy)-qx
[0 s 0 (1=5)-q
Scale(Q, sy, sy,5;) = 0 0 5. (I—s9-q. | 9.4.7)
0 0 O 1

9.5 Scalarea neuniforma generala (Goldman)

Suntem interesati de scalarea generald de factor s, n directia versorului w, relativ la punctul Q.
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9.5.1 Forma vectoriala

Fie v un vector oarecare din spatiu. Vom descompune acest vector dupa doud directii, una paraleld cu

versorul w si una perpendiculard pe el:
V=Y +V.

Este ugor de constatat ca
v = (v-w)w,

de unde, desigur,
VvV, =v—(V-W)W.

Prin urmare,
Scale(w,s)(v) = Scale(w,s)(v|) + Scale(w,s)(vL).

Cum scalarea se produce paralel cu vectorul w, avem, evident
Scale(w,s)(v|) = sv.

Pe de alta parte, nici o scalare nu are loc in directia perpendiculari la w, deci
Scale(w,s)(v,.) =v,.

Prin urmare,
Scale(w,s)(v) = sv| +vL

sau, dacd tinem cont de definitiile lui v siv,
Scale(w,s)(v) =v+(s—1)(v-w)w.
Pentru a determina imaginea unui punct P, tinem cont de faptul cd P = Q + @3, deci
Scale(Q,w,s)(P) = Q+ Scale(w, s)(Q?)

sau

Scale(Q,w,s)(P) =0+ Q?—F (s— 1)(Q? “W)W.
9.5.2 Forma matriciala
Incepem prin a determina forma matriciali a transformirii pentru vectori. Avem
Scale(w,s)(v) =v+(s—1)(ww)-v,
deci matricea pentru transformarea vectorilor este
Scale(w,s) =L+ (s—1)(wew).

Pe de altd parte, cum P = Q + (P — Q),

Scale(Q,w,s)(P) = Q+ Scale(w,s) - (P — Q) = Scale(w,s) - P+ (Is — Scale(w, s)) - O

(9.5.1)

(9.5.2)

(9.5.3)

9.54)

(9.5.95)

(9.5.6)

(9.5.7)

(9.5.8)

(9.5.9)
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sau
Scale(Q,w,s)(P) = Scale(w,s) - P+ (1 —s)(w@w) - Q. (9.5.10)

Prin urmare, matricea omogena a transformarii este

Bt (s—1)(wow) (1—s)(W®W)'Q> 9.5.11)

Scale(Q,w,s) = < 0 1

sau, Tn forma extinsa,

Scale(Q,w,s) =

1+(s—l)w% (s—Dwiwy  (s—1wiws (1—s)(qlw%+q2w1wz+q3w1W3)
(s=Dwiwa  1+(s=Dw3  (s—Dwaws (1 —s)(qiwiwz +qaw3 +gzwaws) (9.5.12)
(s—Dwiws  (s=Dwaws 1+ (s—Dwi (1 —s)(qiwiws +qawaws +g3w3)

0 0 0 1

Exemplul 9.1. Dacéd Q este originea, iar w = i, adicd scalarea generala se face de-a lungul axei Ox,
atunci matricea de transformare se transforma in

s 000
Scale(Origine,i,s) = 8 (1) (1) 8 = Scale(Origine,s,1,1),
0 0 01

adicd scalarea se reduce la o scalare simpld neomogend, de-a lungul axei Ox.

9.6 Reflexia fata de un plan

Reflexia fatd de un plan, in spatiu, este perfect analogd cu reflexia fatd de o dreaptd in plan si modalita-
teatea de a obtine expresia ei este similard. De data asta datele sunt: un punct Q si un plan II care trece
prin el, descris prin intermediul versorului planului normal, n.

9.6.1 Forma vectoriala

Fie v un vector oarecare din spatiu. Descompunem vectorul
V=V|+V, (9.6.1)

unde v|| este un vector paralel vectorul n (adicd perpendicular pe planul II), in timp ce vectorul v, este
perpendicular pe vectorul n (adica este paralel cu planul IT).
Reflexia fatd de planul IT a vectorului v coincide, evident, cu vectorul Tnsusi:

Mirror(n)(v, ) =v,.

Prin urmare, trebuie sa de preocupam doar de cealaltd componenti, perpendiculard pe plan. Dar, iarasi
1n mode evident,
Mirror(n)(v)) = —v.
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Ca urmare,
Mirror(n)(v) = v, —v.
Dar
v=(v-m)-m, v =v—v|,

deci, 1n final,
Mirror(n)(v) =v—2(v-n)-n. (9.6.2)

Fie, acum, P un punct din spatiu. Atunci P = Q + Q?, deci
Mirror(Q,n)(P) = Q + Mirror(n) <§)

sau

Mirror(Q,n)(P) = 0+ 0P —2 (QPn) -n. 9.6.3)

9.6.2 Forma matriciala

Scriem, mai Intdi, matricial transformarea pentru vectori. Relatia (9.6.2)) se transformd, dupd cum se
poate constata usor, in
Mirror(n)(v) =v—2(n®n)-v,

prin urmare, matricea transformarii vectorilor este
Mirror(n) = 5 —2(n®mn). (9.6.4)
Pentru a gdsi matricea omogena a transformdrii pentru puncte, scriem P = Q + (P — Q) si obtinem
Mirror(Q,m)(P) = 0+ (P— Q) —2(n@n) - (P— Q)

sau
Mirror(Q,n)(P) = (I3 —2(n®n))-P+2(n®n)- Q.

Asadar, matricea omogena a reflexiei fatd de planul IT este:

Mirror(Q,n) = <I3 B 281 @n) 2(n ®ln) ‘ Q> (9.6.5)
sau, in forma extinsa,
1-2n? —2mny —2mnz 2(mnszqs +ninago +niqr)
—2mny 1-2n% —2mn3 2 npn3qs + n2q2 +ninyq
Mirror(Q,n) = 2 5 ( 5 : ) . (9.6.6)
—2niny —2mn3  1—-2n3  2(n3qs +nanzqx +nin3q)
0 0 0 1
Exemple. 1. Simetria fati de planul xOy. In acest caz, Q = 0(0,0,0),n =k si obtinem:
10 0 O
. 01 0 O
R,, = Mirror(0,k) = 00 -1 0 (9.6.7)
00 0 1
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2. Simetria fata de planul xOz. De data aceasta, Q = 0(0,0,0),n = j si obtinem:

1 0 0 0
. . o -1 00
Ry, = Mirror(0,j) = 00 10 (9.6.8)
0 0 01
3. Simetria fati de planul yOz. Acum, Q = 0(0,0,0),n =i si obtinem:
-1 0 0 O
. . o 100
Ry, = Mirror(0,i) = 0 01 0 (9.6.9)
0 0 0 1

9.6.3 Cazul in care planul este dat sub forma generala
Sa presupunem cd ecuatia planului este
IT: ax+by+cz+d=0.

Sa presupunem, pentru fixarea ideilor, ca a # 0. Atunci planul IT este planul care are ca vector normal

1

" VEEra et
si putem lua
0= (—d/a,0,0).
Daci inlocuim in formula (9.6.6)), obtinem
—a? b2+ —2ab —2ac —2ad
Miror(Q, ) = 2; —2ab a* — b +¢? —2bc —2bd 96,10
a? +b% +c? —2ac —2bc a?+ b —c? —2¢d
0 0 0 a>+b* +c?

9.7 Forfecarea in spatiu

Fie IT un plan 1n spatiu, Q € IT un punct dat, u — un versor paralel cu planul IT si 8 un unghi. Dacid P
este un punct oarecare din spatiu, il proiectdm ortogonal pe planul IT intr-un punct P’ € S. Acum mutim
punctul P paralel cu vectorul u intr-un punct P*V, astfel incat ZP"VP'P = 6. Vom spune ci punctul
P"¥ a fost obtinut din punctul P printr-o forfecare paraleld cu planul 11, relativ la punctul Q, in directia
versorului v, de unghi 6. Vom scrie

P = Shear(Q,n,u, 0)(P),

unde n este versorul normal la planul IT (prin urmare, Q si n determind tn mod unic planul IT).
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9.7.1 Forma vectoriala

Fie v un vector oarecare din R3. 1l descompunem ca
V=V|+V],

unde v| este un vector paralel cu w, in timp ce v, este un vector perpendicular pe u, adicd un vector
paralel cu vectorul normal n. Atunci

Shear(n,u, 6)(v) = Shear(n,u, 0)(v/ ) + Shear(n,u, 0)(v_) = v| + Shear(n,u, 8)(v_ ).
Un rationament simplu ne arata ca
Shear(n,u, 6)(v, ) = Shear(n,u,0) ((v-n)n) = (v-n) Shear(n,u,0) (n) = (v-n) (n+tg6 -u).

Pe de alta parte,
V|=V—v,=v—(v-n)-n.

Prin urmare,
Shear(n,u,0)(v) =v+tg6-(v-n)-u. 9.7.1)

Daca vrem sa determindm forma transformadrii pentru un punct P, scriem
Shear(Q,n,u, 0)(P) = QO+ Shear(n, u, 6)(Q?)

Sau

Shear(Q,n,u, 6)(P) = O+ Q0P +1g6 - (0P -n) -u. 9.72)
9.7.2 Forma matriciala
Pentru forma matriciald a transformdrii pe vectori deducem imediat, cum am mai ficut-o inainte, ca
Shear(n,u,0)(v) =v+tg6 - (n®u)-v

sau
Shear(n,u, 0)(v) = (5+tg6 - (n®u))-v, (9.7.3)

ceea ce inseamnd cd matricea partii vectoriale a forfecdrii este
Shear(n,u,0) = +tgf - (n®u). (9.7.4)
Pentru a determina matricea omogend de transformare a punctelor, plecdm de la relatia
Shear(Q,n,u, 0)(P) = Q+ Shear(n,u,0) - (P— Q) = Shear(n,u,0) - P+ (5 — Shear(n,u, 0)) - Q
sau, dacd explicitdm,

Shear(Q,n,u,0)(P) = (3+1tg6-(n®u))-P—tgh - (n®u)- Q. (9.7.5)
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De aici desucem cd matricea omogena a forfecérii este

Shear(Q,n,u, 0) = <I3 tig 90' (n®u) —tgh- ('11®“) ' Q> . 9.7.6)
Matricea extinsa este
Shear(Q,n,u,0) =
l+nuitgd  nouitg6 nyuitg®  —tg0(nzu1q3 +nauiqa +niuqr)
nuptg®  14+nouptg®  n3uptg®  —tgO(n3ungs +nousgs +niungn) (9.7.7)
- nuztg 6 mustg®  1+nuztg® —tgO(nsusgs +musgy+niuzqy) |
0 0 0 1

In particular, forfecarea de-a lungul axei Ox, paralel cu planul xOy este dati de matricea

Shear(0,k,i,0) =

Forfecarea de-a lungul axei Oy, paralel cu planul xOy este datd de matricea

10 0 0
Shear(0,k, j, 6) = 8 (1) tgle 8
00 0 1

Probleme

In aceasti sectiune, ABC este triunghiul de varfuri A(1,2,2), B(2,4,3), C(4,3,2).

Problema 9.1. Determinati imaginea triunghiului ABC printr-o rotatie de 45° in jurul dreptei care trece
prin punctele P(2,2,1) si O(1,1,1).

Problema 9.2. Determinati imaginea triunghiului ABC printr-o rotatie de 30° in jurul dreptei

x—1 y=-3 z-2
2 0 2

(A):

Problema 9.3. Determinati imaginea triunghiului ABC printr-o rotatie de 60° 1n jurul dreptei

x—y+z—1=0,
(A):
2x+y=0.

Problema 9.4. Determinati imaginea triunghiului ABC printr-o scalare simpld neuniforma, relativ la
punctul Q(2,5,3), de factori de scald (2,1, 3).
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Problema 9.5. Determinati imaginea triunghiului ABC printr-o scalare neuniforma generald, relativ la
punctul Q(2,5,3), de factor de scald s = 1, in directia vectorului v(1,3,2).

Problema 9.6. Determinati imaginea triunghiului ABC prin reflexia fatd de planul x —y 42z —1 = 0.

Problema 9.7. Determinati imaginea triunghiului ABC prin reflexia fata de planul care trece prin punc-
tele 0(0,0,0),P(1,1,1),0(1,3,2).

Problema 9.8. Determinati imaginea triunghiului ABC prin forfecarea de unghi 30°, relativ la planul
x—y—z—1=0, in directia vectorului v(1,1,0).

Problema 9.9. Determinati imaginea triunghiului ABC prin forfecarea de unghi 30°, relativ la planul
care trece prin punctele 0(0,0,0),P(1,1,1),0(1,3,2), in directia vectorului v(1,—1,0).
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