Curs 9 — Complexitatea algoritmilor

e Recursivitate
o Complexitate

Curs 8 — Testarea programelor
e Mostenire, UML

e Unit teste in Python

e Depanarea aplicatiilor Python



Recursivitate

O notiune e recursiva daca e folosit in propria sa definitie.

O functie recursiva: functie care se auto-apeleaza.
Rezultatul este obtinut apeland acelasi functie dar cu alti parametrii

def factorial (n):
mrmrrn
compute the factorial
n 1is a positive integer
return n!
if n==
return 1
return factorial (n-1)*n

e Recursivitate directa: P apeleaza P
e Recursivitate indirecta: P apeleaza Q, Q apeleaza P



Cum rezolvam probleme folosind recursivitatea:
e Definim cazul de baza: solutia cea mai simpla.
e Punctul in care problema devine trivialda (unde se opreste apelul recursiv)
e Pas inductiv: impartim problema intr-o variantd mai simpla al aceleasi probleme
plus ceva pasi simplii
e ex. apel cu n-1, sau doua apeluri recursive cu n/2

def recursiveSum (1) : def fibonacci (n) :
Compute the sum of numbers compute the fibonacci number
1 - list of number n - a positive integer
return int, the sum of numbers return the fibonacci number for a given n
#base case #base case
if 1==[]: if n==0 or n==1:
return 0 return 1
#inductive step #inductive step
return 1[0]+recursiveSum(1l[1l:]) return fibonacci(n-1)+fibonacci (n-2)

Obs recursiveSum(I[1:]):
I[1:] - creaza o copie a listei 1
exercitiu: modificati functia recursiveSum pentru a evita 1[1:]



Recursivitate in Python:
e la fiecare apel de metoda se creeaza o noua tabelda de simboluri (un nou

namespace). Aceastd tabeld contine valorile pentru parametrii si pentru variabilele

locale
e tabela de simboluri este salvat pe stack, cand apelul se termina tabela se elimina

din stiva

def isPalindrome (str) :

rmrmrn
verify if a string is a palindrome

str - string
return True 1f the string is a palindrome False otherwise

mrrn

dict = locals ()
print (id(dict),dict)

if len(str)==0 or len(str)==1:
return True

return str[0]==str[-1] and isPalindrome (str[l:-11])




Recursivitate

Avantaje:
e claritate
e cod mai simplu

Dezavantaje:
e consum de memorie mai mare
e pentru fiecare recursie se creeaza o noua tabela de simboluri



Analiza complexitatii
Analiza complexitati — studiul eficientei algoritmilor.

Eficienta algoritmilor in raport cu:
e timpul de executie — necesar pentru rularea programului

e spatiu necesar de memorie

Timp de executie, depinde de:
¢ algoritmul folosit
e (atele de intrare
¢ hardware-ul folosit

e sistemul de operare (apar diferente de la o rulare la alta).



Exemplu timp de executie

def fibonacci (n) :
mrmrn
compute the fibonacci number
n - a positive integer
return the fibonacci number for a given n
mrmrn
#base case
if n==0 or n==1:
return 1
#inductive step
return fibonacci (n-1)+fibonacci (n-2)

def fibonacci2 (n):

mirrn

compute the fibonacci number
n - a positive integer

return the fibonacci number for a given n
mirrn

suml = 1

sum2 = 1

rez = 0

for i in range (2, n+l):
rez = suml+sum?2
suml = sum2
sum2 = rez

return rez

def measureFibo (nr) :

sw = StopWatch ()

print "fibonacciZ (", nr, ") =", fibonacci2 (nr)
print "fibonacci2 take " +str(sw.stop())+" seconds"
sw = StopWatch ()

print "fibonacci (", nr, ") =", fibonacci (nr)

print "fibonacci take " +str(sw.stop())+" seconds”

measureFibo (32)

fibonacci2 ( 32 ) = 3524578
fibonacci2 take 0.0 seconds
fibonacci( 32 ) = 3524578

fibonacci take 1.7610001564 seconds




Eficienta algoritmilor

e Eficienta algoritmilor poate fi definita ca fiind cantitatea de resurse utilizate de algoritm (timp,
memorie).
Masurarea eficientei:
e analizd matematicd a algoritmului - analiza asimptotica
Descrie eficienta sub forma unei functii matematice.
Estimeaza timpul de executie pentru toate intrarile posibile.
e 0 analiza empirica a algoritmului
determinarea timpului exact de executie pentru date specifice

nu putem prezice timpul pentru toate datele de intrare.

Timpul de executie pentru un algoritm este studiat in relatie cu dimensiunea datelor de intrare.
e Estimdm timpul de executie in functie de dimensiunea datelor.
e Realizam o analiza asimptoticd. Determinam ordinul de marime pentru resursa utilizata (timp,

memorie), ne intereseaza in special pentru cazurile in care datele de intrare sunt mari



Complexitate

« caz favorabil - datele de intrare care conduc la timp de executie minim

BC(A) =minE(l
best-case complexity (BC): (A leD M)

o caz defavorabil — date de intrare unde avem cel mai mare timp de executie.

: WC(A) =maxE(l)
worst-case complexity (WC): leD

e caz mediu - timp de executie.

AC(A) =Y P(1E(I)
average complexity (AC): iD

A - algoritm; E(l) numar de operatii; P(I) probabilitatea de a avea | ca si date de intrare
D — multimea tuturor datelor de intrare posibile pentru un n fixat

Obs. Dimensiunea datelor (n) este fixat (un numir mare) caz favorabil/caz defavorabil se refera la un
anumit aranjament al datelor de intrare care produc timp minim/maxim



Complexitate timp de executie

e numaram pasi (operatii elementare) efectuati (de exemplu numarul de instructiuni, numar de
comparatii, numar de adunari).

o numarul de pasi nu este un numar fixat, este o functie, notat T(n), este in functie de dimensiunea
datelor (n), nu rezultd timpul exact de executie

e Se surprinde doar esentialul: cum creste timpul de executie in functie de dimensiunea datelor.

Ne ofer ordinea de mirime pentru timpul de executie (daca "=, atunci 3-n° = n°),
e putem ignora constante mici — daca N — « aceste constante nu afecteaza ordinea de marime.

Ex: T()=13-n°+42.n*+2-n-log,n+3-vn

O<log, n<n, vn>1g Jn<n, vn >1 putem conclude c¢a termenul N° domind aceastd expresie

Fiindca
cand n este mare

Ca urmare, timpul de executie a algoritmului creste cu ordinul lui "°, ceea se scrie sub forma

3 .
T(m € 0() i se citeste “T(n) este de ordinul N’



f:N>R

In continuare, vom nota prin f 0 functie si prin T functia care da complexitatea timp

de executie a unui algoritm, T:N >N

Definitia 1 (Notatia O, “Big-oh”). Spunem ca ' (M € O(T (M) daci exista ¢ si no constante pozitive

(care nu depind de n) astfel incat =T =c-f(n), — vn=zn,

Running Time

e
/
& o

h Input Size

Cu alte cuvinte, notatia O da marginea superioara



T(n)
m _
Definitia alternativi: Spunem ca ' (MW €O(f M) gacs " T(N) este 0 sau o constantd, dar nu_.

Observatii.

1. DacéT(n):13'n3+42'n2+2-n-logzn+3-\/ﬁ,atunCi e nd
T(n) € O(n°)

. Deci, putem spune ca

2. Notatia O este bund pentru a da o limitd superioard unei functii. Observam, totusi, ca daca

3 . . O(n* 5 o N . 3 3
T(n) €0("°) atunci este si O(n) O(N") etc atata timp cat limita este 0. Din aceastd cauzi avem

nevoie de 0 notatie pentru limita inferioara a complexitatii. Aceasta notatie este €2.



Definitia 2 (Notatia Q, “Big-omega”). Spunem ca | (M €(T(N) daca existd ¢ si no constante

pozitive (care nu depind de n) astfel incat 0 <¢ f(M =T, vn=n,

Running Time

Input Size

notatia 2 dd marginea inferioara

T(n)
m _ 7
Definitia alternativii: Spunem ci 1 (M € 2(f(M)daca " F(N) este o constantd sau_, dar nu 0.



Definitia 3 (Notatia ¢, “Big-theta”). Spunem ca ' (M €0(f(N) gacz T(M <O () ¢i daca

T(m e Q(T() altfel spus daca exista c1, c2 si No constante pozitive (care nu depind de n) astfel incat
cl- f(n)<T(n)<c2- f(n), vn > n,.

Running Time

L Input Size

notatia @ margineste 0 functie pana la factori constanti



T(n)
m—
Definitia alternativii Spunem ca T (M € 0(f(M) gaca " T(" egte o constantd nenuld (dar nu 0 sau

oo)_

Observatii.
1. Timpul de executie al unui algoritm este ?(f (M) daca si numai daca timpul sau de executie in

cazul cel mai defavorabil este O(f (M) i timpul sdu de executie in cazul cel mai favorabil este

Q(f(n)
2. Notatia O(f (M) este de cele mai multe ori folositd in locul notatiei o(t(m)
lim M _ 13
3. Daca T(M=13:n"+42:n%+2:n-log,n+3:n aynci > n°  peci, T(M <00")  Acest lucru

poate fi dedus si din faptul ca T(M € O(n*) i T(n) eQ(n’),



Sume

for i in range(0, n):
#some instructions

presupunand ca ceea ce este in corpul structurii repetitive (¥) se executa in f(i) pasi [ timpul de

executie al intregii structuri repetitive poate fi estimat astfel
T(n) = f()
i=1

Se poate observa ca, in cazul in care se folosesc bucle imbricate, vor rezulta sume imbricate. in
continuare, vom prezenta cateva dintre sumele uzuale:
Calculul se efectueaza astfel:

e se simplifica sumele — elimindm constantele, separam termenii in sume individuale

e facem calculul pentru sumele simplificate.



Exemple cu sume

Analizati complexitatea ca timp de executie pentru urmatoarele functii

def £1(n):
s =0
for i in range(l,n+1):
s=s+1i
return s

T(n) = Z;D 1=n-TMm) e oM

Complexitate (Overall complexity) o)
Cazurile Favorabil/Mediu/Defavorabil sunt identice

def £2(n):
i=0
while i<=n:
#atomic operation
i=1i+1

T(n) = Z;g 1=n-TMm) e oM

Overall complexity o(n)
Cazurile Favorabil/Mediu/Defavorabil sunt identice

def £3(1):
1 - 1list of numbers
return True 1f the 1ist contains
an even nr
poz = 0
while poz<len (1)
poz = poz+l
return poz<len (1)

and 1l[poz]%2 !=0:

Caz favorabil:
primul element € numar par: T(n) =1 € 6(1)
Caz defavorabil:
Nu avem numere pare in lista: T(n) = n € 0(n)
Caz mediu:
While poate fi executat 1,2,..n ori (acelasi probabilitate).
Numarul de pasi = numarul mediu de iteratii

Tm)=A+2+...4n)/n=mn+1)/2 > T(n) € O(n)

Complexitate o(n)




Exemple cu sume

def f£4(n):
for i in range(l,2*n-2):

for j in range (i+2,2*n):

#some computation

(2n-2) ~—2n (2n-2)
T(n)=z Z 1=Z (2n—i—1)
(i=1) (=i+2) (i=1)

pass (2n-2) (2n-2) (2n-2)
T(n) = z 2n — 2 i— 2 1
(i=1) (i=1) (i=1)
(2n-2)
T(n)=2nz 1-(@2n-2)(2n—-1)/2 - (2n—2)
(i=1)
T(n) =2n?-3n+1€0(®?) Overall complexity 6(n?)
def £5(): HR : = = _ v(2n-2) _
for 5 in range(l,2+n-2): Caz favorabil: While se executa odatd T(n) = ¥ ;2" 1=
j o= i+l 2n—2 € 0(n)
cond = True Caz defavorabil: While executat 2n — (i + 1)ori
while j<2*n and cond: (2n—2)
#felementary operation — s - — 2 _ 2
Lt comeCond: T(n) Z (Z2n—i—1)=...=2n*—-3n+1€ 060

cond = False

(i=1)
Caz mediu: Pentru un i fixat While poate fi executat 1,2..2n-i-
1 ori numar mediu de pasi:C; = (14 2+...42n—i—1)/2n—i —
1=...=(2n-10)/2

(2n-2) (2n-2)
T(n) =z » =Z 2n—10)/2 =...€ O(n?)
(i=1) (i=1)

Overall complexity 0(n?)




Formule cu sume;:

) suma constanta.

L. n(n+1)
= 2

suma liniard (progresia aritmetica)
Lo, n(n+1)(2n+1)
i 6

suma patratica

i=1 suma armonica

progresia geometricd (creste exponential)



Complexitati uzuale

T(m 0@ - timp constant. Algoritmul se executa in timp constant indiferent de
dimensiunea datelor.

T(n)  O(log, log, n) - timp foarte rapid (aproape la fel de rapid ca un timp constant)

T(n) € O(log, n) - complexitate logaritmica:
timp foarte bun (este ceea ce cautam, in general, pentru orice algoritm);

log,1000 ~ 10, log,1.000.000 ~ 20 .

complexitate cautare binard, inaltimea unei arbore binar echilibrat

T(n) € O((log, n)*) - unde k este factor constant; se numeste complexitate polilogaritmica
(este destul de buna);



Complexitati uzuale

T(n) € O(n) - complexitate liniard;

T(n) € O(n-log, n) - este 0 complexitate faimoas, intalnitd mai ales la sortiri

(MergeSort, QuickSort);

2
T(n) € 0O(n%) - este complexitate patratica (cuadratica),

daca n este de ordinul milioanelor, nu este prea buna;

k
T(n) e 0O(m) - unde k este constant; este complexitatea polinomiala

(este practica doar daca k nu este prea mare);

n 3 ) C N el
T(n) €0(2"), 0(n), O(n)  _ complexitate exponentiald (algoritmii cu astfel de complexitati sunt
practici doar pentru valori mici ale lui n; " <10, n< 20y,



Recurente

O recurenta este o formuld matematica definita recursiv.

Ex. numarul de noduri (notat N(h)) dintr-un arbore ternar complet de inaltime h ar putea fi descris sub
forma urmatoarei formule de recurenta:

N(0) =1
{N(h)zB-N(h—l)Jrl, h>1

Explicatia ar fi urmatoarea:
e Numarul de noduri dintr-un arbore ternar complet de inaltime 0 este 1.
e Numarul de noduri dintr-un arbore ternar complet de inaltime h se obtine ca fiind de 3 ori

numarul de noduri din subarborele de inaltime h-1, la care se mai adauga un nod (radacina

arborelui).

Daca ar fi sa rezolvam recurenta, am obtine ca numdrul de noduri din arborele ternar complet de

h
N(h) =3"-N(Q) +(1+3' +3 +..+3") = 33
inaltime h este &



Exemple

def recursiveSum(l) :

"""Compute the sum of numbers
1l - 1list of number
return the sum of numbers
#base case
if 1==[]:
return 0
#inductive step
return 1[0]+recursiveSum(l[1l:])

mrmn

) _ 1forn=20
Recurrence: T(n) = {T(n — 1) + lotherwise

Tm)= Tn—-1)+1
Tm—1)=Tn—-2)+1
Tm—2)=T(n—3)+1=>T(n)=n+1€0(n)

Ty = T(0)+1

def hanoi(n, x, vy, z):

mrrn

n —-number of disk on the x

stick

X - source stick

y - destination stick

z — 1intermediate stick
if n==1:

print ("disk 1 from",x,"to",y)
return
hanoi (n-1, x, z, V)
print ("disk ",n,"from",x,"to",y)
hanoi (n-1, z, vy, X)

. _ 1forn =1
Recurrence: T(n) = {ZT(n — 1) + lotherwise
T(n)= 2T(n—1)+1
Tn—1)=2T(n—-2)+1=
T(n—2)= 2T(n—3)+1
T(1)=  T(0)+1
Tm)=  2T(n—1)+1
2T(n—1)= 2°T(n—2)+2
2°T(n—2) = 23T(n —3) + 22
20-D7(2) =20-DT(1) + 20D
T(n) =20 4+ 1424224234, 420072

T(n) =2"—1€ 02"




Complexitatea spatiu de memorare

Complexitatea unui algoritm din punct de vedere al spatiului de memorare estimeaza cantitatea

de memorie necesara algoritmului pentru stocarea datelor de intrare, a rezultatelor finale si a

rezultatelor intermediare. Se estimeaza, ca si timpul de executie al unui algoritm, in notatiile O, 0, 2.

Toate observatiile referitoare la notatia asimptoticd a complexitatii ca timp de executie sunt valabile si

pentru complexitatea ca spatiu de memorare.



Exemplu

Analizati complexitatea ca spatiu de memorare pentru urmatoarele functii

def

iterativeSum(1l) :
mrmrrn
Compute the sum of numbers
1 - 1list of number
return int, the sum of numbers
mrrn
rez = 0
for nr in 1:
rez = rez+nr
return rez

Avem nevoie de spatiu pentru numerele din lista

T(n) =ne€omn)

def

recursiveSum (1) :
Compute the sum of numbers
1 - 1list of number
return int, the sum of numbers
rmrrn
#base case
if 1==[]:
return 0
#inductive step
return 1[0]+recursiveSum(1l[1l:])

Oforn=1

Recurenta:T'(n) = {T(n — 1) + lotherwise




Analiza complexititii (timp/spatiu) pentru o functie
1 Daca exista caz favorabil/defavorabil:
o descrie Caz favorabil
» calculeaza complexitatea pentru Best Case
o descrie Worst Case
o calculeaza complexitatea pentru Worst case
o calculeaza complexitatea medie
o calculeaza complexitatea generala
2 Daca Favorabil = Defavorabil = Mediu — (nu avem cazuri favorabile/defavorabile)
e calculeaza complexitatea

Calculeaza complexitatea:
e daca avem recurenta
e calculeaza folosind egalitati
o altfel

e calculeaza folosind sume



Curs 9 — Complexitatea algoritmilor

e Recursivitate
o Complexitate

Curs 10 — Cautari sortari
e Cautari

e Sortari



