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Introducere

Extinderea ariei de cunoastere a elevilor in legaturd cu
numerele complexe, si formarea priceperilor si
deprinderilor in rezolvarea unor probleme de geometrie
cu ajutorul numerelor complexe.

Reamintirea cunostiintelor legate de numerele complexe.

Prezentarea proprietdtilor principale ale numerelor
complexe

Definirea cu ajutorul numerelor complexe a catorva
termeni din geometrie.

Prezentarea unor aplicatii, exercitii si probleme propuse
pentru teme individuale si pe grupe

Evaluarea cunostiintelor acumulate de studenti.




TEOREMA

Afixul unui punct care imparte un segment
intr-un raport dat

AM

A(2).B(b).M(z), M € [AB] ai. =z = k > 0.
1k

k+1 2 k+1

Atunci z = b.

A(a),B(b)M(z), B € [AM] a.i. “M _ 4

) h MB
A |7 — . - b.
tunci z P a+k+1 b

AM
A(a).B(b),M(z), A€ [MB] ai. Tz =k <0.
k

1 a-+ b
k+1 k+1

Atunci z =




Conditii de coliniaritate, perpendicularitate
si conciclicitate

Z3— 21

€ R*.

Ml(Zl), MQ(ZQ), M3(Z3) sunt coliniare <
Z — 71

Z1 — 22
Z3 — Z4

Biraportul a patru numere complexe:
Z1 —Z3 21 — Z4

ei-R*.

MiMy1 M3sMy <

(21,22,23724) - .
Zy) — 23 2Zp — Z4

Mi(z1), Ma(22), M3(z3), Ma(za) sunt coliniare sau
conciclice < (z1, z2, 73, z4) € R*.




TEOREMA

Triunghiuri asemenea

Fie Al(al), /42(51)2)7 A3(a3), Bl(bl), Bz(bz), B3(b3).56
dau triunghiurile A1A2As si B1ByBs la fel orientate.
U.a.s.e:

A1A2A3 ~ B1B>B3
a—a  b—Db
aa—a b3—b
1 1 1

dy dp asz| = 0.

by b b3




TEOREMA

Triunghiuri asemenea

Fie Ml(Zl), MQ(ZQ), M3(Z3). U.a.s.e:

triunghiul My My M5 este echilateral
z -5+22-52+23 =0;

1 1 1 1 1 1 1 1 1

z21 2 z3a|=\|\zn zz z1|=|z3 zn 2| =0
Zy Z3 Z1 z3 Z1 22 Z1 2 Z3
212+222+z32 =712+ 2-23+ 23 71.
Z—z1 73— 2

3—20 z1—2z3
1 1 1 21+ 22+ 23

+ + =0, unde z =
z—z1 ZzZ—2 zZ—23 3

(z1+e-z+e-z) (a+e znte-z3)=0,




Ecuatia dreptei si a cercului

TEOREMA

Ecuatia generald a unei drepte in plan este:
3-Zz4+a-z+b=0,aeC*beR,z=x+1i"-y.

a+a

Pentru a # 3 panta dreptei este egald cu — .

Conditii de ||, L, x pentru dreptele:
di1:31-Z14+a1-z1+b1=0si
dh:d-zpt+az+b=0,a #0,a #0.
a a
di || dr & a = 2
a ar
dLdet+2o0
dai an

ai 52
dv, d> sunt concurente & — # —
ai as




Ecuatia dreptei si a cercului

TEOREMA
Ecuatia unei drepte in plan determinata de doud puncte
z1 z1 1
avand afixele z1 si zp este:|zo z» 1| =0.
z z 1

Condlitia de coliniaritate a trei puncte avand afixele
71, 2, z3 se justificd repede ca fiind echivalentd cu:
z1 z1 1

Z2 22 1| =0.

Z3 23 1

Ecuatia unei drepte care trece prin punctul de afix zy

paraleld cu dreapta: d :3-Z+a-z+ b =0 este
a ,_ _
z—zp=——-(Z2— 7).
0=—(z2-2)




TEOREMA

Ecuatia dreptei si a cercului

Ecuatia dreptei date prin punctul de afix zy care este

perpendiculard pe dreapta d :a-Z+a-z+ b =0 este
3

3:2—20:5-(2—20).

Afixul piciorului perpendicularei din punctul de afix z
pedreaptad:a-zZ+a-z+ 3 =0 este
- Zy — a - 20 — ﬂ
2 -«
Distanta de la un punct de afix zy la o dreaptd
d:a-z+a-z+ =0,a#0 este:
D:‘a'Zo—i-@'fo-i-,B‘

2-Vo-a




Ecuatia dreptei si a cercului

TEOREMA
ol Aria triunghiului determinat de trei puncte de afixe
71,22, Z3 este:

k! z1 1
A:|A|,A:—'ZZ 22 1.
4 _
zz zz3 1

10 Ecuatia unui cerc in plan este:
z-Z+a-z+a-z2+p=0,0aeC BeRz=x+y-i




DEFINITIE

TEOREMA

Produsul real a doua numere complexe

Se numeste produs real al numerelor complexe a, b,

1 _
numrul: a@b:§-(§-b—|—a-b).

Daca A(a), B(b) sunt puncte distincte si diferite de
0(0) atuncia®© b=0< OA L OB.

Numdrul a ® b este egal cu valoarea absolutd a puterii
originii O(0) fatd de cercul de diametru AB, unde
A(a),B(b) si a,b numere complexe distincte nenule.
Fie A(a),B(b),C(c),D(d) puncte distincte. U.a.s.e.:
AB L CD
(b—a)o(d—c)=0




DEFINITIE

TEOREMA

Produsul complex a douda numere complexe

Se numeste produs complex al numerelor

complexe,nenule si distincte a,b, numarul:

a®b—1 (3-b—a-b).

Dacid A(a), B(b) sunt puncte distincte si diferite de
O(0) atuncia®@ b=0< 0, A, B coliniare.

o b 2-i-ApoaB , OAB e direct orientat
a =
-i-Apoag ., OAB e invers orientat

Apagc =+55 - (a®@b+b®c+c®a)

Fie A(a), B(b), C(c) puncte distincte. U.a.s.e.:
A,B,C coliniare
(b—a)®(c—a)=0
a®b+b®c+c®a=0




DEFINITIE

Transformari geometrice

Translatia

Fie b € C. z se translateaza cu vectorul b in
z'=z+b.
Rotatia

Rotatia de centru O si unghi @ are exprimarea:
Z=a-z, laj=1sia=cosp+i-sinep.

Simetria
a) Simetria de centru A are ecuatia: 2/ =2-zp — z.
b) Simetria axiald in care axa de simetrie este axa
OX are ecuatia: z/ = Z.
Omotetia
Fie zy € C si a € R*. Prin omotetia de centru zy si
raport a, z se transformd in 2/ = zy + a- (z — zp).
Omotetia de centru O si raport a se exprima prin:
Z=a z




APLICATIE

Exercitiul 1

Fie C1, Gy, G5, C4 patru cercuri in plan si My, My
punctele de intersectie ale Iui C; cu Cy, Ny, No punctele
de intersectie ale lui Cy cu C3, P1, Py punctele de
intersectie ale lui C3 cu C4 si Qq, Q> punctele de
intersectie ale lui C4 cu Cy. 53 se demonstreze ci

My, N1, P1, Q1 sunt conciclice < My, Ny, Py, Qy sunt
conciclice.




Exercitiul 1

My, Mo, @1, @2 € Ci = (q1, M2, m1, q2) € R*

Ml, MQ, Nl, /V2 S C2 = (ml,nz, n, mg) € R*

N1, Na, Py, Py € C3 = (n1, p2, p1, m) € R*

P1,P2,Q1, Q2 € C4 = (p1,q2,q1,p2) € R

My, Ny, P1, Q1 conciclice < Ry = (my, p1, n, q1) € R*
My, Na, P2, Q> conciclice < Ry = (my, p2, n2, q2) € R*
Din calcule, R € R* & R, € R*.




Exercitiul 2

VHR(ONRIER Fie A(za), B(zg), C(zc), D(zp) patru puncte pe un
cerc. Ardtati ca picioarele perpendicularelor din A, B pe

dreapta CD si picioarele perpendicularelor din C,D pe
dreapta AB sunt conciclice.




Exercitiul 2

consideram cercul unitate
AB:z+a-b-Zz—a—b=0si
CD:z4+c-d-Zz—c—d=0

afixele picioarelor perpendicularelor din A si B pe CD
sunt A, respectiv B':

1
=>a/:§-(a+c+d—§-c~d)$i
1 _
B=3-(btctd-b-c-d

afixele picioarelor perpendicularelor din C si D pe AB
sunt C', respectiv D':

1
:>c’:§-(c—|-a+b—5-a~b),si
1 _
d'=>-(d+a+b—d-a-b)

A" B, C', D' sunt conciclice < (a',b',c’,d") € R*




Exercitiul 3

INNI@NIRISN Se construiesc in exteriorul triunghiului ABC patratele
BCDE,CAFG, ABHI. Fie GCDQ si EBHP paralelograme.
53 se demonstreze c3 triunghiul APQ este isoscel.




Exercitiul 3

E =Rpgor0°(C) e e=b(l+i)—c-i
H=Rgop(A) & h=b(l—i)+a-i
D=Rcowe(Bed=c(l—i)+b-i

G =Rcoe(A) = g=c(l+i)—a-i

HBEP paralelogram < p=b—c-i+a-i

CGQD paralelogram < q=c+b-i—a-i
AP=|p—al=|b—c-i+a-i— a3
AQ=|g—al=|c+b-i—a-i—al=|i|-AP = AP
= AABC isoscel




Exercitiul 4

INARIONRIER Pitratele BCDA si BKMN au varful comun B si sunt la
fel orientate. S3 se demonstreze cd mediana BE a

triunghiului ABK este perpendiculard pe CN.




Exercitiul 4

B(0), C(c) si K(k).

A= Rg z(C) « A(ci).

BCDA patrat D(a+ ¢ — b) = D(c + ci).

N = Rg z(K) & N(ki).

BKMN patrat M(n+ k — b) = D(k + ki).
ci+ k)'

E este mijlocul laturii AK < E(
BELCN < (e—b)®(n—c)=0




Evaluare

DISFINIBRISN Evaluarea este o components integratd a procesului de
Tnvatamant, alaturi de predare si Tnvatare, care vizeazd
mdsurarea, verificarea nivelului de Tnsusire a
cunostintelor de catre elev si notarea acestuia.

METODE DE
EVALUARE:

evaluare orala :

intrebari teoretice
rezolvarea de probleme la tabld
verificarea muncii individuale, a temelor si a proiectelor

evaluare scrisa:

test de verificare
lucrare de control




Test de verificare

Timp de lucru 50 de minute

(1.5p) Pe laturile patrulaterului ABCD se construiesc in
exterior triunghiurile dreptunghice isoscele AMB, BNC,
CPD, DQA. S5 se arate ca MPL NQ.

(1.5p)Dacd ABC ~ A'B'C’ si O in plan, iar Ay varful
AAA'Aq, By este varful ABB'By si Cy varful ACC' Gy
cu centrul de greutate O, atunci A1B1C; ~ ABC.

(3p) Fie AABC si AA1B1C a.l.

A1 € BC,B;, € CA, G € AB si le impart pe acestea in
raportul k. 53 se arate cd AABC si AA1B1Cy au acelasi
centru de greutate.

(3p) Enuntati si demonstrati proprietatea referitoare la
conciclicitatea a patru puncte distincte doua cate dous.

Se acordd 1 punct din oficiu. Succes!




Test de evaluare

Toate subiectele sunt obligatorii.
Se acorda 1p din oficiu.
Timp de lucru : 1h

(1p) Alegeti varianta corectd si motivati rdspunsul:
Centrul de greutate al unui triunghi cu vérfurile
A(a), B(b), C(c) are afixul: a) a+ b+ ¢
b)a-l-b-l-c C)a—i-b-l-c

2 3
(2p) Enuntati si demonstrati cu ajutorul numerelor
complexe teorema lui Pappus.

(1p) Scrieti o conditie necesard si suficientd pentru ca
un triunghi ABC sa fie echilateral

(0.5p) Dreapta lui Simson este dreapta formata din




Test de evaluare

(2p) Fie O si H centrul cercului circumscris, respectiv
ortocentrul triunghiului ABC, iar Q simetricul lui H fat3d
de O. Fie Ty, T, T3 centrele de greutate ale
triunghiurilor BCQ, CAQ, ABQ. S3 se demonstreze ca:

4
ATy =BT, = (T3 = 3 - OA

(2p) Fie punctele A(a),B(b),C(c) al. a+ b+ c#O0si

punctele M(a®? +a-b+a-c), N(b>+b-c+b-a),

P(c? + c-a+ c- b).S5 se giseasci o relatie intre

triunghiurile MNP si ABC.

(0.5p) Stabiliti dacd este adevarat sau fals si justificati

raspunsul:

Punctele A(a),B(b),C(c)) doud cate doud distincte sunt

3—2 %
eR

n—7

coliniare daca si numai daca




APLICATIE

Metoda R.A.IL

metoda se poate folosi la Tnceputul lectiei pentru a
verifica cunostiintele elevilor

Primul elev intreabd care este afixul mijlocului unui
+b

2

Al doilea elev continud si intreabd care este afixul
centrului de greutate al unui triunghi ABC. Cel intrebat
at+b+c

3

Al treilea elev poate intreba care este biraportul a patru
z1—23  Z1—2Z4

. v v a
segment [AB] , iar urmatorul rdspunde:

rdspunde cu:

numere, iar cel intrebat va raspunde:
Zn—2z3 22—z




Metoda 3-2-1

evaluare a procesului de predare-invatare dupa citeva
ore de curs

elevii scriu: 3 concepte din ce au Tnvatat, 2 idei despre
care ar dori sa Tnvete mai multe Tn continuare si o
capacitate pe care au dobandit-o in urma activitatii de
predare-Tnvatare.

APLICATIE

[N 3: coliniaritatea a trei puncte , perpendicularitatea a
doud drepte, conciclicitatea a 4 puncte

2: transform3ri geometrice, produsul real al numerelor
complexe

1: rezolvarea problemelor de geometrice prin metode ale
Analizei Complexe




Harta conceptuala

Numere complexe
_ aplicate in geometrie

tipuri de
rezolvari tipuri de
rezolvari

tipuride  tipuri de
rezolvari  rezolvari

Probleme de coliniaritate Probleme de constructie
de figuri geometrice

Probleme de paralelism

Probleme de asemanare si perpendicularitate

exemple exemple exemple exemple

Pb 3.1 Pb27.4 ex 5.7 ex 5.9
ex 5.8
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