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Introducere

@ Scopul acestui optional este de a extinde aria de cunoastere a
elevilor in legdturd cu numerele complexe, si formarea
priceperilor si deprinderilor in rezolvarea unor probleme de
geometrie cu ajutorul numerelor complexe.

e In prima parte a acestui optional vor fi reamintite cunostiinte
generale legate de numerele complexe. Apoi vor fi prezentate
proprietdtile principale ale acestora si vor fi definite cu ajutorul
acestora termeni din geometrie.

@ La finalul prezentarii continutului notional matematic, elevii
vor avea o sectiune de aplicatii, teme individuale si pe grupe
Tn urma carora vor fi evaluate cunostiintele acumulate de
studenti.
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Afixul unui punct care imparte un segment intr-un raport dat

Teorema 2.1

Cazul | A
A(a),B(b),M(z), M este pe segmentul AB a.i. B~ k > 0.
. 1 k
Atunci z = K1 -a+ K1 - b.
Cazul 11
. AM
A(a),B(b),M(z), B este pe segmentul AM a.i. VB~ k < 0.
. 1 k
Atunci z = Eol -a+ K1 - b.
Cazul 111
. AM
A(a),B(b),M(z), A este pe segmentul MB a.i. VB~ k <0.
1 k
A P . - b.
tunci z K1 a+k+1 b
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Conditii de coliniaritate, perpendicularitate si conciclicitate

Teorema 3.1

1.Punctele M;(z1), Ma(z2), M3(z3) doud cate doua distincte sunt

Z3— 24

coliniare daca si numai daca € R*.
z—71

2.Fie M1(z1), Ma(22), M3(z3), Ma(z4) doud céte doud distincte.
Dreptele My M, si M3 M, sunt perpendiculare daca si numai daca
zZ1— 2 .

—¢ci-R%.

Z3 — 24

3. Introduc notiunea de biraport a patru numere complexe prin:
z21—23 721 — Z

(21722723724) = :

Z— 273 2o — Z4
Fie Mi(z1), Ma(22), M3(z3), Ma(z4) doud cate doud distincte.
Punctele sunt coliniare sau conciclice < (z1, z2, z3, z4) € R*.
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Triunghiuri asemenea

Teorema 4.1

Fie Al(al), Az(ag), A3(a3), Bl(bl), Bz(bz), B3(b3).5€ dau
triunghiurile A1AxAs si B1B>Bs. Stiind cd cele doua triunghiuri
sunt la fel orientate putem spune ca urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

i) triunghiurile A1A2Asz si By BaBs sunt asemenea in aceasta ordine
wd2—ar b—b
1l =

a3 — ai b3 — b1

1 1 1
iii) dy 42 as =0.
bi by b3
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Triunghiuri asemenea

. .. . 27 .. 2w
Fie Mi(z1), Ma(22), M3(z3). Stiind cd e = cos(?) +i- sm(?)
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
i)triunghiul My My Ms este echilateral
ii)zl-5+22-52+23 =0;
1 1 1 1 1 1 1 1 1
III) Z1 2o Z3| = |Zp Z3 Z1| = |Z3 Z1 22 =0
z 73 Z1 z3 71 2 z1 2 z3
VZ+ 2242 =2+ -53+25 2.
2 — 21 Zz3 — 22
v) = .
Z3 — 22 Z] — Z3
1 zZ1+z2+z
vi) + + =0, unde z = M
z—z21 zZ—2 Z—273 3

viif(zn+ ezt z3) (e zn+e-23) =0,
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Ecuatia dreptei si a cercului

Teorema 5.1

1. Ecuatia generald a unei drepte in plan este:
a-z+a-z+b=0,acC*beRz=x+i-y
+a .
— - .

) . a
Pentru a # a panta dreptei este egald cu

2. Conditii de paralelism, perpendicularitate si concurenta pentru

dreptele:
di:a1-z1+a1-z1+b1=0sidb:a-zp+ar-z+b,=0,
a #0,a2#0.

a 32
i || dp & = =

31 32
)dlLd2<:>*+*—0

as

a
iii)dy, d» sunt concurente & — # —=
dl ar
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Ecuatia dreptei si a cercului

3. Ecuatia unei drepte in plan determinata de doud puncte avand

Z1 21 1
afixele zy si zp este:|zy z 1| =0.
z z 1
4. Conditia de coliniaritate a trei puncte avand afixele z1, zp, z3 se
Z1 21 1
Justificd repede ca fiind echivalenta cu: |zo z» 1| =0.
zZ3 23 1

5. Ecuatia unei drepte care trece prin punctul de afix zg paralela cu
a
dreapta: d:a-z+a-z+b=0estez—zp=——-(z — Z).
a
6. Ecuatia dreptei date prin punctul de afix zg care este
perpend:cu/ara pedreaptad:a-z+a-z+ b= 0 este

d: z—zo_f (z — 20).
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Ecuatia dreptei si a cercului

Teorema 5.3

7. Afixul piciorului perpendicularei din punctul de afix 2y pe
Q-z0— Q-2 —
dreaptad:a-zZ+a-z+ =0 este z= 0 0=/

2.«
8. Distanta de la un punct de afix zy la o dreaptd
- a-zg+a-z9+ f
d:a-z+a-z+8=0,aa# 0 este: D =
B # —

9. Aria triunghiului determinat de trei puncte de afixe z1, zp, z3

este:
PE! z1 1
A:’A|,A:*'22 22 1].
4 _
zz z3 1

10. Ecuatia unui cerc in plan este: z-z+a-z+a-z+ =0,
a€C, peRz=x+y-i.
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Transformari geometrice

Teorema 6.1

1. Translatia

Fie b € C. z se translateazd cu vectorul b in z'=z+b.
2. Rotatia

Rotatia de centru O si unghi ¢ are exprimarea: z/ = «a - z,
la] =1 sia=cosp+i-singp.
3. Simetria

a) Simetria de centru A are ecuatia: z/ =2 - zp — z.

b) Simetria axiald in care axa de simetrie este axa OX are
ecuatia: z/ = z.
4. Omotetia

Fie zg € C si a € R*. Prin omotetia de centru zy si raport a, z
se transformd in z/ = zg + a- (z — zp). Omotetia de centru O si
raport a se exprim3 prin: z' = a- z.
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Aplicatii

1. Fie C1, Gy, G3, Gy patru cercuri in plan si My, My punctele de
intersectie ale lui C; cu Gy, N1, N> punctele de intersectie ale lui
Gy cu G3, Py, P> punctele de intersectie ale lui C3 cu Cy si Q1, Qo
punctele de intersectie ale Iui C4 cu Cy. 53 se demonstreze ca
My, Ny, P1, @1 sunt conciclice < My, N>, P>, Q> sunt conciclice.
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Aplicatii

Demonstratie:

Pe cercul C; se afl3 punctele: My, M, Q1, Q-.
qg—m  q—Qq

:>(q11m21m17q2) e R* = a1 = : ER*
my —mp m2— Q2
Pe cercul G, se afla punctele: My, My, N1, N>.
mp —m mi — mo
:(mlananlva)ER*:a2: ! . ER*
np—ny  M—m
Pe cercul C3 se afla punctele: Ny, N, Py, Ps.
n—p1 nmn-—nm
= (n1, p2,p1,m) ER* = a3 = : € R*
p2—p1 p2—nm
Pe cercul C4 se afld punctele: Py, P2, Q1, Q2.
pL—q1  pL— P2
:>(P1aQ2>qlaP2)€R*:>a4: : c R*

P—q G —p2
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Aplicatii

My, Ny, P1, @1 conciclice & Ry = (my, p1, 1, q1) € R*
m —n m—qi
pL—m  pr—q1
Mo, Ny, P>, Q> conciclice & R, = (mz,pz, ny, QQ) € R*
my—ny mx—Qqz

S R = c R*

SRy = : € R*
p2—n  p2—Qq2
m—m m —q1 np—n mp—m M —AQqi
Rlz . = an - . .
pr—m p1—q1 pr—n n—my p1—q
R a n—ny p2—nn mp—m p1—Aq
1: . . .

NP1 M—M py—p m—m m—m m—q
p2—p1 p2—n
Rlz_Q.P2_n2.m1—m2'P1_QI:PI_P2'P1_P2_Q2_Q1
a p2—p1 Nn2—m2 G2—q1 q2—pP2 q2— P2 M —Qqi1
244 P2—np mp—nm g—q1
as Q—p2 Mm—m M —q

R =
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Aplicatii

Rlzaz‘ém_ 1 p2—m mi—m2 g2—q1
as qa—m  q1— Q2 g2 — P2 nNp—mp mp—qQqi
my—my m—q
qi—m M —Qq
my—mp g1 — Q2

R dp-dqg pP2— N2 M2 — Q2 dx-da4 nNp—p> nNp—mp
= — . . P . .
a-ar qx—p2 np—nm a-ar qx—p2 q2—m
az - a4
:—7-R2
as - ai

Deci R € R* & R, € R*.
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Aplicatii

2. Fie A(za), B(zg), C(zc) patru puncte pe un cerc. Aratati cd
picioarele perpendicularelor din A, B pe dreapta CD si picioarele
perpendicularelor din C,D pe dreapta AB sunt conciclice.
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Aplicatii

Demonstratie:

Fie cercul unitate, si A, B, C, D patru puncte pe acest cerc. In
acest caz avem:
AB:z+a-b-z—a—-b=0siCD:z+c-d-z—c—d=0
Picioarele perpendicularelor din A si B pe CD sunt A’, respectiv
B’, de afixe:

:>a’:%-(a+c+d—5-c-d) si b’:%‘(b—l—c—i-d—E-c-d)
Picioarele perpendicularelor din C si D pe AB sunt C’, respectiv
D', de afixe:

:c’:%-(c+a+b—a.a-b) si d’:%-(d+a+b—8-a-b)
A, B’ C' D' sunt conciclice & (a',b',c’,d") € R*
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Aplicatii

R_d—b—é-c-d+E-a-b_d—a—B~c-d+E~a~b
c—b—3a-c-d+d-a-b c—a—b-c-d+d-a-b
(a—c)-a—b-(c—a)-c d-(b—c)-b—a-(c—b)-
(a—d)-a—b-(d—a)-d’ b
_(a—c)-(d-a+b-Tc (
(

Q.

a

(o)
—~
o
|
Q.
~—
oy
-
II(\J
—
Q.
|
o
N—r
Q1| Ol
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Aplicatii

3. Presupunand c3 triunghiurile ABC si A1 B1Cy sunt asemenea si
cd triunghiurile AA1A>,BB1B, si CCL G, sunt si ele asemenea
aratati ca triunghiurile A2 B, C, si ABC sunt asemenea.
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Aplicatii

Demonstratie:

AABC ~ AAB, G &

AABC ~ AA1B1 (G &

AAA]_A2 ~ ABBlBZ A

al —a
by —b

(b2

<~ a—a=

ABBle ~ ACCl C2 =4

1 1 1
an bg () =0
a b c
1 1 1
b— by —
al bl (5] =0 3: L 1
2 b c c—a C1 — ai
1 1 1 al —a b1—b
a a a| =0 — :b—b
b b b 274>
al a
- = -(by—b
b) < ap a—i—bl_b (b2 )
1 1 1
bl—b i —C
1 b by — b
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Aplicatii

b1 — b
e by—b=—"
i —C
Rezulta c3: a = a+ .
Ci —C
1 1 1 1 1
A= d» b2 G| =
a b c A=< 1,

Kl=a-(ct—c)+

(—c)eby=b+

b; —b
Ci —C

(2 —¢)

- (ca — €). Atunci:

1 1

-|K1 K2 K3|, unde:

b c

aa—a)(a—c)=a(aca—c)+a(c—c),

(
K2:b-(cl—c)—l—)(bl—b)-(cz—c):b~(c1—cz)—|—b1-(C2—c)

1

= “lai(ce —c¢) bi(cx—c) cal(e—c)
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Aplicatii

4. Se construiesc in exteriorul triunghiului ABC patratele
BCDE,CAFG, ABHI. Fie GCDQ si EBHP paralelograme. S3 se
demonstreze c3 triunghiul APQ este isoscel.
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Aplicatii

Demonstratie:

E se obtine din C prin rotatie Tn jurul lui B cu 270°

& e=b+(c—b) [cos270°+i-sin270°] = b+ (c — b) - (—i) =
b(1+i)—c-i

H se obtine din A prin rotatie in jurul lui B cu 90°

< h = b+(a—b)-[cos90°+i-sin90°] = b+(a—b)-i = b(1—i)+a-i
D se obtine din B prin rotatie Tn jurul lui C cu 90°

< d = c+(b—c)-[cos90°+i-sin90°] = c+(b—c)-i = c(1—i)+b-i
G se obtine din A prin rotatie n jurul lui C cu 270°

s g=c+(a—c) [cos270°+i-sin270°] =c+(a—c) - (—i) =
c(l+i)—a-i

HBEP paralelogram < p+b=h+e<sp=b—c-i+a-i
CGQD paralelogram < g+ c=d+ g
&qg=2-c+b-i—a-i—c=c+b-i—a-i
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Aplicatii

AP=|p—al=|b—c-i+a-i—a
AQ=|g—al=|c+b-i—a-i—a|l=|i|-|—c-i+b—a+a-i|=
1-AP = AP

= AABC isoscel
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