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Universitatea ”Babeş-Bolyai” Cluj-Napoca

1 Iulie 2014
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REZUMAT

� Teoria Geometrică a Funcţiilor
= Analiză Complexă + Geometrie;

� Aplicaţii ale Informaticii ı̂n Matematică;

� Studiul Funcţiilor Analitice Remarcabile;

� Clasele Speciale de Funcţii Univalente;

� Observarea proprietăţilor funcţiilor din reprezentările
grafice.

Rezultatele au fost prezentate la sesiunea de comunicări din
cadrul Conferinţei Naţionale ”Didactica Matematicii”.
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CAPITOLUL I

Noţiuni preliminare

� noţiuni generale despre funcţiile olomorfe;

� notaţii ce vor fi utilizate ı̂n lucrare.
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CAPITOLUL II

Funcţii univalente

� funcţii univalente şi local univalente;

� clase speciale de funcţii univalente:
� clasa funcţiilor normate univalente pe discul unitate;
� clasa funcţiilor stelate;
� clasa funcţiilor convexe;
� clasa funcţiilor α-convexe;
� clasa funcţiilor spiralate.



MOTIVAŢIE CUPRINS EXERCIŢII PROPUSE BIBLIOGRAFIE

CAPITOLUL III

Imaginea unor cercuri de raza r prin funcţii analitice
remarcabile

� aplicaţii concrete
= imaginea unor cercuri de rază r prin funcţii remarcabile;

� ideea de bază: observarea proprietăţilor funcţiilor.
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FUNCŢII UNIVALENTE

Definiţie

A ⊆ C domeniu, f : A → C. f univalentă pe A dacă f este olomorfă şi
injectivă pe A.

Observaţie

Hu(A)=mulţimea Funcţiilor Univalente pe A
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FUNCŢII UNIVALENTE

Aplicaţie

Să se reprezinte cercurile cu centrul ı̂n origine şi de rază r,
Cr = C(0; r) prin funcţiile fa, unde
fa(z) = z + az2, a ∈ {0.3, 0.5, 0.6}, iar r ∈ {0.5, 0.7, 0.9, 1}
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FUNCŢII UNIVALENTE

Figure: a=0.3,r=0.5 Figure: a=0.3,r=0.7 Figure: a=0.3,r=0.9
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FUNCŢII UNIVALENTE

Figure: a=0.5,r=0.5 Figure: a=0.5,r=0.7 Figure: a=0.5,r=0.9
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FUNCŢII UNIVALENTE

Figure: a=0.6,r=0.5 Figure: a=0.6,r=0.7 Figure: a=0.6,r=0.9
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CLASA S
CLASA FUNCŢIILOR NORMATE UNIVALENTE PE

DISCUL UNITATE

Definiţie

S = {f ∈ Hu(U) | f (0) = 0, f ′(0) = 1}

Exemplu

Funcţia f : C → C, f (z) = az2 + z cu a ∈ (−
1

2
,

1

2
) este univalentă.

[6]
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CLASA S∗

CLASA FUNCŢIILOR STELATE

Definiţie

S∗ =

{

f ∈ H(U) | f (z) = z + a2z2 + . . . , Re(
zf ′(z)

f (z)
) > 0, z ∈ U

}

.
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CLASA S∗

CLASA FUNCŢIILOR STELATE

Aplicaţie

Să se reprezinte cercurile cu centrul ı̂n origine şi de rază r,

Cr = C(0; r) prin funcţia lui Koebe k(z) =
z

(1 − z)2
, când

r ∈ {0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9} .



MOTIVAŢIE CUPRINS EXERCIŢII PROPUSE BIBLIOGRAFIE

CLASA S∗

CLASA FUNCŢIILOR STELATE

Figure: r=0.5 Figure: r=0.6 Figure: r=0.7
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CLASA S∗

CLASA FUNCŢIILOR STELATE

Figure: r=0.8 Figure: r=0.9
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CLASA S∗

CLASA FUNCŢIILOR STELATE

Aplicaţie

Funcţia f (z) = −2z + z2 + 6 log
2 + z

z
este o funcţie care are partea

reală a derivatei pozitivă. Aceasta este un exemplu de funcţie care nu
este stelată. Demonstraţia acestui fapt se găseşte ı̂n [5], p. 89. Însă
intuitiv, acest lucru se observă astfel:
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CLASA S∗

CLASA FUNCŢIILOR STELATE

Figure: r=1 Figure: r=1,zoom



MOTIVAŢIE CUPRINS EXERCIŢII PROPUSE BIBLIOGRAFIE

CLASA K
CLASA FUNCŢIILOR CONVEXE

Definiţie

K = {f ∈ A : Re
zf ′′(z)

f ′(z)
+ 1 > 0, z ∈ U}
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CLASA K
CLASA FUNCŢIILOR CONVEXE

Aplicaţie

Să se reprezinte cercurile cu centrul ı̂n origine şi de rază r,

Cr = C(0; r) prin funcţia convexă a lui Koebe s(z) =
z

1 − z
, când

r ∈ {0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9} .
Funcţia s se numeşte funcţia convexă a lui Koebe deoarece
zs′(z) = k(z).
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CLASA K
CLASA FUNCŢIILOR CONVEXE

Figure: r=0.5 Figure: r=0.6 Figure: r=0.7
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CLASA K
CLASA FUNCŢIILOR CONVEXE

Figure: r=0.8 Figure: r=0.9
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CLASA FUNCŢIILOR SPIRALATE

Definiţie

O funcţie f ∈Hu(U), cu f (0) = 0, este o funcţie spiralată de tip γ ı̂n
discul unitate U dacă f este univalentă ı̂n U si domeniul U este
spiralat de tip γ.
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CLASA FUNCŢIILOR SPIRALATE

Aplicaţie

Fie funcţia f (z) =
z

(1 − z)2e−iγ cos γ
. Ea transformă discul unitate

pe complementul unei spirale de tip γ. Să se reprezinte grafic
imaginile discurilor cu raza subunitară prin această funcţie pentru
valori diferite ale lui γ.



MOTIVAŢIE CUPRINS EXERCIŢII PROPUSE BIBLIOGRAFIE

CLASA FUNCŢIILOR SPIRALATE

Figure: γ =
π

6
, r=0.4 Figure: γ =

π

6
,r=0.6 Figure: γ =

π

6
,r=0.8
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CLASA FUNCŢIILOR SPIRALATE

Figure: γ =
π

4
, r=0.4 Figure: γ =

π

4
,r=0.6 Figure: γ =

π

4
,r=0.8
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CLASA FUNCŢIILOR SPIRALATE

Figure: γ =
π

3
, r=0.4 Figure: γ =

π

3
,r=0.6 Figure: γ =

π

3
,r=0.8
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FUNCŢII EXTREMALE

Aplicaţie

Fie funcţiile cu coeficienţi negativi de forma f (z) = z + az2. Să se
reprezinte grafic imaginile acestor funcţii prin discul unitate, pentru

a ∈

{

−1

2
,
−1

3
,
−1

4

}
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FUNCŢII EXTREMALE

� f2(z) = z −
z2

2
funcţie extremală pentru mulţimea funcţiilor

stelate;

� pentru n = 2 imaginea domeniului prin funcţia f2 este o
mulţime stelată;

� f4(z) = z −
z2

4
este funcţie extremală pentru mulţimea

funcţiilor convexe;

� pentru n = 4 imaginea domeniului prin funcţia f4 este o
mulţime convexă;

� f3(z) = z −
z2

3
nu este funcţie extremală;
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FUNCŢII EXTREMALE

Figure: r=1,a=-1/2 Figure: r=1,a=-1/3 Figure: r=1,a=-1/4
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FUNCŢIA ”OPEN DOOR”

Aplicaţie

Funcţia f (z) =
1 + z

1 − z
+

2nαz

1 − z2
se numeşte funcţie ”opendoor”. Să se

reprezinte grafic imaginile discurilor cu raza subunitară prin această
funcţie.

Funcţia ”opendoor” a fost numită astfel de către S. S. Miller si P.
T. Mocanu, deoarece ea transformă discul unitate ı̂n planul
complex tăiat de semidreptele Reω = 0 şi |Imω| ≥

√

nα(nα+ 2),
deci ı̂n semiplanele stâng şi drept, unite printr-o ”poartă
deschisă”.
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FUNCŢIA ”OPEN DOOR”

Figure:
r=0.8,α = 1,n=3

Figure:
r=0.8,α = 1,n=1



MOTIVAŢIE CUPRINS EXERCIŢII PROPUSE BIBLIOGRAFIE

FUNCŢIA ”OPEN DOOR”

Figure:
r=0.8,α = 1,n=2

Figure:
r=0.8,α = 100,n=1

Se observă că ı̂n unele cazuri reprezentarea grafică este
simetrică fată de Oy. Pentru valori suficient de mici ale lui r,
reprezentarea grafică va fi un cerc cu centrul ı̂n origine şi de
rază r.
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Mulţumesc!

Q & A
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