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A normalizált B-bázisok olyan lineárisan független, teljesen pozit́ıv, egységfelbontást teljeśıtő függ-
vényrendszerek, amelyek optimális alakmegőrzési tulajdonságokat biztośıtanak kontrollpontok és bázis-
függvények konvex kombinációjával léırt görbék, valamint utóbbiak tenzorszorzataként előálĺıtott felületek
számı́tógéppel seǵıtett modellezésekor.

Az emĺıtett bázisok optimális alakmegőrző tulajdonságainak átfogó tanulmányozását például a (Peña,
1999) könyvben és a benne levő számos hivatkozásban találhatjuk meg. Kompakt intervallum felett a
legegyszerűbb és legismertebb ilyen t́ıpusú bázist a Bernstein-polinomok képezik (Carnicer, Peña, 1993).
Hozzájuk hasonlóan a normalizált B-bázisok számos alakmegőrzési tulajdonságot – például kontrollpon-
tok affin transzformációival szembeni zártságot; konvex-burok tulajdonságot; hullámzás-, hossz- és hodo-
gráfcsökkentést; végpontbeli interpolációt; konvexitás- és (szigorú) monotonitásmegőrzést –, továbbá – a
Bernstein-polinomokkal léırt klasszikus Bézier-görbe de Casteljau-algoritmusához hasonló – B-algoritmust
is biztośıtanak.

Valamely kiterjesztett Csebisev-t́ıpusú függvénytér (Karlin, 1968; Schumaker, 2007) csakis akkor ren-
delkezik normalizált B-bázissal, ha egyrészt tartalmazza a konstansokat, másrészt pedig az adott tér
deriváltja is kiterjesztett Csebisev-t́ıpusú (Carnicer et al., 2004; Mazure, 1999). Ugyanakkor minden ilyen
t́ıpusú kiterjesztett Csebisev-függvénytér összes teljesen pozit́ıv, egységfelbontást alkotó bázisa közül a
normalizált B-bázis az egyértelmű olyan függvényrendszer, mely a lehető legkevésbé hullámzáscsökkentő,
azaz a seǵıtségével léırt kontrollpontalapú görbék követik leginkább a kontrollpoligon alakját.

Nempolinomiális normalizált B-bázisokra épülő görbe- és felülettervezési eszközök további előnyös
tulajdonságokat – például szabadon álĺıtható alakparamétereket; szingularitás nélküli természetes pa-
raméterezést; magasabb, vagy akár végtelen rendű (parciális) deriváltakra vonatkozó precizitást; ha-
gyományos paraméteres alakban adott, de nem törtfüggvényekkel léırt görbék/felületek esetén csupán
kontrollpontalapú, súlyvektor/súlymátrix nélküli egzakt előálĺıtást – biztośıtanak, valamint olyan gya-
korlati felhasználhatósággal és ipari jelentőséggel b́ıró, transzcendentális görbék/felületek egzakt léırását
is lehetővé teszik, amelyek a napjaink modellezőrendszereiben szabványként használt, nem feltétlenül
egyenletes csomóvektorú, racionális B-spline-görbékkel/felületekkel legfeljebb csak közeĺıthetőek.

Számos előnyük ellenére a normalizált B-bázisok hátrányokkal is rendelkeznek. Néhány speciális
eset kivételével általában nem ismerjük azok zárt algebrai alakját, sokszor csak hatékonyan kódolt nu-
merikus módszerekre támaszkodhatunk azok gyakorlati felhasználása végett (Róth, 2019), továbbá –
néhány alacsony dimenziós esetet leszámı́tva – többnyire nem ismert olyan alakparaméter(ek)től függő
módszer, amellyel a származtatott B-görbék/felületek kontrollpoligonjához/hálójához viszonýıtott közel-
séget tetszőlegesen lehetne szabályozni. Léteznek ugyan ilyen jellegű közelséget szabályozó módszerek
(Kovács, Várady, 2017, 2018), de az azok által használt súlyfüggvényrendszerek csak algoritmikusan
értékelhetőek ki, mi több pillanatnyilag még nem ismert, hogy ezek a leképezések egyáltalán normalizált
B-bázist alkotnak-e.

Az előadás során olyan új – (racionális) {algebrai|trigonometrikus|hiperbolikus}-exponenciális nor-
malizált B-bázisokra épülő – görbe- és felületmodellezési módszerekkel ismerkedhetünk meg, amelyekkel
az előbb emĺıtett hátrányok kiküszöbölhetőek. Az alábbi animációk az újonnan ajánlott tervezőeszközök
által nyújtott modellezési lehetőségeket sejtetik. Megtekintésükhöz az Adobe Reader alkalmazás asztali
változatát ajánljuk, mert más PDF-fájlkezelők vagy böngészőkbe éṕıtett alkalmazások nem képesek a
Java-szkript-alapú képsorozatok lejátszására.
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1. ábra. Egy algebrai-exponenciális közelségi B-görbe alakváltozását követhetjük nyomon, amikor a
σ ∈ R≥0 feszültségi paraméter a [0, 5 6

10 ] intervallumon változik. Kezdetben (σ = 0) a görbe a feltünte-
tett kontrollpoligon által generált klasszikus/polinomiális Bézier-görbével egyezik meg. Ahogy az alak-
paraméter növekszik, a görbét alkotó ı́vek belső pontjai a kontrollpontok felé, mı́g az ı́vek végpontjai az
oldalélek egy-egy jól meghatározható osztópontja felé konvergálnak.

2. ábra. Racionális trigonometrikus-exponenciális közelségi felületi B-foltok sima illesztését és alak-
változtatását láthatjuk. Amikor mindkét alakparaméter értéke nulla, az összetett felület valójában

a
[
ϕ (c− a cos (u) cos (v)) + b2 cos (u) , b sin (u) (a− ϕ cos (v)) , b sin (v) (c cos (u)− ϕ)

]T
/
(
a − c cos (u)

cos (v)
)

racionális trigonometrikus előálĺıtású, gyűrű alakú Dupin-cikliddel egyezik meg, ahol a = 6, b =

4
√

2, c = 2, ϕ = 3, (u, v) ∈ [0, 2π] × [0, 2π]. Ahogy a két alakparaméter növekszik, minden felületi folt
képe aszimptotikusan a megfelelő kontrollháló csúcsaira és oldaléleire feszül ki.
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