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Convex geometriardl, mint 6néllé matematikai disztiplinarol a huszadik szézad elejétol
beszélhetiink, amikor rokon teriiletek sziikséglete, valamint a matematika belso fejlodése
létrehozta az altalanos konvex halmazokkal foglalkozo kutatasokat.

Jelen eszmefuttatasom lényege annak taglalasa, hogy miben jelent ijat ez a szemlélet
a klasszikus elemi mértannak nevezett matematikai diszciplindhoz képest.

A szakmaban egyontetl az a vélemény, hogy a targykor alapfogalma, a konvexitas,
egykoru a mértannal, hiszen nélkiile az euklideszi mértan fontos eredményei megfogal-
mazhatatlanok. Gondolok itt a konvex négyszog, konvex sokszog, konvex poliéder fo-
galmara.

Mara a konvex geometria tobb tertiletre tagolédott, de fésodrasat tovéabbra is az
altalanos konvex halmazokkal kapcsolatos kutatasok képezik. Ez a tertilet a klasszikusnak
mondhatoé fogalmakhoz egyetlen egyet, az dltalanos konvex halmaz fogalmat teszi hozza.
Vitathatd, hogy jelenti-e ez a klasszikus mértan fogalomkorének valds tagitasat vagy sem.

Ha nem is jelenti, néhany koriilmény amallett szél, hogy a konvex geometria matem-
atikan beliili artkulalodasa indokolt. Mielott ezek egyikérol szolnék és érveimet példakkal
aldtamasztanam, felsorolnék néhany sajatossagot, amelyek szerintem jellemzoek a tertiletre:

1. Tételei tartalmukban nem haladjak meg a klasszikus geometria fogalomkorét;

2. Targyuk sokszor az intuicié szdmdara varhaté (de nehezen bizonnyithaté) allitésra
vonatkozik, mikézben masok

3. varatlan, sokszor az intuicionak latszolag ellentmondo, eredményt szolgaltatnak.

Amit a jelen gondolatmenetemben hangsilyozni szeretnék az, hogy jelentos része a
2. és 3. ponokban emlitett eredménynek, bar fogalomkoriikben nem haladjak meg a
klasszikus mértant, bizonyitasaikban olyan eszkoztarra tamaszkodnak, amely utobbin je-
lentosen kiviilesik.

Mondandémat harom egyszeriien megfogalmazhato tétellel illusztralom, amelyeket
Kramer Horst baratommal az idok soran kozosen bizonyitottunk.



Néhany egyszeriien megfogalmazhaté konvex geometriai tétel

Az euklideszi tér nemiires halmazardl azt mondjuk, hogy konver, ha tetszdleges két
pontjaval egyetemben az 6ket 0sszekoto egyenes szakasz valamennyi pontjat tartalmazza.

A halmaz akkor zdrt ha minden olyan pontot tartalmaz, amely az illeté halmaz pon-
tjaival tetszolegesen megkozelitheto.

Tétel 1 Legyenek Ay, Ay, As, Ay az R® tér olyan nemiires zdrt konvex halmazai, hogy a
tér barmely sikja egyidejileg legfoljebb hdromukat metszi. Akkor létezik eqy és csak eqy
olyan pont, amely a négy halmaztol egyeld tavolsgra van.

A tételt (pontosabban annak dltalanosabb halmazokra vonatkozé m dimenzids valtozatat)
az algebrai topoldgia felhasznalasaval bizonyitottuk.

Megjegyzés 1 A tétel R™ esetére dltaldnosithato. Az esetben a halmazok szdma m + 1,
a foltétel pedig, hogy a tér tetszoleges "hipersikja” eqyszerre legfoljebb m halmazt metszhet.

Tétel 2 Legyenck C1,Cy, C3, Cy az R3 tér olyan zdrt, konvex halmazai, hogy keresztmet-
szetiik tires, de barhogyan vdlasztunk 3 halmazt kozilik ezek keresztmetszete mem fires.
Akkor létezik eqy €s csak eqy pont, amely a halmazoktol eqyenld tdvolsdgra van.

Megjegyzés 2 A tétel R™ esetére dltalanosithato. Az esetben a halmazok szama m + 1,
a foltétel pedig, hogy az m + 1 halmaz keresztmetszete tres, de barmely m halmazbol dllo
részesalad keresztmetszete nem tres.

A tétel bizonyitasa analitikus médszerekkel torténik.

Egy R? térbeli ¥ halmaz zdrt konvex feliilet,, ha egy konvex test hatéra (pl. konvex
poliéder hatéra). A konvex felillet sima ha minden pontjdban létezik egyértelmii érinté
sikja (pl. gomb, ellipszoid, tojasfeliilet, stb). A konvex feliilet szigorian konvez, ha nem
tartalmaz szakaszokat.

Tétel 3 Legyen ¥ C R3 zdrt, sima konvex felilet, és o C R® adott tetraéder. Akkor
létezik a o tetraédernek olyan affin o' képe (olyan o-hoz hasonls o' tetraéder, amelynek
lapjai és élei a o éleivel és lapjaival pdrhuzamosak és irdnyitdsa a o irdnyitdsaval egyezd),
hogy o' csicsai a X feliileten vannak. Ha X szigoridan konvex, a létezés eqyértelmdi.

Megjegyzés 3 A tétel m-dimenzios vdltozataban a tetraéder megfeleldje az m dimenzids
szimplex.

A tétel bizonyitasa a Brouwer féle tétel felhasznalasdaval torténik, amely kimondja,
hogy a zart korlatos konvex halmaz onmagaba vald folytonos leképezésének 1étezik fix-
pontja (a halmaznak olyan pontja, amelyet a leképezés valtozatlanul hagy).



