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Az el6adas célja az euklideszi tér izoton projekcids kupjanak értelmezése és annak bemutatdsa, hogy
hogyan kapcsolédik a fogalom a matematikai statisztika izoton regresszioként ismert feladatdhoz.

Jelolje R™ az m-dimenyids euklideszi teret, (-, ) : R™ xR"™ — R, a benne értelmezett skaldris szorzatot
és ||| az altala szarmaztatott normat.

Legyen K C R™ walddi kip , azaz a tér ollyan zart része, amelyre (i) K+ K C K és (ii) tK C K, Vt €
Ry =[0,400), KN(—K)={0} és K — K =R™.

Az x,y € R™ elemek esetén értelmezett x <i y < y—x € K ekvivalencia altal a térben értelmezhet6
a < reflexiv, tranzitiv és antiszimmetrikus binaris reldcié, amit rendezésnek neveziink.

A

K={t'a1+...+t"x,: ' €Ry, i=1,....,m}

halmaz, ahol x1, ..., x,, linearisan fuggetlen elemek tgynevezett szimplicidlis kip.
Ha y € R™ tetszsOleges elem, akkor legyen Py az y metrikus projekcidja K-ra, azaz az

Pry e K, é |y — Pryl =inf{lly — [ : z € K}

relacié értelmezte elem.
A K kipot izoton projekcids kipnak nevezzik, ha

r <k y= Pxxr <k Pgy.

1. Tétel. A K C R™ akkor és csak akkor izoton projekcios kup, ha olyan szimplicidlis kup hogy mazimdalis
lapjainak normdlisai pdronként nem hegyes szoget alkotnak.

(G.Isac and A. B. Németh: Monotonicity of metric projections onto positive cones of ordered Euclidean
spaces, Arch. Math. vol. 46, pp. 568-576, 1986.)

1. A derékszogli vonatkoztatasi rendszer R'P*-al jelolt pozitiv ortdnsa izoton projekcids kip.

2. A

k={r=(2',. ., 2™ cR™:0<z' <z? <. <2™}

kip izoton projekciés kip.
Az adott y = (3, ...,y™) pont esetén az

m

argmin, Z(yl — 2?2
i=1

ahol0 <zl <z2<..<z™

az ugynevezett izoton regresszid feledata.

Eszrevessziik, hogy a fonti 0sszeg nem mas mint az y és az x pontok tavolsdganak négyzete, tehat a
fonti feladat megolddsa nem mas mint

argmin, = Py,

azaz az y pontnak a s kiupra valé metrikus projekcidja.
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A izoton regresszi6 feladatanak jelentés irodalma van. T6bb mdédszer is sziiletett a feladat megolddsara.

Guyader és Jégou francia statisztikusok felismerték, hogy a k kip izoton projektivitasa és ezen kipok
tulajdonsagai lehet6vé teszik bizonyos mdédszerek ekvivalencidjanak bizonyitdsat.

(A. Guyader, N. Jégou, A. B. Németh, S. Z. Németh, A geometrical approach to iterative isotone
regression, Appl. Math. Computation 227 (2014) 359-369.)

Az izoton regresszioval parhuzamosan nagy fontossdga van a statisztikdban az altalanos izoton reg-
ressziénak, amely a kovetkezOképpen fogalmazhaté meg:

Az adott y = (y*,...,y™) pont esetén az

argming Z(yz —z%)?
i=1
ahol zF > 0,,Vk és x* < 27 midén (i,75) € (N, G), ahol utébbi az inexek alkotta teljes rendezett graf.
Ha
K={z=(z"...,a™) e R™: 2F >0, Vk, 2" <27V (i,j) € (N,G),

akkor itt

argming = Pky.

A font értelmezett K kupot dltaldnositott izoton regresszids kupnak nevezziik.

A probléma az, hogy K akkor és csak akkor izoton projekciés kup, ha izomorf a k kuppal. Tehét
a kiterjesztett feladatra nem alkalmazhatok azok a megoldasi modszerek, amelyek a standard izoton
regresszios feledatra mukddnek.

Jelolje < a koordinatdnkénti rendezést az R™ térben azaz x = (x!,...,2™) <y = (y',...,y™) legyen
akkor és csak akkor igaz, ha 2’ < y?, V1.

Keressiik a L C R kipot amelyre

r<y= Prx < Ppry.

2. Tétel. Izomorfizmustdl eltekintve dsszesen m(m — 1) olyan L kip létezik, amey a fonti tulajdonsdggal
rendelkezik. Minden K dltaldnositott izoton regresszios kup ehhez az osztdlyhoz tartozik.

(A. B. Németh, S. Z. Németh: Isotonic regression and isotonic projection, Linear Algebra Appl. 404
(2016) 80-89.)



