Sulypontokkal kapcsolatos analégiak

Simon Jozsef, Csikszereda

Legyen P az ABC haromszdg belsejének egy tetszéleges pontja. A P ponton keresztiil
parhuzamos egyeneseket hizunk a haromszog oldalaival: MN || AB, EF || BC ¢és IH || AC

ugy, hogy I,E€ AB, N,HeBC és M,F e AC. Legyenek k,, k, és k, az I[EP, PNH ¢és
MPF haromszogeknek az ABC haromszoggel vald hasonlosagi ardnyai, G,, G, és G, pedig
az elobbi haromszdgek sulypontjai. Igazoljuk, hogy:

a) a keletkezett kis haromszogek hasonlok az adott haromszoggel, azaz
IEPA~ MPF a~ PNH a~ ABCx

Toce, kk,+kk, +kk

b) — 173 273 ;
TABC 3
C) T616263 — TAIM +TB§VE +TCFH .

Megoldas

—_— — — —

IEP = PNH = MPF = ABC} ,
ay . ___ ¢ (parhuzamos
EIP = NPH = PMF = BAC
szaru szogek) =

IEPA~ PNH a~ MPF a~ ABCa (I. eset).
b) Az abran a PR, PT ¢és PS szakaszok az IEP,
PNH és MPF haromszogek oldalfelez6i, az AK,
BL ¢és CJ szakaszok pedig az ABC haromszog
oldalfelez6i, ezek metszéspontja G, az ABC
haromszog stlypontja.

IEPA ~ ABCa EP _IR = k,, mert hasonlo
BC CJ C

haromszdgek megfeleld oldalfelezdinek aranya

. . f e , NH PT ,
is egyenld a hasonlésagi arannyal. Ugyanigy PNHa ~ ABCa —=——=k, és

BC AK
PF _PS . . SDO_ TAT

MPFaA~ABCar = 3C L =k,. Mivel PR||GJ ¢és PS||GL = RPS=JGL =
T,.s PR-PS PR cJ

= . (1) Tudjuk, hogy — =4k, és —=3. A megfeleld oldalakat dsszeszorozva
T, GJ-GL cJ GJ

azt kapjuk, hogy R =3k,. Ugyanigy il =3k,. Az (1) Osszefliggésbe behelyettesitve azt
GJ GL
. T . T,
kapjuk, hogy TP—RS =9kk,. (2) GJLa ~ GBCx, a hasonlosagi arany % = YL = l 3)

GJL T, GBC 4

Mivel j—i =% = a GBC és ABC haromszdgek BC-re hiizott magassagainak aranya is %,

T .
ezért ﬂ=l. 4) A (2), (3) és (4) Osszefliggések megfeleld oldalait Osszeszorozva azt

e 3
Togs N / Ok, A1
M / ABC 43 TABC

Thg 3

kapjuk, hogy == k k. (5)




Hasonl6éan h=§ka2 (6) és h=§k2k3 (7). Most 6sszeadjuk az (5), (6) és (7)

ABC ABC
egyenldségek  megfelels  oldalai:  czm et lew 3 g pp iy o
TABC 4
T, 3
=2k, ki + k). (8)

ABC

PG, PG, PG, 2
3

= GG, ||RS, GG,||RT és

Végiil észrevessziik, hogy

T 2
G,G, |TS = G,G,G,a ~ RTSa, a hasonlosagi arany % = % = (%j :%_ 9)

RTS
A (8) és (9) egyenloségek megfeleld oldalait 6sszeszorozva azt kapjuk, hogy
T T T,
J&r Tass, _ 3 (ke + ke, + kyk, ) A _ Togo _ ks +hk ok,

Twe Tal A 9 7 T 3

c) Az AIPM négyszog paralelogramma = [Al]=[MP] és [AM]=[IP]. Felirhatjuk, hogy
Tyy _Al-AM _MP IP

AIM

. (10)

T T,
= kk, . Ugyanigy —2£ = k k, és <L = k.

T,. AB-AC AB AC T e T e
A harom egyenldség megfeleld oldalait §sszeadva azt kapjuk, hogy
Lo * ;BNE o _ kik, + kk, + k,k,. A (10) 6sszefiiggés felhasznalasaval azt kapjuk, hogy
ABC
_ TAIM + TBNE +TCFH
GIGZGS o 3 :

Kovetkezik az elobbi feladat térmértani megfeleldje, analog feladata.

Adott az ABCD tetraéder és P egy tetszdleges pont a tetraéder belsejében. A P ponton
at parhuzamos sikokat huzunk a tetraéder lapjaival: (PB,C))||(4BC), (PCD,)||(ACD),

(PB,D)|[(ABD) és (B'C'D"||(BCD), ahol B,,C,,D, €(BCD), B'e[AB], C'e[AC] és
D'e[AD]. Ez a négy sik a tetraéder lapjaival négy kis tetraédert alkot: 4,PB,C,, 4,PC,D,,
APD,B, és PBCD,. Legyenek k,, k,, k; és k, az elobbi tetraéderecknek az adott
tetraéderrel valod hasonlosagi aranyai, G,, G,, G, és G, pedig a kis tetraéderek stlypontjai.
A PBC, sik a DA, DB és DC ¢leket az F, H és J pontokban, a PC,D, sik a BA, BC és BD
éleket az E, O és V pontokban, a PBD, sik pedig a CA, CB és CD ¢éleket az A', [ és U

pontokban metszi. Igazoljuk, hogy:
a) anégy kis tetraéder hasonlo az ABCD tetraéderrel;

VGleGsG4 _ k1k2k3 +k1k2k4 +k1k3k4 +k2k3k4 .

b)

Viseo 4
) V. _Viser Vg *Vecor ¥Vopur
€) Veee6, = 4 .



Megoldas

a) A négy kis tetraéder €s az eredeti tetraéder megfeleld élei parhuzamosak egymassal, ezért
az 0t tetraéder egymassal hasonlo.

b) A jobb kdvethetdség érdekében két abrat kovethetiink, a masodik abran a kis tetraéderek
nem szerepelnek. Az els¢ 4bran lathato A4,PB,C,, A,PC,D,, APD,B, é PBCD,
tetraéderekben [PR], [PT], [PS] és [PQ] sulyvonalak, a masodik abran pedig G,, G,, G,
és G, a stlyvonalakat 1:3 ardnyban osztd pontok, azaz a kis tetraéderek stlypontjai. A
masodik abran felvettiik az [4K], [BL], [CM] és [DN] stulyvonalakat is, ezek a G pontban
metszik egymast.

A k., k,, k5 és k, a kis tetraédereknek az eredeti tetraéderrel valé hasonlosagi
aranyai. Azt is észrevessziik, hogy a megfeleld sulyvonalak parhuzamosak egymassal, és azok
paronkénti ardnya egyenld az illetd tetraéderek hasonldsagi aranyaval. Ennek alapjan
PR|| NG, PT||GL és PS||GM , ami azt jelenti, hogy a PRTS és a GNLM tetraéderek P ¢s G
cstcsbol kiinduld élei paronként parhuzamosak egymadssal. A két tetraéder térfogatanak
Vigss _ PR-PT-PS

PR PR
Mivel — =%k és DN =4GN = — =4k,. Ugyani
DN 1 GN ] gyanigy

aranya .

Vinie GN-GL-GM
DT 4k, e £~ sk, tehat 2885 — 4k, -4k, -4k, = 64Kk, . (1)
GL GM Venta

A GNLM és GDBC tetraéderek is hasonlok, a hasonlosagi arany %, ezért a térfogatuk

3
aranya egyenld a hasonldsagi arany kobével, azaz Vo _ (lj = €L .(2)
GDBC 3 27
Mivel a G pont negyedakkora tavolsagra van a BCD siktol, mint az A4, ezért
Vame _1 5
VABCD 4
Az (1), (2) és (3) egyenldségek megfeleld oldalait 6sszeszorozva azt kapjuk, hogy



Verrs /m 77\5& - VPRTS _ 16
=64k k,k, - =—kk,k,.(4)
/m N ABCD VABCD 27

14 v
Hasonléan: L@_Ekk Ky, (5) Yongs =£kkk (6) és LSQ:&kkk (7)
2 14 27 27

ABCD 7 ABCD ABCD

A (4), (5), (6) és (7) egyenloségek megfeleld oldalait Osszeadva, azt kapjuk, hogy

”
Zwsro _ 16 (kikoks + kdeokey + Kok, + ko) . (8)

VABCD
_P
Mivel L9 PG PO PG, _3 GRS, G,G,IIST, GG, IIRO & G,G,||OT =
PR PT PS PQ 4

a G,G,G,G, tetraéder hasonld az RSTQ tetraéderrel, a hasonlosagi arany % , kovetkezik, hogy

fassa,_(2)'_11
Visro 4 64
Végiil a (8) és (9) egyenldségek megfeleld oldalait 6sszeszorozva azt kapjuk, hogy

Vesio Voo, _ 16 21

Viseo Vesra 2T 64

.
Zagae 1 (kkkes + ko ke, + ko kok, + koksk, ) - Ezzel az dllitast igazoltuk.
VABCD 4

c) Az els6 abran lathato, hogy [AE]1=[A4,P], [AF]=[A,P], [AA'1=[4P] és [CC'|=[C,P] =

(ko + kkok, + ek, + okoky) =

AE AP . AF AP , A4 AP _ s CC'_GP _
AB AB °C AD AD U AC AC T ACc  4Ac Y
ﬂzﬂﬂ 44 kk k Ugyanlgy VCC '0J ZQQ cc k1k2k4’
Viper AB AD AC Vier CB CD CA

1 ) DDI
Vog _ BI BH BB 4o Vopuy (DU DV DD'_, )
Vs BC BD BA Ve DC DB DA

Az egyenldségek megfeleld oldalait Osszeadva azt kapjuk, hogy
Varer Yoy *lecor *Vonve _ g b ke ko, + koo, + e,

VABCD

y
A b) alpont llitasa alapjan 4-—%2%% — gk k. + kk k, + k ok, + k,kk, =
ABCD
4. VGleGsG4 _ VAA'EF + VBB'IH + VCC'OJ + VDD'UV =V _ VAA'EF + VBB'IH + VCC'OJ + VDD'UV
- GG,GG, — .
Viseo Viseo 4

Ezek az analdgidk tulajdonképpen a Matlap 2018/7-es szamaban ko6zolt feladatom
folytatdsai.

Megjegyzés: ezeket a feladatokat Egyiptomban szerkesztettem a piramisok arnyékaban.
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