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A helyi kontrakcidk és a gyenge kontrakcidk fogalmanak egybeolvadasabdl sziilettek a gyenge helyi
kontrakciok. Ezen 1j tipusu kontrakcidk fixpontjait vizsgaljuk, pontosabban a nem Onleképezd valtozatat.
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1. Ertelmezés. Legyen (X,d) metrikus tér. Ekkor T : X — X leképezést gyenge kontrakcidnak vagy
(0, L)- kontrakcionak nevezzik,ha léteznek 6 € (0,1) és L > 0 dllanddk, gy hogy

d(Tz,Ty) <6 -d(x,y) + L-d(y,Tz),Vo,y € X (1)
2. Megjegyzés. A gyenge kontrakcidt eldszor V. Berinde vezette be [3],2004- ben.

3. Megjegyzés. Mivel a tavolsdg szimmetrikus, a gyenge kontrakcid (1) feltétele helyettesithetd a kévet-
kezd egyenlétlenséggel:
d(Tz,Ty) <6-d(z,y) + L-d(z,Ty),Va,y € X (2)
amit az (1)- b6l kapunk, ha kicseréljik © és y- t eqgymds kézt.
Nyilvanvald: annak bizonyitdsdhoz, hogy T gyenge kontrakcid, az (1) és (2) feltételeknek egyardnt
teljestlnitik kell.
A kévetkezd tétel megmutatja, hogy egy gyenge kontrakcid folytonos minden fixpontjdban az [1] alapjdn.

4. Tétel. Legyen (X,d) teljes metrikus tér és T : X — X gyenge kontrakcid. Akkor T folytonos bdrmely
fixzpontjiban, azaz Vpe Fix(T) pontban.

A helyi kontrakcidkat el8szér Martins da Rocha és Filipe Vailakis vezette be [7] (2010- ben), itt
tanulmanyoztak a fixpontok létezését és unicitasat a helyi kontrakcidk esetén.

5. Ertelmezés. Legyen F' egy halmaz és legyen D = (d;) je féltdvolsdg-csaldd, melyek F- en értelmezettek.
Tekintsiik D dltal az F- en értelmezett gyenge topoldgidt.

Legyen r figgvény, mely leképezi J halmazt onmagdra. Ekkor T : F — F helyi kontrakcié (D,r) szerint,
ha bdrmely j esetén, létezik 3; € [0,1) dgy, hogy

vag € F7 dj(va Tg) < ﬁjdr(j)(f7 g)

Megprébalunk a fent emlitett két kontrakcidébdl egy 4j kontraktiv leképezést értelmezni: a gyenge helyi
kontrakcidkat.

6. Ertelmezés. A kivetkezd megfeleltetést, d(z,y) : X x X — Ry pszeudometrikinak nevezzik, ha tel-
jesiti az aldbbi feltételeket:

1. d(xvy) = d(y’ '7;)
2. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y)

3 x=y=d(z,y)=0
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Metrikus terekben a 3. feltétel igy alakul: x = y <d(x,y)=0
7. Ertelmezés. Legyen X egy halmaz és D = (d;);cs egy X-en értelmezett pszeudometrika-csaldd. Te-
kintstk az X-en értelmezett, D csaldd dltal meghatdrozott gyenge topoldgidat, melyet o- val fogunk jelélni.
Az (xn)nen+ sorozat o — Cauchy tipust, ha d;-Cauchy sorozat, Vj € J.
Az ACX részhalmaz szekvencidlisan o-teljes halmaz, ha bdrmely o-Cauchy sorozat X- bél konvergens X-
ben a o-topoldgia esetén.
Az ACX részhalmaz o-hatdros, ha diam;(A) = sup{d;(z,y) : x,y € A} véges,bdrmely j € J.

8. Ertelmezés. Legyen v : J — J figguény. Ekkor T : X — X leképezést gyenge helyi kontrakcidnak
nevezzik (D,r) szerint, ha barmely j esetén, léteznek 6 € (0,1) és L > 0 dllanddk 1igy, hogy

dj(Tz,Ty) <0-dj(x,y) + L-dyj(y,Tz),Vo,y € X (3)

9. Megjegyzés. A gyenge kontrakcick eqy sajdtos esetét jelentik a gyenge helyi kontrakcidknak, tekintve
az (X,d) metrikus teret az X- en értelmezett pszeudometrika helyett. Tovdbbd, r figgvény helyett az iden-
tikus leképezést kell tekinteniink a (3) Osszefiiggésben, tehdt r(j)=j.

10. Ertelmezés. Az X tér o- Hausdorff tér, ha a kévetkezd feltétel teljesil: minden z,y € X, x # y pdr
esetén, létezik j €J gy, hogy d,(x,y) > 0.
Ha A nemdires részhalmaza X- nek, akkor barmely z € X esetén, tekintsiik:
dj(z,A) =inf{d;(z,y) : y € A}.
A kdvetkezd tétel a gyenge helyi kontrakciok fizpontjinak létezését biztositja.

11. Tétel. Legyen azr:J — J fugguény és T : X — X gyenge helyi kontrakcid (D,r) szerint. Tekintsiik
A C X nemiires, o- hatdros, szekvencidlisan o- teljes, és T- invaridns részhalmazt.
Ha teljestil:

Vi€, lim 6" 'diamniiy(A) =0 (4)

n—o0

akkor T fiigguény rendelkezik eqy x* fizponttal az A halmazban.

12. Megjegyzés. Ha T teljesiti a (3) egyenlbtlenséget, gy hogy L = 0 és v : J — J az identikus
leképezés, akkor Vailakis tételét kapjuk meg [7] abban az esetben, ha megudlasztjuk 6 = B; értéket.
Tovdbbd, d; = d,Vj € J esetben, ahol d = tdvolsdg az X halmazban, a jol ismert Banach kontrakcidt
kapjuk, az & egyetlen fizpontjdval.

A kévetkezd tétel a gyenge helyi kontrakcidck fixrpontjanak unicitdsdt biztositja.

13. Tétel. Ha a 11.Tétel feltételeihez hozzdadjuk:
(U) bdrmely régzitett j € J esetén, létezik:
ILm (04 L)"diam,n (2, A) = 0,Va,y € X (5)

akkor az x* fixpont unicitdsa fenndll.

SAJAT EREDMENYEK

Tekintsik az X halmazt és legyen D = (d;) e az X halmazon értelmezett pszeudometrika-csaldd. Legyen
tovdbbd o az X halmazon értelmezett gyenge topoldgia a D csaldd segitségével.

Legyen K zdrt nemiires részhalmaza X -nek ésT : K — X nem onleképezd gyenge helyi kontrakcio, amely
teljesiti az (5) egyenldtlenséget.

Ha x € K eleget tesz az Tx ¢ K feltételnek, akkor mindig vdlasztani tudunk eqy y € 0K (K halmaz
hatdra) dgy, hogy y = (L — Nz + ATz, (0 < XA < 1), ami tulajdonképpen azt jelenti:

d(x,Tx) =d(z,y) + d(y,Tx),y € OK (6)

Sziikség lesz az aldbbi fogalomra, melyet [4]- t6l kélesonoztik:
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14. Ertelmezés. Adott az X halmaz és legyen K egy nemiires részhalmaza X- nek, T : K — X nem
onleképezd figguény. Legyen v € K és Tx ¢ K , valamint y € 0K a megfeleld elemek, melyek teljesitik
(8)-at. Ha ilyen x elemekre fenndll:

d(y, Ty) < d(z, Tx), (7)

legaldbb egy neki megfeleld y € Y elemre, akkor azt mondjuk, hogy T rendelkezik az (M) tulajdonsdggal.
A kévetkezd tétel a nem onleképezd gyenge helyi kontrakcid fixpontjdnak létezését vizsgdlja.

15. Tétel. Adott az X halmaz és legyen K egy nemiires részhalmaza X - nek, T : K — X nem donleképezd
gyenge helyi kontrakcid, azaz amelyre léteznek az 6 € (0,1) és L > 0 dllanddk gy, hogy

Feltételezzik, hogy a 11. tétel feltételei teljesiilnek. Ha T rendelkezik az (M) tulajdonsdggal, és teljesiil
Rothe hatdar-feltétele:
T(OK) C K, (9)

akkor T- nek van fixpontja K- ban.

Hivatkozasok

[1] Berinde, V.,Pacurar,M. Fized points and continuity of almost contractions Carpathian J. Math. 19
(2003) No. 1, 7-22

[2] Berinde, V., On the approzimation of fized points of weak contractive mappings Carpathian J. Math.
19 (2003) No. 1, 7-22

[8] Berinde, V., Approximating fized points of weak contractions using the Picard iteration Nonlinear

Analysis Forum 9(2004) No.1, 43-53

[4] Berinde, V., Pacurar, M. Fized points theorems for nonself single-valued almost contractions Fized
Point Theory, 14(2013), No. 2, 301-312

[5] Fang Jin-zuan, FIXED POINT THEOREMS OF LOCAL CONTRACTION MAPPINGS ON
MENGER SPACES, Applied Mathematics and Mechanics, (English Edition, Vol. 12, No. 4, Apr.
1991)Published by SUT,Shanghai, China

[6] G. V. R. Babu, M. L. Sandhya, M. V. R. Kameswari, A note on a fized point theorem of Berinde
on weak contractions, Carpathian J. Math., 24 (2008), No.1

[7] Martins-da-Rocha, Filipe, Vailakis, Yiannis, Existence and uniqueness of a fized point for local cont-
ractions, Econometrica, vol.78, No.3 (May, 2010) 1127-1141

[8] | I.A. Rus, Generalized Contractions and Applications, Cluj University Press, Cluj-Napoca, 2001

[9] Schweizer, B., A. Sklar and E. Thorp, The metrization of statistical metric spaces, Pacific J. Math.,
10 (1960), 673 - 675.



