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Tételezziik fol, hogy az R™ téren értelmezett a reflexiv, tranzitiv és antiszimmetrikus < bindris relacio.
A < binaris relacérdl foltételezziik, hogy természetes
modon csatlakozik a tér linedris és topologikus struktarajahoz, azaz:

1. Ha x <y akkor tx < ty, Vit e Ry;
2. x+z<y+zVzeR™;
3. Hax,, - xész, <y, Vn, akkor z < y.

A foltételeket teljesitd (R™, <) kettést rendezett euklideszi térnek nevezziik.
A fonti foltételek azzal ekvivalensek, hogy

K={zeR": 0<z}
a rendezés pozitiv kupja teljesiti a kovetkezo foltételeket:
1.tKCKVteRy,
2. K+ K CK;
3. K zéart halmaz.

Mivel a rendezésrdl foltételeztiik, hogy antiszimmetrikus, teljesiil a K N (—K) = {0} {oltétel is.
A p:R™ — R™ leképezés izoton ha

barmely z < y esetén kovetkezik px < py.

A p leképezés retrakcid, ha idempotens, azaz

p*=p.

1. Példa.
Az (R™, <) rendezett euklideszi tér vektorhdld ha

Va,yeR™3Isup{z,y} =z Vy.
A px =2V 0 =zT leképezés folytonos retrakcid.
A rendezés K pozitiv kupja hdlokup.
A K = cone{z!,... 2™} =

Dz 4+ ™ N >0,i=1,...,m}

halmazt, ahol 2!, ..., 2™ € R™ linedrisan fiiggetlen vektorok, szimplicidlis kipnak nevezziik.
A szimplicialis kip a
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K={xe€ R"{z,u;) >0,i=1,...,n}

ekvivalens forméban is felirhaté, ahol (.,.) a skaldris szorzat, az u; linedrisan fiiggetlen vektorok az
vektorokbol kiszamithatok.

Jugyin tétele:

A K C R™ akkor és csak akkor halékip, ha szimplicialis.

(A. Youdine: Solution des deux probleémes de la theéorie des espaces semi-ordonnés, Comptes Rendus
(Doklady) de I’Académie des Sciences de I'URSS vol.23, pp. 418-422, 1939.)

(A vektorhald fogalma és alkalmazdsai valahol a 19. szdzad mésodik feléb6l kovethetSk. Ezzel szembe
a Jugyin tételben megfogalmazott alapvetd eredmény meglepden késéi.)

2. Példa.

Legyen K zart konvex kup, melynek belseje nem tires. Jelolje Px a K-ra valé metrikus projekciét.

A K kipot izoton projekcios kipnak nevezzik, ha Py izoton retrakcid.

K akkor és csak akkor izoton projekciés kap, ha félirhaté a kovetkez6 formaban:

K={x e R";(z,u;) >0,i=1,...,n}

ahol az u; vektorok linedrisan fiiggetlenek és (u;,u;) <0 ha i # j.

(G. Isac and A. B. Németh: Monotonicity of metric projections onto positive cones of ordered Euclidean
spaces, Arch. Math. vol. 46, pp. 568-576, 1986.)

Tehét az 1. Példa pz = 2T leképezése és a 2. Példa Py projekciéja egyarant izoton retrakcid.

Az izoton projekciés kup egy igen specidlis halokup.

Tételezziik fol, hogy K olyan zart konvex kup, melynek a belseje nemiires és amely az

r<gy Sy—-zekK

relacio altal reflexiv, tranzitiv, antiszimmetrikus és folytonos binaris relaciét értelmez R™-ben.
Ha p: R™ — K olyan folytonos izoton retrakcié K-ra, hogy

(I =p)®R™) N (p = I)(R™) = {0},

akkor (R™, <g) vektorhalé. (Azaz K szimplicilis kip kell legyen.)

(S. Z. Németh: Isotone retraction cones in Hilbert spaces, Nonlinear Analysis, vol. 73, pp. 495-499
(2010).)

Tehat pusztan az izoton retrakcid 1étezése, amelyhez egy latszolag gyonge foltétel tarsul, a K kipra
igen erds foltételt tamaszt.

Pusztdn izoton retrakciénak a léte a K kip poliedralitdsat vonja maga utdn. (Azt hogy
K véges szamu zart féltér keresztmetszete.)

(S. Z. Németh, A. B. Németh, About the existence of an isotone retraction onto a convex cone, J.
Convex Anal. vol. 18., pp. 707-720 (2011).)

A K kip polidralitdsa mar akkor is kdvetkezik, ha p olyan retrakcié K-ra, hogy

T <wy = pxr <k py,

ahol <y tetszlleges zart, konvex, nem-iires belsejii kiup altal szarmaztatott rendezés.



