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A helyi kontrakcidk és a gyenge kontrakciok fogalméanak egybeolvaddsabdl sziilettek a gyenge helyi
kontrakciok. Ezen 14j tipust kontrakcidk fixpontjait vizsgaljuk, a létezést és az unicitdst egyarant. Ezt
koveti a folytonossag vizsgalata a fiiggvény fixpontjaiban.
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1. Ertelmezés. Legyen (X,d) metrikus tér. Ekkor T : X — X leképezést gyenge kontrakcidnak vagy
(6, L)- kontrakcionak nevezzik,ha léteznek § € (0,1) és L > 0 dllanddk, dgy hogy

d(Tx, Ty) <6-d(x,y) + L-d(y, Tz),Vz,y € X (1)
2. Megjegyzés. A gyenge kontrakcidt eldszor V. Berinde vezette be [3],2004- ben.

3. Megjegyzés. Mivel a tavolsdg szimmetrikus, a gyenge kontrakcid (1) feltétele helyettesithetd a kévet-
kezd egyenlétlenséggel:
d(Tx,Ty) <6-d(x,y) + L-d(z,Ty),Vz,y € X (2)

amit az (1)- b6l kapunk, ha kicseréljik © és y- t eqgymds kozt.

Nyilvdnvald: annak bizonyitdsdhoz, hogy T gyenge kontrakcid, az (1) és (2) feltételeknek egyardnt
teljestilnitik kell.
A kovetkezd tétel megmutatja, hogy egy gyenge kontrakcid folytonos minden fixzpontjdban az [1] alapjdn.

4. Tétel. Legyen (X,d) teljes metrikus tér és T : X — X gyenge kontrakcid. Akkor T folytonos bdrmely
fizpontjdban, azaz Vpe Fix(T) pontban.

A helyi kontrakciékat elészor Martins da Rocha és Filipe Vailakis vezette be [6] (2010- ben), itt
tanulmanyoztak a fixpontok létezését és unicitasat a helyi kontrakcidk esetén.

5. Ertelmezés. Legyen F' egy halmaz és legyen D = (d;) jes féltdvolsdg-csaldd, melyek F- en értelmezettek.
Tekintsiik D dltal az F- en értelmezett gyenge topoldgidt.

Legyen r figgvény, mely leképezi J halmazt onmagdra. Ekkor T : F — F helyi kontrakcié (D,r) szerint,
ha bdrmely j esetén, létezik B; € [0,1) dgy, hogy

Vf,QEF, dj<Tf7Tg) SB]dT’(])(f?g>

Megprébalunk a fent emlitett két kontrakcidbdl egy 4j kontraktiv leképezést értelmezni: a gyenge helyi
kontrakcidkat.

6. Ertelmezés. A kivetkezd megfeleltetést, d(x,y) : X x X — Ry pszeudometrikdinak nevezzik, ha tel-
jesiti az aldbbi feltételeket:

2. d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)

3 x=y=d(z,y) =0



2 7. Matematika és Informatika Alkalmazasokkal Konferencia, 2016. november 18-20., Kolozsvar

Metrikus terekben a 3. feltétel igy alakul: x = y <d(x,y)=0
7. Ertelmezés. Legyen X egy halmaz és D = (d;);jes egy X-en értelmezett pszeudometrika-csaldd. Te-
kintstik az X-en értelmezett, D csaldd dltal meghatdrozott gyenge topoldgidt, melyet o- val fogunk jelélni.
Az (xn)nen+ sorozat o — Cauchy tipust, ha d;-Cauchy sorozat, Vj € J.
Az ACX részhalmaz szekvencidlisan o-teljes halmaz, ha bdrmely o-Cauchy sorozat X- bél konvergens X-
ben a o-topoldgia esetén.
Az ACX részhalmaz o-hatdros, ha diam;(A) = sup{d;(z,y) : x,y € A} véges,bdrmely j € J.

8. Ertelmezés. Legyen r : J — J figguény. Ekkor T : X — X leképezést gyenge helyi kontrakcionak
nevezzik (D,r) szerint, ha barmely j esetén, léteznek 6 € (0,1) és L > 0 dllanddk 1igy, hogy

dj(Tz,Ty) <0-dj(x,y) + L-dyj(y,Tz),Vo,y € X (3)

9. Megjegyzés. A gyenge kontrakciok eqy sajdtos esetét jelentik a gyenge helyi kontrakcidknak, tekintve
az (X,d) metrikus teret az X- en értelmezett pszeudometrika helyett. Tovdbbd, r figgvény helyett az iden-
tikus leképezést kell tekinteniink a (3) osszefiiggésben, tehdt r(j)=j.

10. Ertelmezés. Az X tér o- Hausdorff tér, ha a kévetkezd feltétel teljesil: minden z,y € X, x # y pdr
esetén, létezik j €J 1igy, hogy d, (x,y) > 0.
Ha A nemdires részhalmaza X- nek, akkor barmely z € X esetén, tekintsiik:

dj(z,A) =inf{d;(z,y) : y € A}.

A kévetkezd tétel a gyenge helyi kontrakciok fizpontjinak létezését biztositja.

11. Tétel. Legyen azr:J — J fugguény ésT : X — X gyenge helyi kontrakcid (D,r) szerint. Tekintsiik
A C X nemdires, o- hatdros, szekvencidlisan o- teljes, és T- invaridns részhalmazt.
Ha teljestil:

VjedJ, lim 0" 'diam,nii(A) =0 (4)

n— oo

akkor T fiigguény rendelkezik eqy x* fizponttal az A halmazban.

12. Megjegyzés. Ha T teljesiti a (3) egyenldtlenséget, gy hogy L = 0 és r : J — J az identikus
leképezés, akkor Vailakis tételét kapjuk meg [6] abban az esetben, ha megudlasztjuk 6 = [; értéket.
Tovdbba, d; = d,Vj € J esetben, ahol d = tdvolsdg az X halmazban, a jol ismert Banach kontrakcidt
kapjuk, az & egyetlen fizpontjdval.

A kévetkezd tétel a gyenge helyi kontrakcidk fixpontjanak unicitdsdt biztositja.

13. Tétel. Ha a 11.Tétel feltételeihez hozzdadjuk:
(U) bdrmely régzitett j € J esetén, létezik:

lim (0 + L)"diamnjy(z,A) = 0,Va,y € X (5)

n—oo

akkor az x* fixpont unicitdsa fenndll.

EREDMENYEK

A dolgozat ondllo eredménye a 14 . Tételben jelenik meg. Ez megadja a vdlaszt a gyenge helyi kontrakcidk
folytonossagdt illetéen a fixzpontban.

14. Tétel. Legyen X halmaz és D = (d;)jes egy X-en értelmezett pszeudometrika-csaldd;
legyen T : X — X egy gyenge helyi kontrakcid, mely eleget tesz a (4) feltételnek, tehdt van fizpontja.
Akkor T folytonos f- ben, barmely f € Fix(T).
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Bizonyitis: Mivel T gyenge helyi kontrakcid, léteznek a 6 € (0,1) és L > 0 dllanddk gy, hogy:
dj(Tz, Ty) < 6-dj(z,y) + L - dpy(y, Tx), Yo,y € X (6)

Bdrmely {yn}5> sorozat esetén X-bdl, mely konvergens f- hez, tekintsik y := yn,x := f (6)- ban, és azt
kapjuk, hogy:

dj(va Tyn) <0- dj(fa yn) +L- dr(g)(ynan)vn = 07 1,2,.. (7)
Felhaszndlva azt, hogy f fizpontja T- nek, vagyis T f = [, kévetkezik:

Ebben a pillanatban, han — oo (8)- ban, azt vonhatjuk le kovetkeztetésnek, hogy Ty, — Tf, ami pontosan
azt jelenti, hogy T folytonos f- ben.

Mivel a fizpontot tetszdlegesen vdlasztottuk meg, ezért a bizonyitds teljes.

Példa. Legyen X = {exp(it) : 0 <t < T}, e = cost + isint, T(e') = e7.

Hszndljuk a Bielecki metrikdt, azaz:

d;(f,9) = maz(|f(x) — g(x)| - €777 f,g € X; € [a,0] (9)

ahol >0 ésr(j) = j+ 1. Ebben az esetben:
maz(|T(e™) — T(e™)|- e~ ™) < 0 -max(|e® —e™|-e 7)) + L -maz(|e® — T(e®)] - e~ 70U+D)
t—v

Alkalmazva a kévetkezd osszefiggést: | — e™| = 2+ |sin'52], azt kapjuk, hogy:

maz{le?) —eT)|- eI} <0 - max{|2sin’52]- e IT} + L - max{|23inv72%)| cem T
Innen, néhdny szamitds utdn kévetkezik:

t— t - v—1}
v‘ < 0 - max|sin U|—|—L~ma:c|sin 2

mazx|sin
A mazimadlis értéket igy kozelithetjik meg:
1<0-1+L-e7-1
Ha tekintjik L =€ >0 és 0 = % < 1, azt taldljuk, hogy 1 + % > 1, ami azt jelenti, hogy T gyenge helyi
kontrakcié és Fix(T) = {0}

15. Megjegyzés. Nyilvanvald, hogy T gyenge helyi kontrakcid bdrmely 6 € (0,1) érték esetén.

KOVETKEZTETESEK, JAVASLATOK

Ez a dolgozat a kontrakcidk folytonossdgdt vizsgdlja a fizpontokban (ha léteznek), kévetve V. Berinde
és M. Pacurar cikkét [1]. Az ondllé kutatémunka eredménye a gyenge helyi kontrakcidk folytonossdgdra
vonatkozik, ahol dllando kontrakcios egyutthatokat haszndltam.
A wdltozd egyiitthatdk esete még egy megolddsra vdrd probléma.
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