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Az eldadas céljai

Valdszinliség és L,
paradoxoriok @ Alapfogalmak bemutatésa;

@ Alapfogalmak tisztazasa;

o Erdekes feladatok felsorolasa;

@ Matlab illusztraciok (ahol sziikséges);
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Definiciok

Valdszinliség és
paradoxonok

Paradoxon

Olyan meglepé allitas, mely a ,,jozan észnek” ellentmondani
latszik.

Paradoxonok szerepe:
@ Megvilagitanak egy problémat, melyre megoldast kell
javasolni.
(tudomanytdrténet)

@ Bemutatjak ,j6zan” (lasd fentebb) példakon keresztill a
formalis gondolkodas hasznat.
(oktatas)



Kérdések, melyekre keres  jUk a valaszt

Valdszinliség és L, o, ,
paradoxonok @ Van nyerd kombin&ci6 a lotton?
Csat6 Lehel

— @ J6, ha kélcsdnds ajandékozasnal sorsoljuk az ajandékozé

szemelyt?

@ Ha ismételten jatszunk egy jatékot, hogyan kell azt
~optimalisan jatszani”?

@ Helyes az a tablazat, melyben az atlagos életkor 26 év;
ugyanakkor 50% a valészinisége annak, hogy valaki a 8.
évet ne érje meg?

@ Véletlen a szamsorozat, amit latunk?
@ Mit jelent a val. valtozok fliggetlensége?

@ Mekkora valdszinliséggel lesz egy hdr adott hossznal
nagyobb?



(Pdlya Gyorgy)

Valdszinliség és

paradoxonok A valdsziniiség nem garancia!

Betegvizsgalat utan, hosszas fejrazas kézben:

- Onnek nagyon sulyos betegsége van; tiz kdziil csak egy
beteg éli tul.




(Pdlya Gyorgy)

Valdszinliség és

paradoxonok A valdsziniiség nem garancia!

Betegvizsgalat utan, hosszas fejrazas kézben:
- Onnek nagyon sulyos betegsége van; tiz kdziil csak egy
beteg éli tul.
majd nyugtatolag:
- De nagy szerencséje van, hogy hozzam fordult!

Eddig kilenc hasonl6 betegem volt és eddig mindenki
belehalt . ..




(Pdlya Gyorgy)

Valdszinliség és , y - H
paradoxonok A valésziniiség nem garancia!

Csat6 Lehel

Bevezet6

Betegvizsgalat utan, hosszas fejrazas kézben:
- Onnek nagyon sulyos betegsége van; tiz kdziil csak egy
beteg éli tul.
majd nyugtatolag:
- De nagy szerencséje van, hogy hozzam fordult!

Eddig kilenc hasonl6 betegem volt és eddig mindenki
belehalt . ..

Nem biztos, hogy helyesen értelmezett a valoszinliség!
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Valtsunk vagy ne?

Televizidban ,jatszik” a miisorvezetd a ,pacienssel”. Harom ajté
van, az egyik mogott a nyeremény, a masik ketté mogott nincs
semmi. Miutan
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Valtsunk vagy ne?

Televizidban ,jatszik” a miisorvezetd a ,pacienssel”. Harom ajté
van, az egyik mogott a nyeremény, a masik ketté mogott nincs
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@ a jatékos valasztott egy ajtét,

@ a misorvezetd kinyit egy masikat, ahol nincs nyeremény,
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Valtsunk vagy ne?

Televizidban ,jatszik” a miisorvezetd a ,pacienssel”. Harom ajté
van, az egyik mogott a nyeremény, a masik ketté mogott nincs
semmi. Miutan

@ a jatékos valasztott egy ajtét,

@ a misorvezetd kinyit egy masikat, ahol nincs nyeremény,

@ majd felajanlja a valtas lehetbségét.




Motivacio
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Valtsunk vagy ne?

Bevezets Televizidban ,jatszik” a miisorvezetd a ,pacienssel”. Harom ajté
van, az egyik mogott a nyeremény, a masik ketté mogott nincs
semmi. Miutan
@ a jatékos valasztott egy ajtét,
@ a misorvezetd kinyit egy masikat, ahol nincs nyeremény,
@ majd felajanlja a valtas lehetbségét.
Kérdés, hogy a jatékos valtson vagy ne.
Vélemények:
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Valtsunk vagy ne?

Bevezets Televizidban ,jatszik” a miisorvezetd a ,pacienssel”. Harom ajté
van, az egyik mogott a nyeremény, a masik ketté mogott nincs
semmi. Miutan
@ a jatékos valasztott egy ajtét,
@ a misorvezetd kinyit egy masikat, ahol nincs nyeremény,
@ majd felajanlja a valtas lehetbségét.
Kérdés, hogy a jatékos valtson vagy ne.
Vélemények:
@ Ugysem tudja, hogy j6-e. Ne valtson!
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Valtsunk vagy ne?

Bevezets Televizidban ,jatszik” a miisorvezetd a ,pacienssel”. Harom ajté
van, az egyik mogott a nyeremény, a masik ketté mogott nincs
semmi. Miutan
@ a jatékos valasztott egy ajtét,
@ a misorvezetd kinyit egy masikat, ahol nincs nyeremény,
@ majd felajanlja a valtas lehetbségét.
Kérdés, hogy a jatékos valtson vagy ne.
Vélemények:
@ Ugysem tudja, hogy j6-e. Ne valtson!
@ rosszabb nem lehet, tehat valtson!




Motivacio

Valészinliség és
paradoxonok

Csat6 Lehel Valtsunk vagy ne?

Bevezets Televizidban ,jatszik” a miisorvezetd a ,pacienssel”. Harom ajté
van, az egyik mogott a nyeremény, a masik ketté mogott nincs
semmi. Miutan
@ a jatékos valasztott egy ajtét,
@ a misorvezetd kinyit egy masikat, ahol nincs nyeremény,
@ majd felajanlja a valtas lehetbségét.
Kérdés, hogy a jatékos valtson vagy ne.
Vélemények:
@ Ugysem tudja, hogy j6-e. Ne valtson!
@ rosszabb nem lehet, tehat valtson!
@ meg tudjuk vizsgalni?
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Véltsunk vagy ne?
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semmi. Miutan
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Kérdés, hogy a jatékos valtson vagy ne.

@ Fontos a cselekvés sorrendje;
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Motivacio

Valdszinliség és
paradoxonok

Véltsunk vagy ne?
Televizioban ,jatszik” a miisorvezet6 a ,pacienssel’. Harom ajt6
van, az egyik mogott a nyeremény, a masik kettd mogott nincs
semmi. Miutan
@ a jatékos valasztott egy ajtot,
@ a misorvezetd kinyit egy masikat, ahol nincs nyeremény,
@ majd felajanlja a valtas lehetéségét.
Kérdés, hogy a jatékos valtson vagy ne.

@ Fontos a cselekvés sorrendje;

@ A misorvezet6é mindig tud valasztani;

@ Az ajté kinyitasaval eggyel kevesebb lehetéség marad;

@ Ha valtunk, az esélyiink 2/3, ha nem, akkor marad az 1/3.



Rab dilemmaja Mosteller'65

Valdszinliség és
paradoxonok

Gsat6 Lehel Kérdezzen vagy ne?

Bevezets Harom rabnak tudomasara jut, hogy masnap ketten kegyelemmel
szabadulnak. Az egyik rab megtudhatna egy nevet, aki rajta kivdl
szabadul.

A rab nem kérdi meg, ugyanis:
@ ha nem kérdezi meg, akkor 2/3 eséllyel szabadul,
@ ellenben, ha megkeérdi, akkor

o megtudja egy személynek a nevét, aki szabadulni fog, és
o mivel tudja, hogy vagy 6 vagy egy masik tarsa a masodik,
o a szabadulasanak az esélye 1/2-re csdkken.

Helyesen jart el?




Rab dilemmaja Mosteller'65

Valdszinliség és
paradoxonok

Kérdezzen vagy ne?

Harom rabnak tudomasara jut, hogy masnap ketten kegyelemmel
szabadulnak. Az egyik rab megtudhatna egy nevet, aki rajta kivdl
szabadul.

A rab nem kérdi meg, ugyanis:
@ ha nem kérdezi meg, akkor 2/3 eséllyel szabadul,
@ ellenben, ha megkeérdi, akkor

o megtudja egy személynek a nevét, aki szabadulni fog, és
o mivel tudja, hogy vagy 6 vagy egy masik tarsa a masodik,
o a szabadulasanak az esélye 1/2-re csdkken.

Helyesen jart el?
Miért nem?
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Eseménytér
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chel Eseményter ()

Egy véletlen kisérlet lehetséges eseményeinek 6sszessége.

Események

Pl:
@ érme dobasanal = {F, I},
@ kocka dobaséanal az ) = {1,2,3,4,5,6},

@ egy négyzetre leejtett tli hegyének a koordinatai esetén:
Q=10,1] x [0,1].




Esemeények

Valdszinliség és
paradoxonok

Csat6 Lehel Események JF

Az () eseménytér o-algebrajat eseményeknek nevezzik.
— o-algebra:

@ QeF,

@ ha A c F,akkor A € F,

@ ha A, Be F,akkor AUB € F,

@ haA,As,...€ F,akkor A UAsU... € F,

Megj: a fenti tulajdonsagok a konzisztenciat biztositjak.

@ biztos esemény: az §sszes lehetséges eseményt
tartalmazé halmaz.

@ lehetetlen esemény: az Urres halmaz.

= 9



Val6szinliség

ey
e A P : F — R nemnegativ fliggvény valdszinliségi eloszlas, ha

@ P(Q)=1;

@ ha An B =10, akkor P(AU B) = P(A) + P(B);

@ ha Aj, A,, ... egymast kbélcséndsen kizaré6 események, akkor

P(UAi) = ZP(Az')

Val6sziniiségi
véltozo

Valészintiségi mez6 (€2, F, P)

Az (Q, f, P) harmast val6szinliségi mezének nevezzik.




Val6szinlségi valtozo

Valdszinliség és
paradoxonok

Valészinliségi valtozd &

Csato Lehel

A ¢ : Q — R valdszinliségi valtozd, ha

{<z}={weQ|éw)<z}teF VzeR

Val6sziniiségi
véltozo

Eloszlasfuggvény [
Az

F(z) = P({ < =z)

flggvényt a ¢ valtozo eloszlasfliggvényének nevezziik.




Val6szinGségi modell

Valdszinliség és
paradoxonok . EE—
Ceaté Lehel Valészinliségi Modell
Egy feladat leirasaban teljes vagy részleges specifikacidja egy
véletlen eseménynek.

Valészindiségi modell

Példaul: kockadobas modellje az X valdszinliségi valtozé, mely
6 lehetséges értéket vehet fel; mindegyiket egyforma
valoszinliséggel:

1 2 3 4 5 6
XN(l/G 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6)




Bertrand paradoxona Mi a modell?

Valdszinliség és
paradoxonok

ehel

Mi a valészinlisége annak, hogy egy hur hosszabb, mint a kdrbe irt egyenld oldald
haromszdég egyik oldala?

v

Valészinliségi modell ROgZitSuk a hL’Jr Végét

A lehetbségek tere a [0, 7]
intervallum, a hosszabb
huroknak a ,helye” a
(w/3,2m/3) intervallum:

/3

=1/3

<

a val6szinliség nem egyértelmil, amennyiben a generalé6 mechanizmus nincs
megfelelden specifikalva.




Bertrand paradoxona Mi a modell?

Valdszinliség és
paradoxonok

Mi a valészinlisége annak, hogy egy hur hosszabb, mint a kdrbe irt egyenld oldald
haromszdég egyik oldala?

valeszinissaimecell Y R gzitsiik a hur végét Régzitslik a har iranyat

A lehetéségek tere a [0, 7] A lehetdségek tere a [0, 7]

ehel

<

intervallum, a hosszabb intervallum, a hosszabb
haroknak a ,helye” a haroknak a ,helye” a
(w/3,2m/3) intervallum: (0,7/2) intervallum:
3 2
/3 _ 1/3 /2 _ 1/2

r

<

a val6szinliség nem egyértelmil, amennyiben a generalé6 mechanizmus nincs
megfelelden specifikalva.




Bertrand paradoxona Mi a modell?

Valdszinliség és
paradoxonok

Bertrand

ehel
Mi a valészinlisége annak, hogy egy hur hosszabb, mint a kdrbe irt egyenld oldald
haromszdég egyik oldala?
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(w/3,2m/3) intervallum: (0,7/2) intervallum: 3
n(/2? _
™3 s M2 wr?

r

<

a val6szinliség nem egyértelmil, amennyiben a generalé6 mechanizmus nincs
megfelelden specifikalva.
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Bertrand
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Bertrand paradoxon Szimulalas |

Valészinliség é - o , s s
parscoonox [ Tekintsiik a har kozepét

Lehel

majd vizsgaljuk meg a kdzéppontok eloszlasat a kiilénb6z6
modellek szerint.

@ A har modell szerint:

o Rogzitjlk az érintdt, majd mintavételezzik az « € [0, 7] széget,
ekkor a kézéppont koordinatai:

Valészindiségi modell

r.=—R-cosa-cosa Ye = R-cosa-sina

o Az érintd 6 € [0, 27| szbgét is valasztjuk; ez egy forgatast

eredményez:
x| | cos® sin 6 |z
y|  |—sinf cosf| |y

@ Az irany modell szerint mintavételezziik a hosszat r € [0, R] majd
elforgatjuk 6 € [0, 2] szdggel.

© A koézéppont modell szerint mintavételezziik a kézéppontot.



Bertrand paradoxon Szimulacio Il

% a mintdk szdma

ATl 1| N = 5000000; 2 H 4 A .
ook A hdr mintavételezéssel:
%! a hur modszer

alpha = rand(N,1)*pi;

theta = rand(N,1)*2+pi;

cTh = cos(theta); sTh = sin(theta);

p = [-cos(alpha) sin(alpha)];

p = repmat(-p(:,1),[1,2]) .* p;

% forgatds

pl(:,1)= p(:,1).«cTh + p(:,2).x*sTh;

\EESINEECEE 1 p1(:,2)=-p(:,1).+sTh + p(:,2).x*cTh;
%! az irdny modell szerint

p2(:,1) alpha/pi;

p2(:,2) -p2(:,1).+sTh;

p2(:,1) = p2(:,1).%cTh;

%! kozéppont modell szerint

N2 = round(N * 4 / pi); % tobb kell

p3 (rand([N2,2])-.5)*2;

11 sum(p3.42,2);

ind = 11<1;

b1 p3 = p3(ind,:);

LU | B [ R




Bertrand paradoxon Szimulacio Il

Valészin(iség és N = 5000000; % a mintak szama A H 74 A .
paradoronok Az irany mintavételezéssel:
%! a hur modszer

alpha = rand(N,1)*pi;

theta = rand(N,1)*2+pi;

cTh = cos(theta); sTh = sin(theta);

p = [-cos(alpha) sin(alpha)];

p = repmat(-p(:,1),[1,2]) .* p;

% forgatds

pl(:,1)= p(:,1).«cTh + p(:,2).x*sTh;

Val6sziniiségi modell pl(:,2)=-p(:,1).«sTh + p(:,2).x*cTh;
%! az irdny modell szerint

p2(:,1) alpha/pi;

p2(:,2) -p2(:,1).+sTh;

p2(:,1) = p2(:,1).%cTh;

%! kozéppont modell szerint

round(N » 4 / pi); % tobb kell

p3 (rand([N2,2])-.5)*2;

11 sum(p3.42,2);

ind = 11<1;

p3 = p3(ind, :);

ehel

N2

LU | B [ R




Bertrand paradoxon Szimulacio Il

vadeziniess co [N *a mintdk szdna A kdzéppont mintavételezéssel:
%! a hur modszer

alpha = rand(N,1)*pi;

theta = rand(N,1)*2+pi;

cTh = cos(theta); sTh = sin(theta);
p = [-cos(alpha) sin(alpha)];

p = repmat(-p(:,1),[1,2]) .* p;

% forgatds

pl(:,1)= p(:,1).«cTh + p(:,2).x*sTh;
Val6sziniiségi modell pl(:,2)=-p(:,1).«sTh + p(:,2).x*cTh;
%! az irdny modell szerint

p2(:,1) alpha/pi;

p2(:,2) -p2(:,1).+sTh;

p2(:,1) = p2(:,1).%cTh;

%! kozéppont modell szerint
round(N » 4 / pi); % tobb kell
p3 (rand([N2,2])-.5)*2;

11 sum(p3.42,2);

ind = 11<1;

p3 = p3(ind, :);

%!

N2

LU | B [ R




Bertrand paradoxon Szimulacio Il

CLCOol | N = 5000000; ¢tk sz A kdzéppont mintavételezéssel:

paradoxonok

%! a hur modszer

alpha = rand(N,1)*pi;

theta = rand(N,1)*2+pi;

cTh = cos(theta); sTh = sin(theta);
p = [-cos(alpha) sin(alpha)];

p = repmat(-p(:,1),[1,2]) .* p;

% forgatds

pl(:,1)= p(:,1).«cTh + p(:,2).x*sTh;
Val6sziniiségi modell pl(:,2)=-p(:,1).«sTh + p(:,2).x*cTh;
%! az irdny modell szerint

p2(:,1) = alpha/pi;

p2(:,2) = -p2(:,1).*sTh;

p2(:,1) = p2(:,1).%cTh;

%! kozéppont modell szerint
round(N *« 4 / pi); % tobb kell
p3 (rand([N2,2])-.5)*2;

11 sum(p3.42,2);

ind = 11<1;

p3 = p3(ind, :);

N2

LU | B [ R

Jaynes szerint

Amennyiben nincs mas informacio, akkor azt a megoldast kellene
elfogadni, mely a legkevésbé tiinteti ki a kiildnb6z6 régidkat:
= az egyenletes az elfogadott megoldas.




Varhato érték

Valdszinliség és
paradoxonok

Varhato értek  E[€]

Ha a ¢ valészinlségi valtozé értékeinek szama véges:
{z1,...,24}, €S p; = P(§ = x;) Vi, akkor

Csato Lehel

E[E] = Z Lipi-

Varhat6 érték

Szoras  D(&)

A

1/2

D) = (¢ - El¢)?)

mennyiség a & valészinliségi valtozé szérasa.




Valdszinliség és Vé.rhaté érték

paradoxonok

Csat6 Lehel Hatarozzuk meg az 0 haz<0

F(x)=q% hao<z<4
1 haz>4

val6szinliségi valtoz6 varhat6 értéket.

Varhat6 érték

Megoldas:
Az eloszlas siirliségfliggvénye:
gigg y{}l hao <z <4

f(@) = 0 masképp

Az atlag tehat:
4

=2
0

4, 22
Em:/ —dx = —
=] o 4 8



Binomialis eloszlas

Valésziniiseg és . C e p 7
paradoxonok Binomidlis eloszlas g ~/ B(ln/? p)

Csatd Lehel

Legyen A € F. Végezzink egy n hosszisagu Bernoulli kisérletsorozatot
és legyen £ az A esemény bekovetkeztének a szama.
Ha p(A) = p és ¢ = 1 — p, akkor

pE=k) = (Z)pkq"_k

Példak eloszlasokra

Az eloszlas atlaga:

|
Bl = 3ORPE=R) =3 ke
k=0 k=0 ’
= np

A szoras:



Valdszinliség és

paradoxonok Poisson eloszlas f o O’iSSO?’l()\)

Csat6 Lehel

Példék eloszlasokra

Az eloszlas atlaga:

Bl = SkPE=k =Y ke
k=0

A szoras:



Egyenletes eloszlas

Valészinliség és ,
paradoxonok Egyenletes eloszlas f ~ U ((Lj b)

Csatd Lehel

% haa<z<b
— a

re-n-{

eloszlassal adott valtozot egyenletes eloszlasnak nevezzik.

0 masképp

Példak eloszlasokra Az eloszlas étlagg x 22 b

b
€= /a b—adm:2(b—a)a
b2—a2_b—|—a
2(b—a) 2

A szorasa: ) )
D(©) = B¢’ - £ = O

Megj: az egyenletes eloszlas a véletlenszam-generatorok alapja.




Valdszinliség és
paradoxonok

Csatd Lehel

Példék eloszlasokra

Normalis eloszlas

Normalis eloszlas & ~ N (m, o)

Legyen m € R és o > 0. A £ normalis eloszlasu, ha sirlségfliggvénye

o= Lo (-2270)

2o

Az eloszlas atlaga:

Az eloszlas centralis szerepet jatszik a modern valészinliségben.
De Moivre (1738): ,Merem allitani, hogy ez a legnehezebb probléma,
amit fel lehet vetni a Véletlen Tudomanyaban... (Sz.04)”



Paradoxon

Valdszinliség és
paradoxonok

Két kocka esetén a 9 és a 10 is ugyanannyiszor irhaté fel.
9=6+3=4+5illetve 10=6+4=5+5
Miért van az, hogy a 9 valdszinlisége mégis nagyobb, mint a tizé.

Fontos az eseménytér

% kisérletek szdma

Feladatok meghatarozasal N = 50000000;
% dobdsok
4 kocka = ceil(6+rand(N,2));
Tévedtek: osszeg= sum(kocka,2);
. . % szdmolds
o LelantZ kilenc= length(find(osszeg==9));
, o tiz = length(find(osszeg==10));
@ d’Alembert
Eredmény:

kilenc: 5554431
tiz: 4163003



Osztozkodas paradoxona Paccioli

Valdszinliség és OSZtOZkOdéS

paradoxonok

Csal6 Lehel Két jatékos jatszik — ugyanolyan eséllyel. Az nyer, aki el6szor
nyer 6 jatszmat. A jaték féloemarad, amikor az elsé 5, a masodik
3 jatszmat nyert.

Mennyi a méltanyos osztozkodas aranya?

Feladatok



Osztozkodas paradoxona Paccioli

Valdszinliség és OSZtOZkOdéS

paradoxonok

Csal6 Lehel Két jatékos jatszik — ugyanolyan eséllyel. Az nyer, aki el6szor
nyer 6 jatszmat. A jaték féloemarad, amikor az elsé 5, a masodik
3 jatszmat nyert.

Mennyi a méltanyos osztozkodas aranya?

Feladatok

@ Arab eredetll, mar 1380-ban megjelent ltalidban.

@ Elbészor 1497-ben jelent meg Paccioli kdnyvében, a
valoszinliségi jelleg nélkdil;
@ A helyes megoldas nagyon soké sziiletett meg.



Osztozkodas paradoxona Paccioli

Valdszinliség és OSZtOZkOdéS

paradoxonok

Csal6 Lehel Két jatékos jatszik — ugyanolyan eséllyel. Az nyer, aki el6szor
nyer 6 jatszmat. A jaték féloemarad, amikor az elsé 5, a masodik
3 jatszmat nyert.

Mennyi a méltdnyos osztozkodas ardnya? Modell

Feladatok



Osztozkodas paradoxona Paccioli

Valdszinliség és OSZtOZkOdéS

paradoxonok

Csal6 Lehel Két jatékos jatszik — ugyanolyan eséllyel. Az nyer, aki el6szor
nyer 6 jatszmat. A jaték féloemarad, amikor az elsé 5, a masodik
3 jatszmat nyert.

Mennyi a méltdnyos osztozkodas ardnya? Modell

Feladatok

@ Mit vizsgalunk?



Osztozkodas paradoxona Paccioli

Valdszinliség és OSZtOZkOdéS

paradoxonok

Csal6 Lehel Két jatékos jatszik — ugyanolyan eséllyel. Az nyer, aki el6szor
nyer 6 jatszmat. A jaték féloemarad, amikor az elsé 5, a masodik
3 jatszmat nyert.

Mennyi a méltdnyos osztozkodas ardnya? Modell

Feladatok

@ Mit vizsgalunk? A tovabbi lehetséges eseteket.



Osztozkodas paradoxona Paccioli

Valdszinliség és OSZtOZkOdéS

paradoxonok

Csal6 Lehel Két jatékos jatszik — ugyanolyan eséllyel. Az nyer, aki el6szor
nyer 6 jatszmat. A jaték féloemarad, amikor az elsé 5, a masodik
3 jatszmat nyert.

Mennyi a méltdnyos osztozkodas ardnya? Modell

Feladatok

@ Mit vizsgalunk? A tovabbi lehetséges eseteket.

@ 5: 3 allasnal legtdbb 3 jatszma lesz;



Osztozkodas paradoxona Paccioli

Valdszinliség és OSZtOZkOdéS

paradoxonok

Csal6 Lehel Két jatékos jatszik — ugyanolyan eséllyel. Az nyer, aki el6szor
nyer 6 jatszmat. A jaték féloemarad, amikor az elsé 5, a masodik
3 jatszmat nyert.

Mennyi a méltdnyos osztozkodas ardnya? Modell

Feladatok

@ Mit vizsgalunk? A tovabbi lehetséges eseteket.

@ 5: 3 allasnal legtdbb 3 jatszma lesz;
@ 7 kedvezb az elsé; 1 a masodik jatékos szamara;



Osztozkodas paradoxona Paccioli

Valdszinliség és OSZtOZkOdéS

paradoxonok

Csal6 Lehel Két jatékos jatszik — ugyanolyan eséllyel. Az nyer, aki el6szor
nyer 6 jatszmat. A jaték féloemarad, amikor az elsé 5, a masodik
3 jatszmat nyert.

Mennyi a méltdnyos osztozkodas ardnya? Modell

Feladatok

@ Mit vizsgalunk? A tovabbi lehetséges eseteket.

@ 5: 3 allasnal legtdbb 3 jatszma lesz;
@ 7 kedvezb az elsé; 1 a masodik jatékos szamara;

@ A méltanyos arany tehata 7/1 !



Feladat

valgsziniseg és Hatosok keresése P (Anatos)

paradoxonok

Lehel Mekkora a valészinlisége annak, hogy egy kocka kétszeri dobasanal

legalabb egy hatos van.
Megoldas:
Feladatok Az elemi események az 6sszes rendezett paros:
((171) (172) (27 1) (272) (6a6)>
1 1, 1 L 1
36 36 36 36 36
Ezek kdzll kedvezb: (1,6),...,(5,6), valamint az 6sszes eset, ahol az
elsd szam a hatos.
Azaz:
1 11

P(Ahatos) =11- % = %



Feladat

Valgsziniség és Adott 6sszeg P(Aossz9), P(Bossz10)

paradoxonok

‘ Mekkora a valészinlisége annak, hogy két kocka dobasakor a szamok
Osszege 97
A szamok 6sszege 10?

Feladatok



Feladat

Ve Adott 6sszeg P(Aossz9), P(Bossz10)

paradoxonok

Csat6 Lehel Mekkora a valészinlisége annak, hogy két kocka dobasakor a szamok
Osszege 97

A szamok 6sszege 10?

Megoldas:
9=6+4+3=544=4+5=34+6 = P(Aossz0) =4/36
10=64+4=5+5=446 = P(Avss210) = 3/36

Feladatok



alCeiqusLoles Adott 6sszeg  P(Aossz0), P(Bossz10)

paradoxonok

Csat6 Lehel Mekkora a valészinlisége annak, hogy két kocka dobasakor a szamok
Osszege 97

A szamok 6sszege 10?

Megoldas:
9=6+4+3=544=4+5=34+6 = P(Aossz0) =4/36
10=6+4=5+5=4+6 = P(Apss210) = 3/36

Feladatok

Adott 6sszeg  P(Aossz9), P(Bossz10)

Mekkora a valészinlisége annak, hogy harom kocka dobasakor a
szamok Gsszege 9?
Es a szamok 6sszege 10?




alCeiqusLoles Adott 6sszeg  P(Aossz0), P(Bossz10)

paradoxonok

Csat6 Lehel Mekkora a valészinlisége annak, hogy két kocka dobasakor a szamok
Osszege 97

A szamok 6sszege 10?

Megoldas:
9=6+4+3=544=4+5=34+6 = P(Aossz0) =4/36
10=6+4=5+5=4+6 = P(Apss210) = 3/36

Feladatok

Adott 6sszeg  P(Aossz9), P(Bossz10)

Mekkora a valészinlisége annak, hogy harom kocka dobasakor a
szamok Gsszege 9?
Es a szamok 6sszege 10?

Megoldas:
9=642+1=6+14+2=5+3+1=... = P(Apss.0) =25/216
0=6+3+1=6+2+2=6+1+3=... = P(Agss:0)=27/216



Feladat

Valgsziniség és Val6szinliségek becslése

paradoxonok
el Adam és Eva azonos képességli jatékosok. Mekkora a valésziniisége,
hogy:
@ Adam négy meccsbdl pontosan harmat nyer?
@ Eva nyolc meccsbdl pontosan 6tot nyer?

Feladatok



Feladat

Valgsziniség és Valészinliségek becslése

paradoxonok
Csalo Lenel Adam és Eva azonos képességii jatékosok. Mekkora a valésziniisége,
hogy:

@ Adam négy meccsbdl pontosan harmat nyer?

@ Eva nyolc meccsbdl pontosan 6tot nyer?

Feladatok

Megoldas:
Adam nyer (1) vagy veszit (0). Négy meccs 2% = 16 médon végzddhet.
Ebbdl 4 kedvezd Adamnak: 1/4.



Feladat

Valgsziniség és Val6szinliségek becslése

paradoxonok

Csalo Lenel Adam és Eva azonos képességii jatékosok. Mekkora a valésziniisége,
hogy:

@ Adam négy meccsbdl pontosan harmat nyer?

@ Eva nyolc meccsbdl pontosan 6tot nyer?

Feladatok

Megoldas:
Adam nyer (1) vagy veszit (0). Négy meccs 2% = 16 médon végzddhet.
Ebbdl 4 kedvezd Adamnak: 1/4.

Eva nyer (1) vagy veszit (0). Nyolc meccs 2% médon végzédhet.
Ebbdl V(8,5) = 8-7-6/(1 -2 - 3) kedvezd Evanak: 7/32



Feladat 4 (K6MaL.04)

Valgsziniség és Val6szinliségek becslése

paradoxonok

Csat6 Lehel Balazs és Marci négy dobdkocka feldobésaval dontik el, ki sétaltatja a
kutyat. Az egyszerre dobott kockak kozétt ha van hatos, akkor Balazs,
kilbnben Marci sétaltatja a kutyat.

lgazsagos a moédszer?

Feladatok



Feladat 4 (K6MaL.04)

Valgsziniség és Val6szinliségek becslése

paradoxonok

Csat6 Lehel Balazs és Marci négy dobdkocka feldobésaval dontik el, ki sétaltatja a
kutyat. Az egyszerre dobott kockak kozétt ha van hatos, akkor Balazs,
kilbnben Marci sétaltatja a kutyat.

lgazsagos a moédszer?

Megoldas:
Négy kockaban nincs hatos:

= 0.4822

| ot
| ot
| ot

S| ot



Feladat 4 (K6MaL.04)

Valgsziniség és Val6szinliségek becslése

paradoxonok

Csat6 Lehel Balazs és Marci négy dobdkocka feldobésaval dontik el, ki sétaltatja a
kutyat. Az egyszerre dobott kockak kozétt ha van hatos, akkor Balazs,
kilbnben Marci sétaltatja a kutyat.

lgazsagos a moédszer?

Megoldas:
Négy kockaban nincs hatos:

= 0.4822

| ot
| ot
| ot

S| ot

Tehat a modszer nem igazsagos!



Feladat

Valdszinliség és Urnafeladat

paradoxonok

el n golyot helyeziink véletlenszerlien n urnaba.
Mi a valészinlisége annak, hogy pontosan 1 marad (iresen?

Feladatok



Feladat

Valdszinliség és Urnafeladat

paradoxonok

w n golyot helyeziink véletlenszerlien n urnaba.
Mi a valészinlisége annak, hogy pontosan 1 marad (iresen?

Megoldas:
Minden urnaba egy goly6: p(Aming) = 7 ™

Feladatok

Kijelollnk egy Ures urnat illetve egyet, melyben két golyé lesz: n(n — 1)
Kivalasztunk két golyo6t az n kdzil (;)

A maradék n — 2-t elhelyezzlik az n — 2 urnaba: (n — 2)!.

—1)- 2D 9 (1) (n— 1
P(Amind—1) = ni ! 5 ~)n"(*2 )




Valdszinliség és
paradoxonok

Csat6 Lehel

Feladatok

Els6 el6fordulas

Harom jatékos tarsasjatékot kezd. Egymas utan dobnak egyet egy
dobdkockaval. Az kezd, aki elséként dob hatost.

@ Mekkora val6szinliséggel lesznek kezddk egy-egy dobas utan az
egyes résztvevok?

@ Mekkora annak a valészinlisége, hogy nem tudjak elkezdeni a
jatékot egy kor utan?

@ Szamitsuk ki egyes résztvevokre annak a valészinliségét, hogy
éppen 6 kezdhet!

Megoldas:

Az elsé kezd: P(elso) =1/6,

a masodik kezd P(masod) =5/6-1/6 = 5/36,

a harmadik kezd P(harmad) =5/6-5/6 - 1/6 = 25/216.



Feladat

Valdszinliség és MeQOIdés: (fOIyt)
paradoxonok Egy kor utdn nem kezdenek:
Csat6 Lehel

5-5-5

6.6 6—05787

P(nemelso) =

Az els0 jatekos kezdési valészinlisége:

(1 o é‘(<3g>3)2 ﬁfi)

A teljes val6szinliség:

k
1 5\? 1 1 36
6Z<<6>> T 6 55 91
k=0 1-—

A méasodik 22, a harmadik 22 valésziniiséggel kezd.

o=
[l




Kithzott

Valdszinliség és Sakkté.bla

paradoxonok
Csat6 Lehel Helyezziink el a sakktablan talalomra bastyakat (2 < k < 8).
Mekkora a valészinlisége annak, hogy a bastyak nem Gtik egymast.

Feladatok Egy kényvespolcrol Pisti leszedte a kdnyveket, majd véletlenszeriien
visszarakta mind a 25-6t. Mennyi a val6szinlisége annak, hogy a kdztiik
levi harom idegen nyelvii kbnyv egymas mellé kerlt?

Ot pénzérme feldobasakor mennyi a valésziniisége, hogy pontosan
harom érmén a fej lesz feltl?




Feladat Négyes-6tds

valgsziniseg és Négyesek és 6tdsok a lotton

paradoxonok

Lehel Az 6t6s lottén 90 szambol valasztanak 5-6t a szelvények kit6ltéi.
Hanyszor nagyobb a val6szinlisége egy négytalalatos szelvénynek, mint
az Gttalalatosnak?

Feladatok



Feladat Négyes-6tds

valgsziniseg és Négyesek és 6tdsok a lotton

paradoxonok

Csato Lehel Az 6t6s lottén 90 szambol valasztanak 5-6t a szelvények kit6ltéi.
Hanyszor nagyobb a val6szinlisége egy négytalalatos szelvénynek, mint
az ottalalatosnak?

Megoldas:
Otoésiink van, ha a 90 szam koézll pont azt az 6tét hlzzak:
Feladatok P(otos) = —— = 0.000000022753 = 2.27 - 1078

90
5
Négyeslink van, ha egy szam hianyzik, ez pedig a maradék 85 szam

valamelyike:
5\ (85
1 1
~Z N 7 —0.00000967 = 0.96 - 10~°

()

P(negyes) =

A kettd aranya 425.



Haromszo6g

Valdszinliség és
paradoxonok

Csatd Lehel Harom egyenl6 hosszu ropibdl véletlenszeriien kitoériink egy-egy darabot.
A torési pontok kivalasztasa egymastol figgetlen és egyenletes.

@ mekkora a val6szinlisége annak, hogy a maradékokbdl
haromszdget lehet alkotni?

@ mekkora a val6szinlisége annak, hogy a maradékokbdl
hegyesszdgll haromszdget lehet alkotni?

Feladatok



Haromszo6g

Valdszinliség és
paradoxonok

Csatd Lehel Harom egyenl6 hosszu ropibdl véletlenszeriien kitoériink egy-egy darabot.
A torési pontok kivalasztasa egymastol figgetlen és egyenletes.

@ mekkora a val6szinlisége annak, hogy a maradékokbdl
haromszdget lehet alkotni?

@ mekkora a val6szinlisége annak, hogy a maradékokbdl
hegyesszdgll haromszdget lehet alkotni?

Feladatok

Megoldas:
I <y <ls. A gula térfogata 1/6.
Haromsz6g akkor, ha s < 11 + Is.



Haromszo6g

Valdszinliség és
paradoxonok

Csatd Lehel Harom egyenl6 hosszu ropibdl véletlenszeriien kitoériink egy-egy darabot.
A torési pontok kivalasztasa egymastol figgetlen és egyenletes.

@ mekkora a val6szinlisége annak, hogy a maradékokbdl
haromszdget lehet alkotni?

@ mekkora a val6szinlisége annak, hogy a maradékokbdl
hegyesszogli haromszéget lehet alkotni?

Feladatok -~

Megoldas:

I <2 <ls. A gula térfogata 1/6.

Haromsz6g akkor, ha s < 11 + Is.

Ki kell vonnunk egy gulat, melynek térfogata 1/12.

Az 6sszes lehetséges eset és az elfogadhatd esetek aranya.



Valdszinliség és
paradoxonok

Ay

Feladatok

{o 4=

B1

\63

Megoldas

Ofl <f2<f3
o



Valdszinliség és
paradoxonok

Ay

Feladatok

{o 4=

B1

\63

Megoldas

Ofl <f2<f3
o



Matlab segédfiiggvények

Valdszinliség és

PN A MATLAB programnyelv tdmogatja a
e @ matrix-jelolést: ciklusok helyett ,matematikusan”:

C=AxB
@ gyors prototipusok készitését:
pl. nincsenek véltozo-kijelentések.

@ numerikus szimulaciok irasat,

MATLAB

Val6szinliségszamitasi fliggvények:
- rand(m,n) egy m x n-es matrixot feltélt pszeudorandom
szamokkal;

- hist(X) egy matrix(vektor) értékeinek gyakorisagat rajzolja ki;



Szimulaciok

Valésziniiség és . L ., . . A A A
paradoxonok Egy szimulacio teszteli a kigondolt elmélet helyességét.

Csat6 Lehel

A szimulator—program struktdraja a kdvetkezé:

MATLAB

@ Valtozok meghatérozésa, a kisérletek szaménak a meghatérozésa.
@ fori—1...N

o szimulald az i-edik kisérletet.
@ vizsgéald meg az eredményt.

© endfor
@ jelenitsd meg az eredményeket (elemzés).



Tartalom

Valdszinliség és
paradoxonok

e Paradoxonok
Lott6 paradoxona
Flggetlenség
Ajandékozasi paradoxon
Pétervari paradoxon
Jatékelméleti paradoxon
Halanddsagi paradoxon
Bernoulli paradoxon
Elsé el6fordulas

De Moivre paradoxona

Paradoxonok



Lottézas

Valdszinliség és

Eaadeencs Felmer(ild kérdések:
Csato Lehel z . ” Z z
@ |étezik nyerd stratégia a lotton?
@ |étezik j6 kombinacid amit jatszani érdemes?
haigen, melyek ezek




Lottézas

Valdszinliség és

Eaadeencs Felmer(ild kérdések:
Csato Lehel z . ” Z z
@ |étezik nyerd stratégia a lotton?
@ |étezik j6 kombinacid amit jatszani érdemes?
haigen, melyek ezek

@ természetesen nincs nyerd stratégia,



Lottézas

Valdszinliség és

Eaadeencs Felmer(ild kérdések:
‘ ‘ @ |étezik nyerd stratégia a lotton?
@ |étezik j6 kombinacid amit jatszani érdemes?

haigen, melyek ezek

@ természetesen nincs nyerd stratégia,
@ JO kombinaci6é = ha nyerlink, masok ne legyenek a listan.



Lottézas

Valdszinliség és

Eaadeencs Felmer(ild kérdések:
Csat6 Lehel , . ” Yo z
@ létezik nyer0 stratégia a lotton?
@ |étezik j6 kombinacid amit jatszani érdemes?
haigen, melyek ezek

@ természetesen nincs nyerd stratégia,
@ JO kombinaci6é = ha nyerlink, masok ne legyenek a listan.

Tul szabdlyos tippek: pl. ,két egymas utani szam”, egy
Otszamjegyll egymasutani szadmsorozat, ...



Lottézas

Valdszinliség és
paradoxonok




Lottézas

Valdszinliség és
k

Egymasutani szamok ritkak:

e két egymasutani szam:

5.4
Popy ~2 89+ ——— = (.2222
2 90 - 89
e harom,négy egymasutani szam:
5.4.3
Py, ~ 88— 2 —0.0075
3 88-89-90

Py, =~ 0.00017



Lottézas

Valdszinliség és
k

Egymasutani szamok ritkak:

e két egymasutani szam:

5.4
Popy ~2 89+ ——— = (.2222
2 90 - 89
e harom,négy egymasutani szam:
5.4.3
Py, ~ 88— 2 —0.0075
3 88-89-90

Py, =~ 0.00017

Nagy nyereségre szamithatunk
ha nyerlnk és ,ritka” kombinacidkat valasztunk.




MATLAB program

Valdszinliség és
paradoxonok

Eredmények (100e):

i lotto paradoxon szimulacio

% parameterek T# Kettd Harom
nL = 90; % az osszes szam

n0 = 5; % hanyat 02238 00077
nH = 100000; % hany jatekot szimulalunk

0.2226 | 0.0075
0.2203 | 0.0073
0.2232 | 0.0074

=)

% general juk
10sszes = ceil(rand(nH,n0)=90);
% rendezzuk NOVEKVO sorrendbe
10sszes = sort(l0sszes,2);
% keressuk az egymasutani szamokat
11 fMat = [1 -1]; % Szuro matrix
1Succ = filter(fMat,1,10sszes,-100,2);
1Succ = 1Succ(:,2:end);
% keressuk azon elemeket, ahol 1 a kulonbseg
iTwo = find(1Succ==1);
fprintf(’Ket elemhossz: %5.4f’,length(iTwo)/nH);

= WD =

1

=Y

% nullazunk minden indexet, ami NEM egy.
1Ind=zeros(size(1Succ));
1Ind(iTwo) = 1;

21 fMat = [1 1]; % szuro matrix
1Three = filter(fMat,1,1Ind,-100,2);
iThree = find(1Three==2);

fprintf(’Harom elemhossz: %5.4f’,length(iThree)/nH);



FUggetlenség paradoxona

ity Megfogalmazas:

Goato tene! Két szabalyos érme dobasanal jeldlje A az ,elsé dobas fej”; B a
»masodik dobas fej”; C pedig azt, hogy a két dobas koézll egy (és
csak egy) fej.

@ barmely két esemény fliggetlen, ugyanakkor
@ barmely ketté meghatarozza a harmadikat.




FUggetlenség paradoxona

ity Megfogalmazas:

weato tenel Két szabalyos érme dobasanal jeldlje A az ,elsé dobas fej”; B a
»masodik dobas fej”; C pedig azt, hogy a két dobas koézll egy (és
csak egy) fej.

@ barmely két esemény flggetlen, ugyanakkor
@ barmely ketté meghatarozza a harmadikat.

Fiiggetlenség

Megjegyzés: A és B fliggetlenek, ha p(A, B) = p(A)p(B).



Ajandékozasi paradoxon

Valdsz[;nuségl(és Megfogal maZéS:
PREERIENS Egy tarsasag tagjai kdlcsénésen meg akarjak ajandékozni
egymast. Az ajandékokat 6sszegyjtik majd kisorsoljak.

ehel

Paradoxon:

Lényegesen nagyobb annak az esélye, hogy lesz valaki, aki
visszakapja ajandékat, mint annak, hogy nem kapja senki a sajat
ajandékat vissza.




s>

4 Ajandékozasi paradoxon

Valoszitséo és Megfogalmazas:
PRREOEE Egy tarsasag tagjai kdlcsénésen meg akarjak ajandékozni
egymast. Az ajandékokat 6sszegyjtik majd kisorsoljak.

Csat6 Lehel

Paradoxon:

Lényegesen nagyobb annak az esélye, hogy lesz valaki, aki
visszakapja ajandékat, mint annak, hogy nem kapja senki a sajat
ajandékat vissza.

Ajéndskozas Osszesen n! eset van. Ebbdl kedvezd
n n n
1 — — ! —1\" 1
(O)n, (1)(n DI+ ... (=1) (n)o.,
ennek aranya
1 1 1 w1 1
pn_a—a-‘ri—...(—l) 5_};



Ajandékozasi paradoxon

Valoszitséo és Megfogalmazas:
PRREOEE Egy tarsasag tagjai kdlcsénésen meg akarjak ajandékozni
egymast. Az ajandékokat 6sszegyjtik majd kisorsoljak.

ehel

Paradoxon:

Lényegesen nagyobb annak az esélye, hogy lesz valaki, aki
visszakapja ajandékat, mint annak, hogy nem kapja senki a sajat
ajandékat vissza.

Ajéndskozas Osszesen n! eset van. Ebbdl kedvezd
n n n
1 — — ! —1\" 1
(O)n, (1)(n DI+ ... (=1) (n)o.,
ennek aranya
1 1 1 w1 1
pn_a—a-‘ri—...(—l) 5_};

Sok kicsi sokra mehet!



Pétervari paradoxon

ety Megfogalmazas:
Goato tene! Egy szabalyos pénzérmével addig dobunk, amig fejet nem

kapunk. Ha az elsd fej, akkor kapunk 2 forintot, ha a masodik,

akkor 4-et, ..., ha az n-edik, akkor 2™ forintot.

Mennyi a jaték értéke?

Barmennyit fizetiink, varhato értékben nyeriink!

Pétervar



Pétervari paradoxon

ety Megfogalmazas:
Goato tene! Egy szabalyos pénzérmével addig dobunk, amig fejet nem

kapunk. Ha az elsd fej, akkor kapunk 2 forintot, ha a masodik,

akkor 4-et, ..., ha az n-edik, akkor 2™ forintot.

Mennyi a jaték értéke?

Barmennyit fizetiink, varhato értékben nyeriink!

Pétervar

Az ismételt jaték varhato értéke

1 1 _,
F2F g2t



Pétervari paradoxon

ety Megfogalmazas:
Goato tene! Egy szabalyos pénzérmével addig dobunk, amig fejet nem

kapunk. Ha az elsd fej, akkor kapunk 2 forintot, ha a masodik,

akkor 4-et, ..., ha az n-edik, akkor 2™ forintot.

Mennyi a jaték értéke?

Barmennyit fizetiink, varhato értékben nyeriink!

Pétervar

Az ismételt jaték varhato értéke
Logbp oy
2 271,

sok kicsi sokra megy! (nem kicsik a mennyiségek ...)



MATLAB program

Valdszinliség és ;. , 7
paradoxonok Modellezési kérdések:

@ milyen gyakran mekkorat nyer(ink?
o felsd korlat esetén mennyi a jaték értéke?

Modellezés:

@ kivélasztjuk a sorozat hosszat;
@ a szimulacidék szamat;

% szentpetervari paradoxon nyer = 2.Adiff;
Pétervar jHossz = 10000; % szamitjuk a nyereseget

mSzam = 10000; nyerek(ii)=sum(nyer);

nyerek = zeros(mSzam,1); 4 end;

for ii=1:mSzam; % hisztogramot iratunk
% dobasok hist(logl0(nyerek),200)

dobas = round(rand(jHossz,1));

% FEJ keresese

indF = find(dobas==1);

% NEM FEJ sorozatok hossza

diff = [indF;1+jHossz]- [0;indF];



Valdszinliség és
paradoxonok

Pétervar

Gyakorisag

b -

6.5
log, ,(ny)

Hossz Atlag | Atlagnyereség Max
(Ny/dobas)
100 800 8 524.288
1.000 11.000 11 2.097.152
5.000 91.000 18.2 16.777.216
= 10.000 168.000 16.8 134.217.728
100.000 2.000.000 20.0 1.073.741.824
500.000 23.000.000 46.0 | 137.000.000.000




Teszteredmeények

Valdszinliség és
paradoxonok

Gyakorisag
B
o

6.5
109, (NY)

Hossz Atlag | Atlagnyereség Max
Pétervar (Ny/dObéS)
100 800 8 524.288
1.000 11.000 11 2.097.152
5.000 91.000 18.2 16.777.216
= 10.000 168.000 16.8 134.217.728
100.000 2.000.000 20.0 1.073.741.824
500.000 23.000.000 46.0 | 137.000.000.000




Teszteredmeények

Valdszinliség és
Eaadeencs A gyakorlatban: a nyereménynek van egy fels6 hatara, ez
maximalja a lehetséges nyereséget. (aldbb 223 ~ 8m a felsd
hatar).

Felso korlat esetén:

Hossz Atlag | Ny/d. | Korlattal | Ny/d. | Vagas #
100 800 8 300 3 0
1.000 11.000 11 11.000 11 1
5.000 91.000 | 18.2 60.000 12 2
10.000 168.000 | 16.8 117.000 | 11.7 5
100.000 2.000.000 20 || 1.200.000 12 60
500.000 || 23.000.000 46 || 6.000.000 12 295




Jatékelméleti paradoxon

Valészinliség és ., 7
paradoxonok Ketten JatSZanak: Q és R.

Csat6 Lehel

@ Egy vagy két ujjat mutatnak fel;

@ Paros ujj-szam esetén @ fizet R-nek, ellenkezd esetben
forditva;

@ annyit nyernek/veszitenek, ahany ujjat felmutattak.

Jatékelmélet

Van véletlennél jobb stratégia

IGEN, egyik jatékos veszit!




Jatékelméleti paradoxon

Valészinliség és ., 7
paradoxonok Ketten JatSZanak: Q és R.

Csat6 Lehel

@ Egy vagy két ujjat mutatnak fel;

@ Paros ujj-szam esetén @ fizet R-nek, ellenkezd esetben
forditva;

@ annyit nyernek/veszitenek, ahany ujjat felmutattak.

Jatékelmélet

Van véletlennél jobb stratégia

IGEN, egyik jatékos veszit!

Melyik?



Jatékelméleti paradoxon

Valdszinliség és

FEIEESERE Ismételt jatékok esetén mi a nyero stragégia?

Ny’er_e§eg/veszteseg T M q=2r1q1 — 3r1qs — 3raq1 + 4rags
matrix: Mindegyik jatékos Ugy jatszik, hogy az eredmény ne
Q1 Q2 fliggjon a mésik jatékostol (és tudva, hogy
R.1 2 =3 rg=1-r1, ¢2=1—q):
R2| -3 4

(127"1 — 7)q1 + (4 — 77"1).
R vélasztasa: 12r; — 7= 0.

A megoldas:

r =7/12, ro =5/12, ¢1 = 7/12, g2 = 5/12

T Atlegnyereség-veszteség: —1/12



Halanddsagi paradoxon

Valdszinliség és

FERESATEL: @ az élettartam matematikai vizsgalata Halley 1693;
e @ biztositaselmélet XVII. szazadban indul jelentds fejlédésnek;
@ életkor—tablazatok dsszedllitasa;

@ d’Alembert nevéhez kotodik:

Az atlagos életkor 26 év, mégis ugyanakkora az esélye annak,
hogy valaki tdléli a nyolc évet, mint annak, hogy nem.

Halandéség



Halanddsagi paradoxon

Valdszinliség és

FERESATEL: @ az élettartam matematikai vizsgalata Halley 1693;
e @ biztositaselmélet XVII. szazadban indul jelentds fejlédésnek;
@ életkor—tablazatok dsszedllitasa;

@ d’Alembert nevéhez kotodik:

Az atlagos életkor 26 év, mégis ugyanakkora az esélye annak,
hogy valaki tdléli a nyolc évet, mint annak, hogy nem.

Halandéség

@ van az atlagon kivil mas jellemz6, ami hasznos?



Halanddsagi paradoxon

Valdszinliség és

FERESATEL: @ az élettartam matematikai vizsgalata Halley 1693;
e @ biztositaselmélet XVII. szazadban indul jelentds fejlédésnek;
@ életkor—tablazatok dsszedllitasa;

@ d’Alembert nevéhez kotodik:

Az atlagos életkor 26 év, mégis ugyanakkora az esélye annak,
hogy valaki tdléli a nyolc évet, mint annak, hogy nem.

Halandéség

@ van az atlagon kivil mas jellemz6, ami hasznos?
@ ha csak az atlagot ismerjik, mennyit tudunk az adatokrél?



Statisztikak

Valdszinliség és Old Faithful gejZir

paradoxonok

Csato Lehel

Halandéség



Statisztikak

Valdszinliség és Old Faithful gejZir
paradoxonok Old Faithful

el 100
90 1
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e o
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3.5 4.5 5 5.5
Kitorések hossza

Halandésag



Statisztikak

Valdszinliség és Old Faithful gejZir
paradoxonok Old Faithful

Csat6 Lehel 100

90

o e® o
- - s -
= LFEITESAY T -
< ° . e® o %3 o
2 Lol - . ° - 335 i
= -
& T e -
=) et e e* . - © ©
< 60F o % £°Te E
-
8 o Ce
- -ff‘{... S e
50 e o 4
-
s-.. - hd
-
4 s s X
5 2 2.5 3 3.5 4.5 5 5.5
Halandésag Kitorések hossza

A grafikon leirdsara
@ az atlag jo jellemz6?



Statisztikak

Valdszinliség és Old Faithful gejZir
paradoxonok Old Faithful

Csat6 Lehel 100

90

=} e® o
- - e -
8 R e Vs v JEEN
= hd - - g =S .
= 7of - - c ° 33 i
= -
2 T e . .-
- cee L - - -
60 o < T 1
-
8 o Ce
- -ff‘{... S e
50 e o 4
-
s-.. - hd
-
49 - L L
1.5 2 2.5 3 3.5 4.5 5 5.5
Halandésag Kitorések hossza

A grafikon leirdsara
@ az atlag jo jellemz&?

@ mas statisztika épitése?



felallitasa

Valdszinliség és

paradoxonok A kdvetkezd modell:

p(l‘) = mN(:v|m1, 21) + 7T'2N(.’17|m2, 22)

Halandéség



felallitasa

Valdszinliség és - .
paradoxonok A kovetkezd modell:

Csat6 Lehel

p(x) = MmN (z[my, ¥1) + maN (z|ma, 32)

A modell magyaraz csoportosulast
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Halandésag oo

melyben
@ akiilénbdzé csoportokhoz tartozé pontok aranyai  illetve o,
@ a csoportok leirhatok egy-egy Gaussz-eloszlassal,



felallitasa

Valdszinliség és

PR A kovetkez6 modell:

p(x) = MmN (z[my, ¥1) + maN (z|ma, 32)

A modell magyaraz csoportosulast

Halandéség

melyben
@ akiilénbdzé csoportokhoz tartozé pontok aranyai  illetve o,
@ a csoportok leirhatok egy-egy Gaussz-eloszlassal,
@ ellenben nem tudjuk, melyik csoportba is tartozik egy-egy pont.



felallitasa

Valdszinliség és
paradoxonok

Lehel Statisztikak:

@ 7,7 a csoportok aranya, #:: : o,
++ ' ++
@ my,my a csoportok ! RIE )
kdzéppontja; R
:++ thh ++ R
@ X¥;,Y, a csoportok . S ‘* A
szOrasmatrixa; & y **f*: '

Halandéség

Nehéz feladat

a pontok hovatartozasanak a megallapitasa.
»Expectation-Maximisation”




Nagy szamok paradoxona

Valésziniiseg és . . .
paradoxonok @ Bernoulli — Ars conjectandi, 1713

@ sokszori dobas esetén, az irds/fej arany egyhez tart
szabalyos érme esetén;

@ a dobasok fliggetlenek;

100 ,iras” dobasa utan is 50% az iras valészinlisége

Barmennyi sok ,fej” dobas esetén, a kdvetkezd dobas 1/2
valészinliséggel lesz ,fej”.

Bernoulli



Nagy szamok paradoxona

Valésziniiseg és . . .
paradoxonok @ Bernoulli — Ars conjectandi, 1713

Lehel

@ sokszori dobas esetén, az irds/fej arany egyhez tart
szabalyos érme esetén;

@ a dobasok fliggetlenek;

100 ,iras” dobasa utan is 50% az iras valészinlisége

Barmennyi sok ,fej” dobas esetén, a kdvetkezd dobas 1/2
valészinliséggel lesz ,fej”.

Bernoulli

@ nem val6szinii a hosszu sorozat, ellenben

@ a pénzérmének nincs emlékezete, tehat nem a ,mult” alapjan dont.



Nagy szamok paradoxona

Valésziniiseg és . . .
paradoxonok @ Bernoulli — Ars conjectandi, 1713

Lehel

@ sokszori dobas esetén, az irds/fej arany egyhez tart
szabalyos érme esetén;

@ a dobasok fliggetlenek;

100 ,iras” dobasa utan is 50% az iras valészinlisége

Barmennyi sok ,fej” dobas esetén, a kdvetkezd dobas 1/2
valészinliséggel lesz ,fej”.

Bernoulli

@ nem (?) valészinii a hosszu sorozat, ellenben

@ a pénzérmének nincs emlékezete, tehat nem a ,mult” alapjan dont.



Sorozatok hossza MATLAB

Valdszinliség és
paradoxonok

%% BINARIS SZAMSOROZATOK HOSSZA %% kirajzolas

nRun = 500000; clf; hold on; box on;
nN = [10 100 1000]; 3 semilogy(bins,vBins’);
4| %% futdsi valtozok xlabel(’Hossz’);
nBin = floor(5+ 2.5+log2(nN(end))); ylabel(’Hanyszor’);
vBins = zeros(length(nN),nBin); ylim([0 100]1);
bins = 1:nBin;
bb = ilg
9| %% kisérletek
for iSize=nN;
for ii=1:nRun;
ossSor = 2+round(rand(1,iSize))-1;
ossSor(:,iSize+l) = - ossSor(:,iSize);
14/ valt

ossSor(:,2:end)-ossSor(:,1:(end-1));

valt = abs(valt)/2;

indF = find(valt==1);

hossz = indF - [0 indF(1l:end-1)];

[bBin,bins] = hist(hossz,bins);

19  vBins(bb,:) = vBins(bb,:) + bBin;
end;

Bernoulli bb=bb+1;

end;



Valdszinliség és
paradoxonok

Bernoulli

Gyakorisag

Hossz 10 hosszusagu sorozatoknal

Szimulacio

Hossz



4

Sorozatok hossza Szimulacio

Vﬂzg&gﬁzﬁ%ﬁ Alsorozatainak gyakorisaga — 10m futtatas
® © 10 hosszusagu
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Bernoulli




Sorozatok hossza Szimulacio

Valdszinliség és

Alsorozatainak gyakorisaga — 10m futtatas
paradoxonok . 'QY {e] : : '
o ® © 10 hosszusagu
it 10° |} @ <1 100 hosszusagu
< ®. ® 1000 hosszusagu
< < Py
o L J
10° F © < ®e E
o ° <
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= o L J
& 107t o < e 1
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| < e i
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» < o
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< <« L J
10°° .
o 5 10 15 20 25 30 35
Bernoull Hossz

Gyakorisag és hossz k6z6tti kapcsolat

Egy adott hossz val6szinlisége: p(h) ~ cexp (—k h)




Erem-paradoxon Elsd eléfordulas |

Valdszinliség és ,
paradoxonok Megfogal mazas:

@ Szabalyos pénzérmét addig dobunk, amig FF vagy F'I nem
jon ki.
@ A sorozatok ugyanolyan valészintiek.

Els6 el6fordulas



Erem-paradoxon

Valdszinliség és
paradoxanok Megfogalmazas:
: ‘ @ Szabalyos pénzérmét addig dobunk, amig F'F vagy FI nem
jon ki.
@ A sorozatok ugyanolyan valészin{ek.

Annak a valdszinlisége, hogy az F'F' hamarabb jon ki mint az F'I egyenld
50%-kal, ugyanis

ha fejet dobtunk, akkor 50% a valészinlisége annak, hogy a kévetkez6 dobas fej
lesz. Ez a val6szinliség megegyezik az irdséval.

Els6 el6fordulas



Erem-paradoxon

Valdszinliség és

Parzdorcios Megfogalmazas:

" @ Szabalyos pénzérmét addig dobunk, amig F'F vagy FI nem
jon ki.

@ A sorozatok ugyanolyan valészin{ek.

Annak a valdszinlisége, hogy az F'F' hamarabb jon ki mint az F'I egyenld
50%-kal, ugyanis

ha fejet dobtunk, akkor 50% a valészinlisége annak, hogy a kévetkez6 dobas fej
lesz. Ez a val6szinliség megegyezik az irdséval.

Eisd eldfordulés Az els6 elofordulasig tarté sorozat hossza nem ugyanaz.




rem-paradoxon Elsd el6fordulas |

Valdszinliség és ,
paradoxonok Megfogal mazas:

@ Szabalyos pénzérmét addig dobunk, amig F'F vagy FI nem
jon ki.
@ A sorozatok ugyanolyan valészin{ek.

Annak a valdszinlisége, hogy az F'F' hamarabb jon ki mint az F'I egyenld
50%-kal, ugyanis

ha fejet dobtunk, akkor 50% a valészinlisége annak, hogy a kévetkez6 dobas fej
lesz. Ez a val6szinliség megegyezik az irdséval.

Eisd eldfordulés Az els6 elofordulasig tarté sorozat hossza nem ugyanaz.
Az F'F-hez atlagosan 6 dobas kell, az FI-hez 4.

Hogyan?



Erem-paradoxon Elsd eldfordulas I

Valosziniiség és NEM azonos eseményeket keresiink:

paradoxonok

) Lehel Fl esetén
S e e
++-  —++— -+ -
+++- -4+
++++-
2 3 4 5

Els6 el6fordulas



Erem-paradoxon Elsd eldfordulas I

Valosziniiség és NEM azonos eseményeket keresiink:

paradoxonok

) Lehel Fl esetén

S e e
++-  —++— -+ -
+++- -4+
++++-

2 3 4 5

1 2 3 4

22 23 24 25

Els6 el6fordulas



Elso elofordulas |l

Valosziniiség és NEM azonos eseményeket keresiink:

paradoxonok

Csat6 Lehel Fl esetén

S il
Rl o s
+++- -+ ++-
++++ -

2 3 4 5

1 2 3 =<

22 23 24 25

Az elst eléfordulés atlagos hossza:

o n—1
n
n=2 2m
Kiszamitasa:

1 § 1

Els6 el6fordulés 1—= n=1 "
( 1 )“ § n(n — 1)
-2/ n=o ="72



Elso elofordulas |l

Valosziniiség és NEM azonos eseményeket keresiink:

paradoxonok

Csat6 Lehel Fl esetén

- - -4 -+ -

++—- - -+t

+++- -+ ++-

++++ -
2 3 4 5
1 2 3 4
22 23 24 25

Az elst eléfordulés atlagos hossza:

o n—1
n =4
n=2 2m
Kiszamitasa:

1 § 1

Els6 el6fordulés 1—= n=1 "
( 1 )“ § n(n — 1)
L—a/gy no2 =72



Elso elofordulas |l

Valosziniiség és NEM azonos eseményeket keresiink:
paradoxonok

Csat6 Lehel Fl esetén FF esetén
++ -++ -—=-++ -—-——-4++ —-—---++
+- -4+- ——=+- —=—+- +-++ —-+-++ —-——+-++
++ - -+ +- -—++- +-—-++ -4+ -—++
+++- -—+++ - + - ——++
++++ - + -+ - ++
2 3 4 5 2 3 4 5 6
1 2 3 4
22 23 24 25
Az elst eléfordulés atlagos hossza:
> n —1
n =4
n=2 2m

Els6 el6fordulas



Erem-paradoxon Els6 eléfordulas

Valosziniiség és NEM azonos eseményeket keresiink:

paradoxonok

Fl esetén FF esetén
++ -+ + - = ++ -——-++ - = - —++
+- -+ - - —+- -— -+ - + - ++ -+ -+ + - =+ —++
++ - -+ +- - —++ - +-—++ -+ - —++
+++- -+ ++ - + - ——++
++++ - + -+ - ++
2 3 4 5 2 3 4 5 6
1 2 3 4
22 23 24 25 Rekurrencia relaciok felallitasa:

M - a fejjel kezd6dd sorozatok atlaghossza;
Az elst eléfordulés atlagos hossza: + 1 9

M _ - azirassal kezd6d6 sorozatok atlaghossza;
> n —1
n =4 Ly Mo+ My
n=2 2m M_ - + T,
1+ M_
My = 14—
2

Els6 el6fordulas



Erem-paradoxon Els6 eléfordulas

Valosziniiség és NEM azonos eseményeket keresiink:

paradoxonok

Fl esetén FF esetén
++ -+ + - = ++ -——-++ - = - —++
+- -+ - - —+- -— -+ - + - ++ -+ -+ + - =+ —++
++ - -+ +- - —++ - +-—++ + - —++
+++- -+ ++ - + - ——++
++++ - + -+ - ++
2 3 4 5 2 3 4 5 6
1 2 3 4
22 23 24 25 Rekurrencia relaciok felallitasa:

M - a fejjel kezd6dd sorozatok atlaghossza;
Az elst eléfordulés atlagos hossza: + 1 9

M _ - azirassal kezd6dd sorozatok atlaghossza;
> n —1
n =4 Ly Mo+ My
n=2 2m M_ - + T,
1+ M_
M = 14—
+ 2
Az egyenletrendszer megoldasa: M = 5és M _ = 7.

Els6 el6fordulas



Erem-paradoxon Els6 eléfordulas

Valosziniiség és NEM azonos eseményeket keresiink:

paradoxonok

Fl esetén FF esetén
++ -+ + - = ++ -——-++ - = - —++
+- -+ - - —+- -— -+ - + - ++ -+ -+ + - =+ —++
++ - -+ +- - —++ - +-—++ + - —++
+++- -+ ++ - + - ——++
++++ - + -+ - ++
2 3 4 5 2 3 4 5 6
1 2 3 4
22 23 24 25 Rekurrencia relaciok felallitasa:

M - a fejjel kezd6dd sorozatok atlaghossza;
Az elst eléfordulés atlagos hossza: + 1 9

M _ - azirassal kezd6dd sorozatok atlaghossza;
> n —1
n =4 Ly Mo+ My
n=2 2m M_ - + T,
1+ M_
M = 14—
+ 2
Az egyenletrendszer megoldasa: M = 5és M _ = 7. Ahonnan:
Els5 el6fordulas
JW+ + M_

2



Erem-paradoxon Korabbi eléfordulas

Valészinliség és
paradoonok Megfogalmazas:
Goato tene! Szabalyos pénzérmét atlagosan legalabb 8-szor dobunk ahhoz,
hogy az +,— sorozat valamely haromtagl permutaciéjat kapjuk.

Az egyeéni valészinliségek nem egyformak
Az + + —, — ++, — — +, + — — kombinaciok a legkedvezébbek.

Els6 el6fordulas



Erem-paradoxon Korabbi eléfordulas

Valészinliség és
paradoonok Megfogalmazas:
Goato tene! Szabalyos pénzérmét atlagosan legalabb 8-szor dobunk ahhoz,
hogy az +,— sorozat valamely haromtagl permutaciéjat kapjuk.

Az egyeéni valészinliségek nem egyformak
Az + + —, — ++, — — +, + — — kombinaciok a legkedvezébbek.

Példa: vizsgéljuk meg, hogy az + + — és az — + + sorozatok kozil melyik
eléfordulasa valészinlibb korabban.

Els6 el6fordulas



Erem-paradoxon Korabbi eléfordulas

Valészinliség és
paradoonok Megfogalmazas:
Goato tene! Szabalyos pénzérmét atlagosan legalabb 8-szor dobunk ahhoz,
hogy az +,— sorozat valamely haromtagl permutaciéjat kapjuk.

Az egyeéni valészinliségek nem egyformak
Az + + —, — ++, — — +, + — — kombinaciok a legkedvezébbek.

Példa: vizsgaljuk meg, hogy az + + — és az — + + sorozatok kdzll melyik
eléfordulasa valészinlibb korabban. Mi az eseménytér?

Els6 el6fordulas



Erem-paradoxon Korabbi eléfordulas

Valdszinliség és
FEIEESERE Megfogalmazas:
Goato tene! Szabalyos pénzérmét atlagosan legalabb 8-szor dobunk ahhoz,
hogy az +,— sorozat valamely haromtagl permutaciéjat kapjuk.

Az egyeéni valészinliségek nem egyformak
Az + + —, — ++, — — +, + — — kombinaciok a legkedvezébbek.

Példa: vizsgaljuk meg, hogy az + + — és az — + + sorozatok kdzll melyik
eléfordulasa valészinlibb korabban. Mi az eseménytér?

(++— e e )

Els6 el6fordulas



Erem-paradoxon Korabbi eléfordulas

Valdszinliség és
FEIEESERE Megfogalmazas:
Goato tene! Szabalyos pénzérmét atlagosan legalabb 8-szor dobunk ahhoz,
hogy az +,— sorozat valamely haromtagl permutaciéjat kapjuk.

Az egyeéni valészinliségek nem egyformak
Az + + —, — ++, — — +, + — — kombinaciok a legkedvezébbek.

Példa: vizsgéljuk meg, hogy az + + — és az — + + sorozatok kozil melyik

eléfordulasa valészinlibb korabban. Mi az eseménytér?
(++— +++- A+t - - )
1 1 1 1
23 24 25 26 T

Els6 el6fordulas



Erem-paradoxon Korabbi eléfordulas

Valdszinliség és L
Eracoonct Megfogalmazas:
Szabdlyos pénzérmét atlagosan legaldbb 8-szor dobunk ahhoz,

hogy az +,— sorozat valamely haromtagl permutaciéjat kapjuk.

Az egyeéni valészinliségek nem egyformak
Az + + —, — ++, — — +, + — — kombinaciok a legkedvezébbek.

Példa: vizsgéljuk meg, hogy az + + — és az — + + sorozatok kozil melyik

eléfordulasa valészinlibb korabban. Mi az eseménytér?
(++— +++- A+t - - )
1 1 1 1
23 24 25 26 T

Els6 el6fordulas

Az Gsszes tobbi esetben a — + + fordul el6 elébb (egy — mindig van; a + + —-t pedig mindenképp megelézi egy — + +).



Erem-paradoxon Korabbi eléfordulas

Valdszinliség és L
Eracoonct Megfogalmazas:
Szabdlyos pénzérmét atlagosan legaldbb 8-szor dobunk ahhoz,

hogy az +,— sorozat valamely haromtagl permutaciéjat kapjuk.

Az egyeéni valészinliségek nem egyformak
Az + + —, — ++, — — +, + — — kombinaciok a legkedvezébbek.

Példa: vizsgéljuk meg, hogy az + + — és az — + + sorozatok kozil melyik

eléfordulasa valészinlibb korabban. Mi az eseménytér?
(++— +++- ++++- +++++- )
EIs8 elfordulés 23 24 25 26
Az bsszes tobbi esetben a — + 4 fordul el6 elébb (egy — mindig van; a 4+ 4 —-t pedig mindenképp megelézi egy — + +).
A valésziniiség:
> 1 12 1 1 1
Z J— — - = — 2=
n=32" 8p,—02" 8 4



Normalis eloszlas

Val6szinliség és . .
paradoxonok @ De Moivre 1718: The doctrine of chances.

Lehel

Nagy szamok ellentmondasa

@ a fej/iras arany konvergal 1-hez
— a kozelitd egyenldség;
@ a fej’="iras” esemény valészinlisége konvergal nulldhoz —a
pontos egyenléség.

De Moivre



Normalis eloszlas

Val6szinliség és . .
paradoxonok @ De Moivre 1718: The doctrine of chances.

Lehel

Nagy szamok ellentmondasa

@ a fej/iras arany konvergal 1-hez
— a kozelitd egyenldség;
@ a fej’="iras” esemény valészinlisége konvergal nulldhoz —a
pontos egyenléség.

n—oo NIras

lim P(|”F€j—1|| <e) =1

De Moivre | | |etve

nh_)néop(nFej = nITas) =0



Normalis eloszlas

Valészinliség és
paradoronc De Moivre (1738): ,Merem allitani, hogy ez a legnehezebb
Goao tene probléma, amit fel lehet vetni a Véletlen Tudoméanyéban..”

Legyen az érme: z,, € {—1, 1} Ugy, hogy

Ekkor a dobas-sorozatok atlaga 0 és szérasa:

op=E[(z, —7,)%] =1

Ha 6 dobés esetét vizsgaljuk, a lehetséges (fej,érme) parok,
illetve 6sszeg:

De Moivre

6,0) (5,1) ... (0,6)
—6 -4 ... 6



Normalis eloszlas

Valésziniiseg és , - . . P Y
paradoxoriok A dobéasok dsszege és azok valoszinlisége:

Csatd Lehel

—10 —8 —6 - 10
10 10 10 10
0 1 2 10
210 210 210 L) ~ 210
p(z),
0.4 I 10 kocka

De Moivre




Normalis eloszlas

Valésziniiseg és , - . . P Y
paradoxoriok A dobéasok dsszege és azok valoszinlisége:

Csat6 Lehel

~10 -8 -6 ... 10

10 10 10 10
0 1 2 10
510 210 210 T 210

(),

0.4 I 10 kocka
Il 20 kocka

De Moivre




Normalis eloszlas

Valdszinliség és

PEIEERENES A dobasok 6sszege és azok valoszinlisége:

—10 —8 —6 10

() () G) )

(),

0.4 I 10 kocka
Il 20 kocka
I 40 kocka

De Moivre




Normalis eloszlas

Valdszinliség és
paradoxonok

A dobéasok dsszege és azok valoszinlisége:

—10 -8 —6 10
10 10 10 10
0 1 2
210 210 210 T 10
p(x)

0.4 I
L
0.3 .
I

0.2

De Moivre

0.1

—-3.0 0

—4.0

10 kocka
20 kocka
40 kocka
oo kocka




Normalis eloszlas

Valdszinliség és
paradoxonok

Gontt Lehel Az eloszlas képlete:

( ) 1 x?
pLr) = exXp | ——=
V2T 2
p(x) ,

0.4

0.3

0.2

De Moivre 01

7 —4.0 =3.0 —2 -1 0 1 2 3 4 T




Normalis eloszlas Matlab

Valdszinliség és
paradoxonok

function [x,y] = moivre(N,style) %% kirajzolni

%% valasztunk parametereket 2 box on; hold on;
if nargin==0; bar(x,y,style);
N = 6; x1im([-4.5,4.5]);

tul kicsi ertekek

elseif nargin==1;

style="k’; ii = find(y>0.001);
end; 7 x = x(ii);
%% X- es Y- tengely y = y(@i);
x = 0:N;
y = zeros(size(x)); % a fiiggvény hivdsa
for ii=x; [x,y]=moivre(40,’k’);
y(ii+l) = nchoosek(N,ii); 12 h = fopen(’moivre_40.dat’,’wt’);
end; fprintf(h,’%5.4f %5.4f/n’,[x’ v']1’);
y=Y ./ (2\N); fclose(h);

x = 2#x - N;

%% normalissa valtoztatni
x = x/sqrt(N);

Y = y/2xsqrt(N);

De Moivre



[rodalom

Valdszinliség és
paradoxonok

¥ Székely J. Gabor
Paradoxonok a véletlen matematikajaban.
odaiom Typotex, 2004.

Csat6 Lehel

¥ Fegyverneki Sandor
Valészinliségszamitas és Matematikai Statisztika
Miskolci Egyetem, Alkalmazott Matematikai Tanszék, 2007.

¥ Frederick Mosteller
Fifty Challenging problems in Probability with Solutions
Dover Publications, 1965.

[§ Csatar Katalin,Harré Agota, Hegyi Gydrgyné, Lovey Eva,
Morvai Eva, Széplaki Gyérgyné, Ratké Eva
Valésziniségszamitas feladatok kezdbknek
Kézépiskolai Matematikai Lapok, 2004.
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