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Tartalom

Valésziniiség
és
paradoxonok

Bevezet6

@ Bevezets



Definiciok

Valésziniiség
és

paradoxonok Paradoxon

Csato Lehel Olyan meglepd allitas, mely a ,,jozan észnek”
Bevezets ellentmondani latszik.

Paradoxonok szerepe:

@ Megvilagitanak egy problémat, melyre megoldast kell
javasolni.
(tudomanytoérténet)

@ Bemutatjék ,j6zan” (lasd fentebb) példakon keresztil a
formalis gondolkodas hasznat.
(oktatas)




Kérdések, melyekre keres  jUk a valaszt

Valésziniiség

és @ Van nyerd kombin&ci6 a lotton?

paradoxonok
Csato Lehel @ JO, ha kdlcsdnds ajandékozasndl sorsoljuk az
e ajandékozé személyt?

@ Ha ismételten jatszunk egy jatékot, hogyan kell azt
,optimalisan jatszani”?

@ Helyes az a tablazat, melyben az atlagos életkor 26 év;
ugyanakkor 50% a valészinlisége annak, hogy valaki a
8. évet ne érje meg?

@ Véletlen a szamsorozat, amit latunk?
@ Mit jelent a val. valtozok flggetlensége?

@ Mekkora valoszinliséggel lesz egy hur adott hossznal
nagyobb?



(Polya Gyorgy)

Valészinliség , P .
és A valészinliség nem garancia!

paradoxonok

Csat6 Lehel

Bevezet6

Betegvizsgalat utan, hosszas fejrazas kdzben:

- Onnek nagyon sulyos betegsége van; tiz kdziil csak
egy beteg éli tul.




(Polya Gyorgy)

Valészinliség , P .
és A valészinliség nem garancia!

paradoxonok

Csat6 Lehel

Bevezet6

Betegvizsgalat utan, hosszas fejrazas kdzben:
- Onnek nagyon sulyos betegsége van; tiz kdziil csak
egy beteg éli tul.
majd nyugtatélag:
- De nagy szerencséje van, hogy hozzam fordult!

Eddig kilenc hasonlé betegem volt és eddig mindenki
belehalt ...




(Polya Gyorgy)

Valészinliség , P .
és A valészinliség nem garancia!

paradoxonok

Csat6 Lehel

Bevezet6

Betegvizsgalat utan, hosszas fejrazas kdzben:
- Onnek nagyon sulyos betegsége van; tiz kdziil csak
egy beteg éli tul.
majd nyugtatélag:
- De nagy szerencséje van, hogy hozzam fordult!

Eddig kilenc hasonlé betegem volt és eddig mindenki
belehalt ...

Nem biztos, hogy helyesen értelmezett a valészinliség!



Motivacio

Valésziniiség
és

paradoxonok Valtsunk vagy ne?

Csat6 Lehel

Televizidban ,jatszik” a mlsorvezetd a ,pacienssel”. Harom
Bevezets ajté van, az egyik moégott a nyeremény, a masik kettd
mogo6tt nincs semmi. Miutan




Motivacio

Valésziniiség
és

paradoxonok Valtsunk vagy ne?

Csat6 Lehel

Televizidban ,jatszik” a mlsorvezetd a ,pacienssel”. Harom
Bevezets ajté van, az egyik moégott a nyeremény, a masik kettd
mogo6tt nincs semmi. Miutan

@ a jatékos valasztott egy ajtot,




Motivacio

Valésziniiség
és

paradoxonok Valtsunk vagy ne?

Csat6 Lehel

Televizidban ,jatszik” a mlsorvezetd a ,pacienssel”. Harom
Bevezets ajté van, az egyik moégott a nyeremény, a masik kettd
mogo6tt nincs semmi. Miutan

@ a jatékos valasztott egy ajtot,
@ a misorvezetd kinyit egy masikat, ahol nincs
nyeremény,




Motivacio

Valésziniiség
és

paradoxonok Valtsunk vagy ne?

Csat6 Lehel

Televizidban ,jatszik” a mlsorvezetd a ,pacienssel”. Harom
Bevezets ajté van, az egyik moégott a nyeremény, a masik kettd
mogo6tt nincs semmi. Miutan

@ a jatékos valasztott egy ajtot,

@ a misorvezetd kinyit egy masikat, ahol nincs
nyeremény,

@ majd felajanlja a valtas lehetdségét.




Valésziniiség
és
paradoxonok

Csat6 Lehel

Bevezet6

Motivacio

Valtsunk vagy ne?

Televizidban ,jatszik” a mlsorvezetd a ,pacienssel”. Harom
ajté van, az egyik moégott a nyeremény, a masik kettd
mogo6tt nincs semmi. Miutan

@ a jatékos valasztott egy ajtot,
@ a misorvezetd kinyit egy masikat, ahol nincs
nyeremény,
@ majd felajanlja a valtas lehetdségét.
Kérdés, hogy a jatekos valtson vagy ne.
Vélemeények:




Motivacio

Valésziniiség
és

paradoxonok Valtsunk vagy ne?

Csat6 Lehel

Televizidban ,jatszik” a mlsorvezetd a ,pacienssel”. Harom
Bevezets ajté van, az egyik moégott a nyeremény, a masik kettd
mogo6tt nincs semmi. Miutan

@ a jatékos valasztott egy ajtot,
@ a misorvezetd kinyit egy masikat, ahol nincs
nyeremény,
@ majd felajanlja a valtas lehetdségét.
Kérdés, hogy a jatekos valtson vagy ne.
Vélemeények:
@ ugysem tudja, hogy j6-e. Ne valtson!




Motivacio

Valésziniiség
és

paradoxonok Valtsunk vagy ne?

Csat6 Lehel

Televizidban ,jatszik” a mlsorvezetd a ,pacienssel”. Harom
Bevezets ajté van, az egyik moégott a nyeremény, a masik kettd
mogo6tt nincs semmi. Miutan

@ a jatékos valasztott egy ajtot,
@ a misorvezetd kinyit egy masikat, ahol nincs
nyeremény,

@ majd felajanlja a valtas lehetdségét.
Kérdés, hogy a jatekos valtson vagy ne.
Vélemeények:

@ ugysem tudja, hogy j6-e. Ne valtson!

@ rosszabb nem lehet, tehat valtson!




Motivacio

Valésziniiség
és

paradoxonok Valtsunk vagy ne?

Csat6 Lehel

Televizidban ,jatszik” a mlsorvezetd a ,pacienssel”. Harom
Bevezets ajté van, az egyik moégott a nyeremény, a masik kettd
mogo6tt nincs semmi. Miutan

@ a jatékos valasztott egy ajtot,
@ a misorvezetd kinyit egy masikat, ahol nincs
nyeremény,

@ majd felajanlja a valtas lehetdségét.
Kérdés, hogy a jatekos valtson vagy ne.
Vélemeények:

@ ugysem tudja, hogy j6-e. Ne valtson!

@ rosszabb nem lehet, tehat valtson!

@ meg tudjuk vizsgalni?




Motivacio

Valésziniiség
és

Valtsunk vagy ne?
paradoxonok

Csat6 Lehel Televiziéban ,jatszik” a miisorvezetd a ,pacienssel’. Harom
ajtoé van, az egyik moégott a nyeremény, a masik kettd
mogo6tt nincs semmi. Miutan

@ a jatékos valasztott egy ajtot,

@ a misorvezetd kinyit egy masikat, ahol nincs

nyeremeény,

@ majd felajanlja a valtas lehetéségét.

Kérdés, hogy a jatékos valtson vagy ne.

Bevezet6

@ Fontos a cselekvés sorrendje;



Motivacio

Valésziniiség
és

Valtsunk vagy ne?
paradoxonok

Csat6 Lehel Televiziéban ,jatszik” a miisorvezetd a ,pacienssel’. Harom
ajtoé van, az egyik moégott a nyeremény, a masik kettd
mogo6tt nincs semmi. Miutan

@ a jatékos valasztott egy ajtot,

@ a misorvezetd kinyit egy masikat, ahol nincs

nyeremeény,

@ majd felajanlja a valtas lehetéségét.

Kérdés, hogy a jatékos valtson vagy ne.

Bevezet6

@ Fontos a cselekvés sorrendje;
@ A misorvezetd mindig tud valasztani;



Motivacio

Valésziniiség
és

Valtsunk vagy ne?
paradoxonok

Csat6 Lehel Televiziéban ,jatszik” a miisorvezetd a ,pacienssel’. Harom
ajtoé van, az egyik moégott a nyeremény, a masik kettd
mogo6tt nincs semmi. Miutan

@ a jatékos valasztott egy ajtot,

@ a misorvezetd kinyit egy masikat, ahol nincs

nyeremeény,

@ majd felajanlja a valtas lehetéségét.

Kérdés, hogy a jatékos valtson vagy ne.

Bevezet6

@ Fontos a cselekvés sorrendje;
@ A misorvezetd mindig tud valasztani;

@ Az ajté kinyitasaval eggyel kevesebb lehetéség marad;



Motivacio

Valésziniiség
és
paradoxonok

Csat6 Lehel Televiziéban ,jatszik” a miisorvezetd a ,pacienssel’. Harom
ajtoé van, az egyik moégott a nyeremény, a masik kettd
mogo6tt nincs semmi. Miutan

@ a jatékos valasztott egy ajtot,

@ a misorvezetd kinyit egy masikat, ahol nincs

nyeremeény,

@ majd felajanlja a valtas lehetéségét.

Kérdés, hogy a jatékos valtson vagy ne.

Valtsunk vagy ne?

Bevezet6

@ Fontos a cselekvés sorrendje;

@ A misorvezetd mindig tud valasztani;

@ Az ajté kinyitasaval eggyel kevesebb lehetéség marad;

@ Ha valtunk, az esélylink 2/3, ha nem, akkor marad az 1/3.



Tartalom

Valésziniiség
és
paradoxonok

Csato Lehel

Valészintiség 9 Valészinliségi alapfogalmak
@ Esemeénytér, esemeények
@ Valoszinliségi valtoz6

@ Varhato érték

@ Példak eloszlasokra

@ Feladatok

e MATLAB



Eseménytér

Valésziniiség
és

paradoxonok Eseménytér Q
Bl Egy véletlen kisérlet lehetséges eseményeinek 6sszessége.

PI:
@ érme dobésanal Q = {F, [},
@ kocka dobasanal az Q = {1,2,3,4,5,6},

@ egy négyzetre leejtett ti hegyének a koordinatai
esetén: Q = [0,1] x [0, 1].



Valésziniiség

és
paradoxonok Események .F

Bl Az () eseménytér o-algebrajat eseményeknek nevezziik.
o-algebra:

° Qe 7,

@ ha Ac F, akkor A € F,

@ ha A, Be F,akkor AUB € F,

@ haAi,As,... € F,akkor AfUAU... € F,

v

Megj: a fenti tulajdonsagok a konzisztenciat biztositjak.

@ biztos esemény: az ) dsszes lehetséges eseményt
tartalmazo halmaz.

@ lehetetlen esemény: az () Gres halmaz.



Val6szinliség

Valbsziniisé Je N s
aoszgwseg VaIOSZ|nUSeg P

el AP F R nemnegativ fliggvény valdszinliségi eloszlas,
ha

° P(Q)=1;

@ ha An B =10, akkor P(AU B) = P(A) + P(B);

@ ha Ay, Ao, ... egymast kblcsdndsen kizard események,

akkor
P(U Ai) = Z P(A;)

Csat6 Lehel

Valészin(iségi
valtozé

Valészintiségi mez6 (2, F, P)

Az (£, F, P) harmast valészinliségi mezének
nevezzik.




Val6szinlségi valtozo

valoszinisco N \/a|Gszin(iségi valtozd f
paradoxonok

A ¢ : Q — Rvalészinlségi valtozo, ha

Csat6 Lehel

{{<x}={weQ|éw)<x}eF VxeR

Valészintiségi
valtozo

Eloszlasfliggvény
Az

F(x) = P(§ < Xx)

flggvényt a ¢ valtozé eloszlasfliggvényének nevezzik.




Varhato érték

ValésziSnUSég Varhato érték E [S]

paradoxonok

Ha a ¢ valoszinliségi valtozé értékeinek szama véges:
{X1,...,Xq}, s pi = P(&{ = x;) Vi, akkor

Csat6 Lehel

E[¢] = ZX/'P/-

Széras  D(&)

p(e) = (¢ - Ete1?)

mennyiség a ¢ valoszinliségi valtozé szérasa.




Valésziniiség

és

paradoxonok

Csat6 Lehel

Varhat6 érték

Varhato érték
Hatérozzuk meg az

0 hax<O0
F(x)={% ha0<x<4
1 hax>4

val6szinliségi valtoz6 varhat6 értékét.

Megoldas:
Az eloszlas sirliségfiggvénye:
(x) = T ha0<x<4
|0 masképp

Az atlag tehat:

=2

4 x x2|*
Ex:/fdx:—
M=) 7%= %],




Binomialis eloszlas

Val6sziniisé i Al 5 ¢
% -0 [ Binomialis eloszlas ¢ ~ B(n7 p)
paradoxonok

Legyen A € F. Végezziink egy n hosszusagu Bernoulli
kisérletsorozatot és legyen £ az A esemény bekdvetkeztének a
szama.

Ha p(A) = p és g=1— p, akkor

Csat6 Lehel

p(& =k) = (Z)pkq”‘k

Az eloszlas atlaga:

n n |
Ele] = Y KkP(E=k =) kﬁ gk
k=0 k=0 ’ ’
A szoras:

D(¢§) = vnpq




Poisson eloszlas

vaosziniséo Wl pojsson eloszlas & ~ POiSSOn(/\)

és
paradoxonok

A k
Csaté Lehel P(fzk):e_AA—

eloszlassal adott valtozét Poisson eloszlasnak nevezzik (A > 0).

Az eloszlas atlaga:

k
Ele] = kag k) Zke—k%

k=0
> )\k 1

o3

A szoras:

D(¢) = E[¢?] - E2[¢] = A



Egyenletes eloszlas

valoszntscs M Egyenletes eloszlas & ~ U(aa b)

paradoxonok

Csat6 Lehel

p—gz haa<x<b
masképp

P(£=k)={

eloszlassal adott valtozo6t egyenletes eloszlasnak nevezzik.

Az eloszlas atlaga: 2 P
Ele] / b—a ox = 2(b—a)|,
b -2 b+a
T 2bb-a 2
A szoérasa: )
D) = £l - £ = 2

Megj: az egyenletes eloszlas a véletlenszam-generatorok alapja.



Normalis eloszlas

valosziniséo N Normalis eloszlas

paradoxonok

Legyen m € R és o > 0. A £ normalis eloszlasu, ha
slrliségfliggvénye

Csat6 Lehel

Példak eloszlasokra

Az eloszlas atlaga:

Eg]=m D(¢) =0

Az eloszlas centrélis szerepet jatszik a modern valészinliségben.
De Moivre (1738): ,Merem allitani, hogy ez a legnehezebb
probléma, amit fel lehet vetni a Véletlen Tudomanyéban...
(Sz.04)”



s>

4 Paradoxon

Valés;inﬂség

(1]
PR Két kocka esetén a 9 és a 10 is ugyanannyiszor irhato fel.
Csat6 Lehel 9=6+3=4+5illetve 10=6+4=5+5

Miért van az, hogy a 9 valoszinlisége mégis nagyobb, mint a tizé.

Fontos az eseménytér meghatérozasa!

Feladatok

Tévedtek:
@ Leibnitz

@ d'Alembert



Osztozkodas paradoxona Paccioli

valeszintiség Bl Osztozkodas

Sl Két jatékos jatszik — ugyanolyan eséllyel. Az nyer, aki
elészor nyer 6 jatszmat. A jaték félbemarad, amikor az elsé

5, a masodik 3 jatszmat nyert.

Mennyi a méltanyos osztozkodas aranya?

Csat6 Lehel




Osztozkodas paradoxona Paccioli

valeszintiség Bl Osztozkodas

Sl Két jatékos jatszik — ugyanolyan eséllyel. Az nyer, aki
elészor nyer 6 jatszmat. A jaték félbemarad, amikor az elsé

5, a masodik 3 jatszmat nyert.

Mennyi a méltanyos osztozkodas aranya?

Csat6 Lehel

@ Arab eredetii, mar 1380-ban megjelent ltalidban.

@ El6sz6r 1497-ben jelent meg, a valoészinliségi jelleget
nem is ismerte fel;

@ A helyes megoldas nagyon soka szlletett meg.



Osztozkodas paradoxona Paccioli

valeszintiség Bl Osztozkodas

Sl Két jatékos jatszik — ugyanolyan eséllyel. Az nyer, aki
elészor nyer 6 jatszmat. A jaték félbemarad, amikor az elsé

5, a masodik 3 jatszmat nyert.

Mennyi a méltdnyos osztozkodés aranya? Modell

Csat6 Lehel




Osztozkodas paradoxona Paccioli

valeszintiség Bl Osztozkodas

Sl Két jatékos jatszik — ugyanolyan eséllyel. Az nyer, aki
elészor nyer 6 jatszmat. A jaték félbemarad, amikor az elsé

5, a masodik 3 jatszmat nyert.

Mennyi a méltdnyos osztozkodés aranya? Modell

Csat6 Lehel

@ Mit vizsgalunk?



Osztozkodas paradoxona Paccioli

valeszintiség Bl Osztozkodas

Sl Két jatékos jatszik — ugyanolyan eséllyel. Az nyer, aki
elészor nyer 6 jatszmat. A jaték félbemarad, amikor az elsé

5, a masodik 3 jatszmat nyert.

Mennyi a méltdnyos osztozkodés aranya? Modell

Csat6 Lehel

@ Mit vizsgalunk? A tovabbi lehetséges eseteket.



Osztozkodas paradoxona Paccioli

valeszintiség Bl Osztozkodas

Sl Két jatékos jatszik — ugyanolyan eséllyel. Az nyer, aki
elészor nyer 6 jatszmat. A jaték félbemarad, amikor az elsé

5, a masodik 3 jatszmat nyert.

Mennyi a méltdnyos osztozkodés aranya? Modell

Csat6 Lehel

@ Mit vizsgalunk? A tovabbi lehetséges eseteket.

@ 5: 3 dllasnal legtdbb 3 jatszma lesz;



Osztozkodas paradoxona Paccioli

valeszintiség Bl Osztozkodas

Sl Két jatékos jatszik — ugyanolyan eséllyel. Az nyer, aki
elészor nyer 6 jatszmat. A jaték félbemarad, amikor az elsé

5, a masodik 3 jatszmat nyert.

Mennyi a méltdnyos osztozkodés aranya? Modell

Csat6 Lehel

@ Mit vizsgalunk? A tovabbi lehetséges eseteket.

@ 5: 3 dllasnal legtdbb 3 jatszma lesz;
@ 7 kedvezd az elsd; 1 a masodik jatékos szamara;



Osztozkodas paradoxona Paccioli

valeszintiség Bl Osztozkodas

Sl Két jatékos jatszik — ugyanolyan eséllyel. Az nyer, aki
elészor nyer 6 jatszmat. A jaték félbemarad, amikor az elsé

5, a masodik 3 jatszmat nyert.

Mennyi a méltdnyos osztozkodés aranya? Modell

Csat6 Lehel

@ Mit vizsgalunk? A tovabbi lehetséges eseteket.

@ 5: 3 dllasnal legtdbb 3 jatszma lesz;
@ 7 kedvezd az elsd; 1 a masodik jatékos szamara;

@ A méltanyos arany tehata 7/1 !



Feladat

Valészintiség Hatosok keresése  P(Aratos)
paradoxonok Mekkora a valdszini{isége annak, hogy egy kocka kétszeri
G i dobasanal legalabb egy hatos van.

Megoldas:
Az elemi események az 6sszes rendezett paros:
((1,1) (1,2) - (2,1) (2,2) - .- (6,6))
3% 317; 3% 31*6 :als

Ezek kozll kedvezbd: (1,6),...,(5,6), valamint az dsszes eset,
ahol az els6 szdm a hatos.

Azaz: ] »
P(Ahatos) =11 % = %



Feladat

ValészianSég Adott 6Sszeg P(AOSSZQ )7 P(Bossz1 O)
paradoxonok

Mekkora a valészinlisége annak, hogy két kocka dobasakor a
G i szamok 6sszege 97
A szamok dsszege 107?

Feladatok



Feladat

Valészintiség Adott 6sszeg  P(Aossz9); P(Bosszi0)
paradoxonok

Mekkora a valészinlisége annak, hogy két kocka dobasakor a
G i szamok 6sszege 97
A szamok dsszege 107?

Megoldas:
9=6+3=54+4=4+5=3+6 = P(Apssz9) =4/36
10=6+4=5+5=4+6 = P(Aossz10) =3/36



Feladat

Valészintiség Adott 6sszeg  P(Aossz9); P(Bosszi0)
paradoxonok

Mekkora a valészinlisége annak, hogy két kocka dobasakor a
G i szamok 6sszege 97
A szamok dsszege 107?

Megoldas:
9=6+3=54+4=4+5=3+6 = P(Apssz9) =4/36
10=6+4=5+5=4+6 = P(Aossz10) =3/36

Adott 6sszeg  P(Aossz9), P(Bossz10)

Mekkora a valésziniisége annak, hogy harom kocka dobasakor a
szamok 6sszege 97
Es a szamok 6sszege 107?




Feladat

Valészintiség Adott 6sszeg  P(Aossz9); P(Bosszi0)
paradoxonok

Mekkora a valészinlisége annak, hogy két kocka dobasakor a
G i szamok 6sszege 97
A szamok dsszege 107?

Megoldas:
9=6+3=54+4=4+5=3+6 = P(Apssz9) =4/36
10=6+4=5+5=4+6 = P(Aossz10) =3/36

Adott 6sszeg  P(Aossz9), P(Bossz10)

Mekkora a valésziniisége annak, hogy harom kocka dobasakor a
szamok 6sszege 97
Es a szamok 6sszege 107?

Megoldas:
9=64+24+1=64+14+2=543+1=... = P(Aossz9) =25/216
10 =6+3+1=64+2+2=6+1+3=... = P(Apssz9) =27/216



Feladat

Valoszintiség Valészinliségek becslése
paradoxonok

Adam és Eva azonos képességli jatékosok. Mekkora a
valészinlisége, hogy:

Csat6 Lehel

@ Adam négy meccsbdl pontosan harmat nyer?

@ Eva nyolc meccsbdl pontosan 6tét nyer?

Feladatok



Feladat

Valoszintiség Valészinliségek becslése
paradoxonok

Adam és Eva azonos képességli jatékosok. Mekkora a
valészinlisége, hogy:

Csat6 Lehel

@ Adam négy meccsbdl pontosan harmat nyer?

@ Eva nyolc meccsbdl pontosan 6tét nyer?

Megoldas:

Adam nyer (1) vagy veszit (0). Négy meccs 24 = 16 médon
végzodhet.

Ebbdl 4 kedvezé Adamnak: 1/4.



Feladat

Valoszintiség Valészinliségek becslése
paradoxonok

Adam és Eva azonos képességli jatékosok. Mekkora a
valészinlisége, hogy:

Csat6 Lehel

@ Adam négy meccsbdl pontosan harmat nyer?

@ Eva nyolc meccsbdl pontosan 6tét nyer?

Megoldas:

Adam nyer (1) vagy veszit (0). Négy meccs 24 = 16 médon
végzodhet.

Ebbdl 4 kedvezé Adamnak: 1/4.

Eva nyer (1

(1) vagy veszit (0). Nyolc meccs 28 médon végzddhet.
Ebbdl V(8,5)

=8.7-6/(1-2-3) kedvezd Evanak: 7/32



Feladat 4 (K6MaL.04)

Valoszintiség Valészinliségek becslése

paradoxonok Balazs és Marci négy dobdkocka feldobasaval déntik el, ki
G i sétaltatja a kutyat. Az egyszerre dobott kockak kdzoétt ha van
hatos, akkor Balazs, kiilénben Marci sétaltatja a kutyat.

Igazsagos a modszer?

Feladatok



Feladat 4 (K6MaL.04)

Valoszintiség Valészinliségek becslése

paradoxonok Balazs és Marci négy dobdkocka feldobasaval déntik el, ki
G i sétaltatja a kutyat. Az egyszerre dobott kockak kdzoétt ha van
hatos, akkor Balazs, kiilénben Marci sétaltatja a kutyat.

Igazsagos a modszer?

Feladatok Megoldés:
Négy kockaban nincs hatos:
5555



Feladat 4 (K6MaL.04)

Valoszintiség Valészinliségek becslése

paradoxonok Balazs és Marci négy dobdkocka feldobasaval déntik el, ki
G i sétaltatja a kutyat. Az egyszerre dobott kockak kdzoétt ha van
hatos, akkor Balazs, kiilénben Marci sétaltatja a kutyat.

Igazsagos a modszer?

Feladatok Megoldés:
Négy kockaban nincs hatos:
5555
6666 " 0.4822

Tehat a moédszer nem igazsagos!



Feladat

vaisszinisés Ml Urnafeladat

(1]
paradoxonok n golyét helyezink véletlenszer{ien n urnaba.
Csato Lehel Mi a valészinlisége annak, hogy pontosan 1 marad iresen?

Feladatok



Feladat

vaisszinisés Ml Urnafeladat

es

LERSEN 1 golyot helyeziink véletlenszer{ien n urnéba.
Csaté Lehel Mi a valészinlisége annak, hogy pontosan 1 marad iresen?

Megoldas:
Minden urndba egy golyd: p(Aming) = 221 ... 1 = 1%

n n nn

Kijelolink egy Ures urnat illetve egyet, melyben két golyo lesz: n(n— 1)

Feladatok

Kivalasztunk két goly6t az n kdzil (g) .

A maradék n — 2-t elhelyezzilk az n — 2 urnaba: (n — 2)!.

n(n—1)- 220 . (n—2)! _(n—1)!-(n-1)
nn 2.nn-2

p(Amind71) =



Feladat

Valészisnﬂség Els6 el6fordulas

LESBRES  Harom jatékos tarsasjatékot kezd. Egymas utan dobnak egyet
Csatd Lehel egy dobokockaval. Az kezd, aki els6ként dob hatost.

@ Mekkora valészinliséggel lesznek kezddk egy-egy dobas
utan az egyes résztvevok?

@ Mekkora annak a val6szinlisége, hogy nem tudjék elkezdeni
a jatékot egy kor utan?

@ Szamitsuk ki egyes résztvevokre annak a valészinliségét,
hogy éppen 6 kezdhet!

Megoldas:

Az els6 kezd: P(elso) = 1/6,

a masodik kezd P(masod) =5/6-1/6 = 5/36,

a harmadik kezd P(harmad) =5/6-5/6-1/6 = 25/216.



Feladat

. Megoldas: (folyt)
és Egy kér utdn nem kezdenek:

paradoxonok

Csat6 Lehel 5.5.5
P(nemelso) = 666

Az els0 jatékos kezdési valészinlisége:

= 0.5787

R

A teljes val6sziniség:

A masodik 2, a harmadik 22 valésziniiséggel kezd.



Feladat Kitlzott

valssziniseg Il Sakktabla

es
paradoxonok Helyezziink el a sakktablan talalomra bastyakat (2 < k < 8).
Csato Lehel Mekkora a val6szinlisége annak, hogy a bastyak nem utik

egymast.

Egy kényvespolcrol Pisti leszedte a kdnyveket, majd
véletlenszerien visszarakta mind a 25-6t. Mennyi a
valészinlsége annak, hogy a koztik levi hdrom idegen nyelvil
kényv egymas mellé kerult?

Feladatok

Ot pénzérme feldobasakor mennyi a valésziniisége, hogy
pontosan harom érmén a fej lesz feltl?




Feladat Kitlzott

Valészintiség Négyesek és 6tdsok a lottén
el Az 6tos lotton 90 szambol valasztanak 5-6t a szelvények kitdItoi.
G i Hanyszor nagyobb a valoészinlisége egy négytalalatos

szelvénynek, mint az 6ttalalatosnak?

Feladatok



Feladat Kitlzott

Valoszintiség Négyesek és 6tdsok a lottén
el Az 6tOs lotton 90 szambol vélasztanak 5-6t a szelvények kitdltoi.
ity Ll Hanyszor nagyobb a val6szinlisége egy négytalalatos

szelvénynek, mint az 6ttalalatosnak?

Megoldas:
Otdsink van, ha a 90 szam kdzll pont azt az 6t6ét huzzak:
P(otos) = ——— = 0.000000022753 = 2.27 - 10~8

(5)

Négyeslnk van, ha egy szam hianyzik, ez pedig a maradék 85

szam valamelyike:
<5> (85)
AVVANLY 0.00000967 = 0.96 - 10~°

(5)

P(negyes) =

A kettd aranya 425.



Feladat Kitlzott

Valészinliség ROpIk

és
RS Harom egyenl6 hosszu ropibdl véletlenszerlien kitdriink egy-egy
Csatd Lehel darabot. A térési pontok kivalasztasa egymastdl fliggetlen és

egyenletes.

@ mekkora a valdszinlisége annak, hogy a maradékokbol
haromszdéget lehet alkotni?

@ mekkora a val6szinlisége annak, hogy a maradékokbol
R hegyessz6gli haromszdget lehet alkotni?




Feladat Kitlzott

Valészinliség ROpIk

és
RS Harom egyenl6 hosszu ropibdl véletlenszerlien kitdriink egy-egy
Csatd Lehel darabot. A térési pontok kivalasztasa egymastdl fliggetlen és

egyenletes.

@ mekkora a valdszinlisége annak, hogy a maradékokbol
haromszdéget lehet alkotni?

@ mekkora a val6szinlisége annak, hogy a maradékokbol
R hegyessz6gli haromszdget lehet alkotni?

Megoldas:
h<hb<Hh. A gula térfogata 1/6.
Haromszdg akkor, ha s < I + k.



Valésziniiség
és
paradoxonok

Csat6 Lehel

Feladatok

Feladat Kitlzott

Ropik

Harom egyenl6 hosszu ropibdl véletlenszeriien kitériink egy-egy
darabot. A térési pontok kivalasztasa egymastdl fliggetlen és
egyenletes.

@ mekkora a valdszinlisége annak, hogy a maradékokbol
haromszdéget lehet alkotni?

@ mekkora a val6szinlisége annak, hogy a maradékokbol
hegyesszogl haromszdget lehet alkotni?

Megoldas:

h <b<kh. A gula térfogata 1/6.

Haromszdg akkor, ha s < I + k.

Ki kell vonnunk egy gulat, melynek térfogata 1/12.

Az &sszes lehetséges eset és az elfogadhatd esetek aranya.



Megoldas

Valésziniiség
és

paradoxonok
Csat6 Lehel e 61 < 62 < 63
o
Ay c
B;
Feladatok
(0]
A c
Vo 4=
2 - U




Megoldas

Valésziniiség
és

paradoxonok
Csat6 Lehel e 61 < 62 < 63
o
Ay c
B;
Feladatok
(0]
A c
Vo 4=
2 - U




Matlab segédfiiggvények

::ZE{:::S A MATLAB programnyelv tamogatja a
- @ matrix-jelélést: ciklusok helyett ,matematikusan”:
C=AxB
@ gyors prototipusok készitését:
pl. nincsenek valtozo-kijelentések.

@ numerikus szimulaciok irasat,

MATLAB

Val6szinliségszamitasi figgvények:
- rand(m,n) egy m x n-es matrixot feltlt
pszeudorandom szamokkal;
- hist (X) egy matrix(vektor) értékeinek gyakorisagat
rajzolja ki;



Szimulaciok

alészinlisé
T Egy szimulacié teszteli a kigondolt elmélet helyességét.

paradoxonok

Csat6 Lehel

A szimulator—program struktiraja a kdvetkezo:

@ Valtozok meghatarozasa, a kisérletek szamanak a
meghatarozasa.

@Q fori—1...N

e szimuldld az i-edik kisérletet.
@ vizsgald meg az eredményt.

© end for
@ jelenitsd meg az eredményeket (elemzés).

MATLAB



Tartalom

Valésziniiség
és
paradoxonok

Csat6 Lehel

e Paradoxonok
@ Lottd paradoxona
Flggetlenség
Ajandékozasi paradoxon
Pétervari paradoxon
Jatékelméleti paradoxon
Halanddsagi paradoxon
Bernoulli paradoxon
Els6 eléfordulas
De Moivre paradoxona

Paradoxonok



Lottézas

Valészinliség v, ,
és Felmer(l6 kérdések:

paradoxonok
Centt Lehel @ létezik nyero stratégia a lottén?
@ létezik j6 kombinaci6 amit jatszani érdemes?

ha igen, melyek ezek




Lottézas

Valészinliség v, ,
és Felmer(l6 kérdések:

paradoxonok
Ceatd Lehel @ létezik nyero stratégia a lottén?
@ létezik j6 kombinaci6 amit jatszani érdemes?

ha igen, melyek ezek

@ természetesen nincs nyerd stratégia,



Lottézas

Valészinliség v, ,
és Felmer(l6 kérdések:

paradoxonok
Ceatd Lehel @ létezik nyero stratégia a lottén?
@ létezik j6 kombinaci6 amit jatszani érdemes?

ha igen, melyek ezek

@ természetesen nincs nyerd stratégia,

@ JO kombin&cié = ha nyeriink, masok ne legyenek a
listan.



Lottézas

Valészinliség v, ,
és Felmer(l6 kérdések:

paradoxonok
Ceatd Lehel @ létezik nyero stratégia a lottén?
@ létezik j6 kombinaci6 amit jatszani érdemes?

ha igen, melyek ezek

@ természetesen nincs nyerd stratégia,

@ JO kombin&cié = ha nyeriink, masok ne legyenek a
listan.

Tul szabalyos tippek: pl. ,két egymas utani szam”, egy
Otszamjegyl egymdasutani szamsorozat, .. .



Lottézas

Valésziniiség
és
paradoxonok

t6 Lehel




Lottézas

Valésziniiség

o . Egymasutani szamok ritkak:
et Lol o két egymasutani szam;
5-4
Pocy %89 - go—aa = 0.2222
e harom,négy egymasutani szam:
5.4-3
Psey =~ 88 - 38 .89.90 0.0075

Piey =~ 0.00017



Lottézas

Valésziniiség

o . Egymasutani szamok ritkak:
paradoxonol

et Lol o két egymasutani szam;

5-4
Pocy %89 - go—aa = 0.2222
e harom,négy egymasutani szam:
5.4-3
Psey =~ 88 - 38 .89.90 0.0075

Piey =~ 0.00017

Nagy nyereségre szamithatunk
ha nyertink és ,ritka” kombinacidkat valasztunk.




MATLAB program

Valésziniiség ,
L Eredmények (100e):
paradoxonol Kettd Harom

% lotto paradoxon szimulacio

t6 Lehel % parameterek

S nL = 90; % az osszes szam 0.2238 | 0.0077
n0 = 5; % hanyat
nH = 100000; % hany jatekot szimulalunk 02226 00075

% generaljuk

10sszes = ceil(rand(nH,n0)=90);

% rendezzuk NOVEKVO sorrendbe

10sszes = sort(10sszes,2);

% keressuk az egymasutani szamokat

fMat [1-1]; % szuro matrix

1Succ filter(fMat,1,10sszes,-100,2);

1Succ = 1Succ(:,2:end);

% keressuk azon elemeket, ahol 1 a kulonbseg
iTwo = find(1Succ==1);

fprintf(’Ket elemhossz: %5.4f’,length(iTwo)/nH);

0.2203 | 0.0073
0.2232 | 0.0074

—L_|
AN -,

% nullazunk minden indexet, ami NEM egy.
1Ind=zeros(size(1Succ));

1Ind(iTwo) = 1;

% ebben - mivel CSAK nulla es egy volt - az eredmeny 0,1,2
fMat = [11]; % szuro matrix

1Three = filter(fMat,1,1Ind,-100,2);

iThree = find(1Three==2);

fprintf(’Harom elemhossz: %5.4f’,length(iThree)/nH);



FUggetlenség paradoxona

Megfogalmazas:
Két szabalyos érme dobasanal jelélje A az ,elsé dobas fej”;
B a ,masodik dobas fej”; C pedig azt, hogy a két dobas
k6zUl egy (és csak egy) fej.

paradoxonok

Csat6 Lehel

@ barmely két esemény fliggetlen, ugyanakkor

@ barmely kettd meghatarozza a harmadikat.




FUggetlenség paradoxona

Valésziniiség

S onok Megfogalmazas:

Két szabalyos érme dobasanal jelélje A az ,elsé dobas fej”;
B a ,masodik dobas fej”; C pedig azt, hogy a két dobas
k6zUl egy (és csak egy) fej.

Csat6 Lehel

@ barmely két esemény fliggetlen, ugyanakkor

@ barmely kettd meghatarozza a harmadikat.

Megjegyzés: A és B flggetlenek, ha p(A, B) = p(A)p(B).



Ajandékozasi paradoxon

wenerl Megfogalmazas:
és

e Egy tarsasag tagjai kélcséndésen meg akarjak ajandékozni
RN egymast. Az ajadndékokat 6sszegyUjtik majd kisorsoljak.

Paradoxon:

Lényegesen nagyobb annak az esélye, hogy lesz valaki, aki
visszakapja ajandékat, mint annak, hogy nem kapja senki a
sajat ajandékat vissza.




Ajandékozasi paradoxon

wenerl Megfogalmazas:
és

e Egy tarsasag tagjai kélcséndésen meg akarjak ajandékozni
RN egymast. Az ajadndékokat 6sszegyUjtik majd kisorsoljak.

Paradoxon:

Lényegesen nagyobb annak az esélye, hogy lesz valaki, aki
visszakapja ajandékat, mint annak, hogy nem kapja senki a
sajat ajandékat vissza.

Osszesen n! eset van. Ebbdl kedvezd

(g)n! - (:)(n— 1! +...(—1)”(Z)0!,

ennek aranya



Ajandékozasi paradoxon

wenerl Megfogalmazas:
és

e Egy tarsasag tagjai kélcséndésen meg akarjak ajandékozni
RN egymast. Az ajadndékokat 6sszegyUjtik majd kisorsoljak.

Paradoxon:

Lényegesen nagyobb annak az esélye, hogy lesz valaki, aki
visszakapja ajandékat, mint annak, hogy nem kapja senki a
sajat ajandékat vissza.

Osszesen n! eset van. Ebbdl kedvezd

(g)n! - (:)(n— 1! +...(—1)”(Z)0!,

Ajandékozas

ennek aranya

Sok kicsi sokra mehet!



Pétervari paradoxon

Valésziniiség

S onok Megfogalmazas:

Egy szabélyos pénzérmével addig dobunk, amig fejet nem
kapunk. Ha az els6 fej, akkor kapunk 2 forintot, ha a
masodik, akkor 4-et, ..., ha az n-edik, akkor 2" forintot.
Mennyi a jaték értéke?

Csat6 Lehel

Barmennyit fizetlink, varhaté értékben nyertink!




Pétervari paradoxon

Valésziniiség

S onok Megfogalmazas:

Egy szabélyos pénzérmével addig dobunk, amig fejet nem
kapunk. Ha az els6 fej, akkor kapunk 2 forintot, ha a
masodik, akkor 4-et, ..., ha az n-edik, akkor 2" forintot.
Mennyi a jaték értéke?

Csat6 Lehel

Barmennyit fizetlink, varhaté értékben nyertink!

Az ismételt jaték varhato értéke

1 1
o4 .. on ..
g2t 52+



Pétervari paradoxon

Valésziniiség

S onok Megfogalmazas:

Egy szabélyos pénzérmével addig dobunk, amig fejet nem
kapunk. Ha az els6 fej, akkor kapunk 2 forintot, ha a
masodik, akkor 4-et, ..., ha az n-edik, akkor 2" forintot.
Mennyi a jaték értéke?

Csat6 Lehel

Barmennyit fizetlink, varhaté értékben nyertink!

Petervar Az ismételt jaték varhato6 értéke

1 1
o4 .. on .,
g2t 52+

sok kicsi sokra megy! (nem kicsik a mennyiségek ...)



MATLAB program

Valésziniiség ;- - 7
és Modellezési kérdések:

paradoxonok . .
T @ milyen gyakran mekkorat nyerink?
o felsd korlat esetén mennyi a jaték értéke?
Modellezés:
@ kivalasztjuk a sorozat hosszat;
@ a szimulécidok szamat;

% szentpetervari paradoxon nyer = 2.Adiff;
jHossz = 10000; % szamitjuk a nyereseget
10000; nyerek(ii)=sum(nyer);
Petervar zeros(mSzam,1); end;

:mSzam; % hisztogramot iratunk
% dobasok hist(loglO(nyerek),200)
dobas = round(rand(jHossz,1));

% FEJ keresese

indF = find(dobas==1);

% NEM FEJ sorozatok hossza

diff = [indF;1+jHossz]- [0;indF];



MATLAB program

Valésziniiség ;- - 7
és Modellezési kérdések:

paradoxonok . .
T @ milyen gyakran mekkorat nyerink?
o felsd korlat esetén mennyi a jaték értéke?
Modellezés:
@ kivalasztjuk a sorozat hosszat;
@ a szimulécidok szamat;

% szentpetervari paradoxon nyer = 2.Adiff;
jHossz = 10000; % szamitjuk a nyereseget
10000; nyerek(ii)=sum(nyer);
Petervar zeros(mSzam,1); end;
:mSzam; % hisztogramot iratunk
% dobasok hist(loglO(nyerek),200)
dobas = round(rand(jHossz,1));

% FEJ keresese

indF = find(dobas==1);

% NEM FEJ sorozatok hossza

diff = [indF;1+jHossz]- [0;indF];



MATLAB program

Valésziniiség ;- - 7
és Modellezési kérdések:

paradoxonok . .
T @ milyen gyakran mekkorat nyerink?
o felsd korlat esetén mennyi a jaték értéke?
Modellezés:
@ kivalasztjuk a sorozat hosszat;
@ a szimulécidok szamat;

% szentpetervari paradoxon nyer = 2.Adiff;
jHossz = 10000; % szamitjuk a nyereseget
10000; nyerek(ii)=sum(nyer);
Petervar zeros(mSzam,1); end;
:mSzam; % hisztogramot iratunk
% dobasok hist(loglO(nyerek),200)
dobas = round(rand(jHossz,1));

% FEJ keresese
indF = find(dobas==1);

% NEM FEJ sorozatok hossza

diff = [indF;1+jHossz]- [0;indF];



MATLAB program

Valésziniiség ;- - 7
és Modellezési kérdések:

paradoxonok . .
T @ milyen gyakran mekkorat nyerink?
o felsd korlat esetén mennyi a jaték értéke?
Modellezés:
@ kivalasztjuk a sorozat hosszat;
@ a szimulécidok szamat;

% szentpetervari paradoxon nyer = 2.Adiff;
jHossz = 10000; % szamitjuk a nyereseget
10000; nyerek(ii)=sum(nyer);
Petervar zeros(mSzam,1); end;
:mSzam; % hisztogramot iratunk
% dobasok hist(loglO(nyerek),200)
dobas = round(rand(jHossz,1));

% FEJ keresese

indF = find(dobas==1);

% NEM FEJ sorozatok hossza
diff = [indF;1+jHossz]- [0;indF];



MATLAB program

Valésziniiség ;- - 7
és Modellezési kérdések:

paradoxonok . .
T @ milyen gyakran mekkorat nyerink?
o felsd korlat esetén mennyi a jaték értéke?
Modellezés:
@ kivalasztjuk a sorozat hosszat;
@ a szimulécidok szamat;

% szentpetervari paradoxon nyer = 2.Adiff;
jHossz = 10000; % szamitjuk a nyereseget
10000; nyerek(ii)=sum(nyer);
Petervar zeros(mSzam,1); end;

:mSzam; % hisztogramot iratunk
% dobasok hist(log10(nyerek),200)
dobas = round(rand(jHossz,1));

% FEJ keresese

indF = find(dobas==1);

% NEM FEJ sorozatok hossza

diff = [indF;1+jHossz]- [0;indF];



Teszteredmeények

Valésziniiség
és
paradoxonok

Csat6 Lehel

Gyakorisag

SL - 6.5 7 7.5 8
Hossz Atlag | Atlagnyereség Max
(Ny/dobas)
100 800 8 504.088
1.000 11.000 11 2.097.152
5.000 91.000 18.2 16.777.216
= 10.000 168.000 16.8 134.217.728
100.000 2.000.000 20.0 1.073.741.824
500.000 23.000.000 46.0 | 137.000.000.000



Valésziniiség
és
paradoxonok

Csat6 Lehel

Gyakorisag

S 6.5
109, (NY)

Pétervar

Hossz Atlag | Atlagnyereség Max
(Ny/dobas)
100 800 8 524.288
1.000 11.000 11 2.097.152
5.000 91.000 18.2 16.777.216
= 10.000 168.000 16.8 134.217.728
100.000 2.000.000 20.0 1.073.741.824
500.000 23.000.000 46.0 | 137.000.000.000




Teszteredmeények

Valésziniiség

S onok A gyakorlatban: a nyereménynek van egy felsé hatéra, ez
maximalja a lehetséges nyereséget. (aldbb 2%° ~ 8m a
felsd hatar).

Csat6 Lehel

Felso korlat esetén:

Hossz Atlag | Ny/d. || Korlattal | Ny/d. | Vagas #
100 800 8 800 8 0
1.000 11.000 11 11.000 11 1
(RO 5.000 91.000 18.2 60.000 12 2
10.000 168.000 16.8 117.000 11.7 5
100.000 2.000.000 20 || 1.200.000 12 60
500.000 {| 23.000.000 46 || 6.000.000 12 295




Jatékelméleti paradoxon

Val6szinlisé:
A Ketten jatszanak: Q és R.

paradoxonok

Csat6 Lehel

@ Egy vagy két ujjat mutatnak fel;

@ Paros ujj-szam esetén Q fizet R-nek, ellenkez6
esetben forditva;

@ annyit nyernek/veszitenek, ahany ujjat felmutattak.

Van véletlennél jobb stratégia

IGEN, egyik jatékos veszit!




Jatékelméleti paradoxon

Val6szinlisé:
A Ketten jatszanak: Q és R.

paradoxonok

Csat6 Lehel

@ Egy vagy két ujjat mutatnak fel;

@ Paros ujj-szam esetén Q fizet R-nek, ellenkez6
esetben forditva;

@ annyit nyernek/veszitenek, ahany ujjat felmutattak.

Van véletlennél jobb stratégia

IGEN, egyik jatékos veszit!

Melyik?



Jatékelméleti paradoxon

Valdsziniiség , e, , . ,r ;s .
és Ismételt jatékok esetén mi a nyero stragégia?

paradoxonok

RN Nyereség/veszteseg

A r" Mq=2rqg —3rg — 3ng +4neg
matrix: Mindegyik jatékos ugy jatszik, hogy az eredmény
Q1 Q2 e figgion a masik jatékostol (és tudva, hogy
R 2 -3 n=1-—nrn, =1—q):
R2| -3 4

(12/'1 — 7)Q1 + (4 — 7/'1).
R vélasztdsa: 12r — 7 = 0.
A megoldas:

rn=7/12, r,=>5/12, g =7/12, o = 5/12

Jatékelmélet

Atlegnyereség-veszteség: —1/12



Halanddsagi paradoxon

Y @ az élettartam matematikai vizsgéalata Halley 1693;

paradoxonok

. @ biztositaselmélet XVIIl. szazadban indul jelentés
fejlédésnek;

@ életkor-tablazatok dsszeallitasa;

@ d’Alembert nevéhez kotodik:

Az atlagos életkor 26 év, mégis ugyanakkora az esélye
annak, hogy valaki tuléli a nyolc évet, mint annak, hogy
nem.




Halanddsagi paradoxon

Y @ az élettartam matematikai vizsgéalata Halley 1693;

paradoxonok

. @ biztositaselmélet XVIIl. szazadban indul jelentés
fejlédésnek;

@ életkor-tablazatok dsszeallitasa;

@ d’Alembert nevéhez koétodik:

Az atlagos életkor 26 év, mégis ugyanakkora az esélye
annak, hogy valaki tuléli a nyolc évet, mint annak, hogy
nem.

@ van az atlagon kivil mas jellemzd, ami hasznos?



Halanddsagi paradoxon

Y @ az élettartam matematikai vizsgéalata Halley 1693;

paradoxonok

. @ biztositaselmélet XVIIl. szazadban indul jelentés
fejlédésnek;

@ életkor-tablazatok dsszeallitasa;

@ d’Alembert nevéhez kotodik:

Az atlagos életkor 26 év, mégis ugyanakkora az esélye
annak, hogy valaki tuléli a nyolc évet, mint annak, hogy
nem.

@ van az atlagon kivil mas jellemzd, ami hasznos?

@ ha csak az atlagot ismerjik, mennyit tudunk az
adatokrol?



Statisztikak

Valoszinliség Old Faithful gejZI'r
parad%ionok

Csat6 Lehel

Halandéség



Valésziniiség
és
paradoxonok

) Lehel

Halandosag

Old Faithful gejzir

Kitorések kdzotti idd

Old Faithful
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-
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o
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Kitdrések hossza



Statisztikak

Valoszinliség Old Faithful gejZI'r

Old Faithful
paradoxonok 100 -

Csat6 Lehel - e © °
-
- L4 -
o0 . - LT Il
- e o -e <
o 80 .':: .3':”? <. % B
= AR 35y Pt et JEEN
g S S N
% 2ok - . e 33 4
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Kitérések hossza

A grafikon leirasara
@ az atlag j0 jellemzd?



Statisztikak

Valészinliség Old Faithful gejZI'r

és
paradoxonok 100

Csat6 Lehel - e © °
ol ® g eee R
s hd - .. e e ...
. - o .
- e e 3 =
sol el 3ol T3 3 |
) DR T 35 3 -
S P SR °
£ Zop e e . T 332 i
5 -
E . -
6O o % £ - 1
2° .. ce
b A SR
- -
sol = *gr¥lcsll 1
] > e
e %
Q5 2.5 3.5 4.5 5
Kitorések hossza
A grafikon leirasara

Old Faithful

@ az atlag j6 jellemzd?
@ mas statisztika épitése?



felallitasa

Valésziniiség

és A kovetkez6 modell:

paradoxonok

p(x) = mN(x|my, Xq) + mN (x| mp, Xo)

Halandosag



felallitasa

Valészinliség . .
és A kovetkezd modell:

paradoxonok
p(x) = mN(x|my, X1) + maN(x|mo, £o)

A modell magyaraz csoportosulast

Halandésag melyben
@ a kilénbdzd csoportokhoz tartozé pontok aranyai + illetve o,

@ a csoportok leirhaték egy-egy Gaussz-eloszlassal,



felallitasa

Valdszinliség . ”
és A kovetkezd modell:

paradoxonok
p(x) = mN(x|my, X1) + maN(x|mo, £o)

A modell magyaraz csoportosulast

Halandssig melyben

@ a kilénbdzd csoportokhoz tartozé pontok aranyai + illetve o,
@ a csoportok leirhaték egy-egy Gaussz-eloszlassal,

@ ellenben nem tudjuk, melyik csoportba is tartozik egy-egy pont.



felallitasa

Valésziniiség

és
paradoxonok . .
RN Statisztikak:
+ * '
@ 74, mo a csoportok aranya; u‘:; o
N+ + :+
* +
@ my, my a csoportok N IR
P 7 . . + . :#ﬂ": ++
kézéppontja; Sl '
o . P R S
@ Y4, Y, acsoportok N AR )
I Ly X 0 0 L +
szérasmatrixa; o% Ty
o [
ogo 3
B
00

Halandosag

Nehéz feladat

a pontok hovatartozasanak a megallapitasa.
»Expectation-Maximisation”




Nagy szamok paradoxona

vaisziiseg @ Bernoulli — Ars conjectandi, 1713

paradoxonok

Csat6 Lehel

@ sokszori dobéas esetén, az iras/fej arany egyhez tart
szabalyos érme esetén;

@ a dobasok figgetlenek;

100 ,irds” dobasa utan is 50% az iras valoszinlisége

Barmennyi sok ,fej” dobas esetén, a kdvetkez6 dobés 1/2
valészinlséggel lesz ,fej".

Bernoulli



Nagy szamok paradoxona

vaisziiseg @ Bernoulli — Ars conjectandi, 1713

paradoxonok

Csat6 Lehel

@ sokszori dobéas esetén, az iras/fej arany egyhez tart
szabalyos érme esetén;

@ a dobasok figgetlenek;

100 ,iras” dobasa utan is 50% az iras valészinlisége

Barmennyi sok ,fej” dobas esetén, a kdvetkez6 dobés 1/2
valészinlséggel lesz ,fej".

Bernoulli

@ nem valészin( a hosszu sorozat, ellenben
@ a pénzérmének nincs emlékezete, tehat nem a ,malt” alapjan dont.



Nagy szamok paradoxona

vaisziiseg @ Bernoulli — Ars conjectandi, 1713

paradoxonok

Csat6 Lehel

@ sokszori dobéas esetén, az iras/fej arany egyhez tart
szabalyos érme esetén;

@ a dobasok figgetlenek;

100 ,iras” dobasa utan is 50% az iras valészinlisége

Barmennyi sok ,fej” dobas esetén, a kdvetkez6 dobés 1/2
valészinlséggel lesz ,fej".

Bernoulli

@ nem (?) valészinl a hosszu sorozat, ellenben
@ a pénzérmének nincs emlékezete, tehat nem a ,malt” alapjan dont.



Sorozatok hossza MATLAB

Valésziniiség
és %% BINARIS SZAMSOROZATOK HOSSZA %% kirajzolas

RS Run = 500000; clf; hold on; box on;
nN = [10 100 1000]; semilogy(bins,vBins’);
%% futasi valtozok xlabel (’Hossz’);
nBin = floor(5+ 2.5+log2(nN(end))); ylabel (’Hanyszor’);
vBins = zeros(length(nN),nBin); ylim([0 100]);
bins = 1:nBin;
bb =1;
%% kiserletek
for iSize=nN;

for ii=1:nRun;

ossSor = 2xround(rand(l,iSize))-1;

ossSor(:,iSize+l) = - ossSor(:,iSize);

valt = ossSor(:,2:end)-ossSor(:,1:(end-1));
valt = abs(valt)/2;

indF = find(valt==1);

hossz = indF - [0 indF(1l:end-1)];

Bernoulli

[bBin,bins] = hist(hossz,bins);
vBins(bb, :) = vBins(bb,:) + bBin;
end;
bb=bb+1;
end;



Sorozatok hossza MATLAB

Valésziniiség
és %% BINARIS SZAMSOROZATOK HOSSZA %% kirajzolas

RS Run = 500000; clf; hold on; box on;
nN = [10 100 1000]; semilogy(bins,vBins’);
%% futasi valtozok xlabel (’Hossz’);
nBin = floor(5+ 2.5+log2(nN(end))); ylabel (’Hanyszor’);
vBins = zeros(length(nN),nBin); ylim([0 100]);
bins = 1:nBin;
bb =1;
%% kiserletek
for iSize=nN;

for ii=1:nRun;

ossSor = 2xround(rand(l,iSize))-1;

ossSor(:,iSize+l) = - ossSor(:,iSize);
valt = ossSor(:,2:end)-ossSor(:,1:(end-1));

valt = abs(valt)/2;

indF = find(valt==1);

hossz = indF - [0 indF(1l:end-1)];

Bernoulli

[bBin,bins] = hist(hossz,bins);
vBins(bb, :) = vBins(bb,:) + bBin;
end;
bb=bb+1;
end;



Sorozatok hossza MATLAB

Valésziniiség
és %% BINARIS SZAMSOROZATOK HOSSZA %% kirajzolas

RS Run = 500000; clf; hold on; box on;
nN = [10 100 1000]; semilogy(bins,vBins’);
%% futasi valtozok xlabel (’Hossz’);
nBin = floor(5+ 2.5+log2(nN(end))); ylabel (’Hanyszor’);
vBins = zeros(length(nN),nBin); ylim([0 100]);
bins = 1:nBin;
bb =1;
%% kiserletek
for iSize=nN;

for ii=1:nRun;

ossSor = 2xround(rand(l,iSize))-1;

ossSor(:,iSize+l) = - ossSor(:,iSize);
valt = ossSor(:,2:end)-ossSor(:,1:(end-1));
valt = abs(valt)/2;

indF = find(valt==1);
hossz =indF - [0 indF(1:end-1)];
[bBin,bins] = hist(hossz,bins);
vBins(bb, :) = vBins(bb,:) + bBin;
end;
bb=bb+1;
end;

Bernoulli



Sorozatok hossza MATLAB

Valésziniiség
és %% BINARIS SZAMSOROZATOK HOSSZA %% kirajzolas

RS Run = 500000; clf; hold on; box on;
nN = [10 100 1000]; semilogy(bins,vBins’);
%% futasi valtozok xlabel (’Hossz’);
nBin = floor(5+ 2.5+log2(nN(end))); ylabel (’Hanyszor’);
vBins = zeros(length(nN),nBin); ylim([0 100]);
bins = 1:nBin;
bb =1;
%% kiserletek
for iSize=nN;

for ii=1:nRun;

ossSor = 2xround(rand(l,iSize))-1;

ossSor(:,iSize+l) = - ossSor(:,iSize);

valt = ossSor(:,2:end)-ossSor(:,1:(end-1));
valt = abs(valt)/2;

indF = find(valt==1);

hossz = indF - [0 indF(1l:end-1)];

Bernoulli

[bBin,bins] = hist(hossz,bins);
vBins(bb,:) = vBins(bb,:) + bBin
end;

bb=bb+1;

end;



Valésziniiség

Hossz 10 hosszusagu sorozatoknal

Szimulacio

és
paradoxonok

Csat6 Lehel

Gyakorisag

Bernoulli

Hossz



Sorozatok hossza Szimulacio

Valosglnuseg Alsorozatainak gyakorisaga — 10m futtatas
és - - - - T T
paradoxonok 'S © 10 hosszusagu
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Hossz

Bernoulli

Gyakorisag és hossz koz6tti kapcsolat




Sorozatok hossza Szimulacio

Valésziniiség
és

Alsorozatainak gyakorisaga — 10m futtatas

paradoxonok 'S © 10 hosszusagu
10° | @ < 100 hosszusagu |
< ®e ® 1000 hosszlsagu
L J
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Hossz

Bernoulli

Gyakorisag és hossz koz6tti kapcsolat

Egy adott hossz valészinlisége: p(h) ~ cexp (—k h)




rem-paradoxon Elsd el6fordulas |

Valészinliség ,

és Megfogalmazas:
paradoxonok
Csaté Lehel @ Szabalyos pénzérmét addig dobunk, amig FF vagy F/
nem jon Ki.

@ A sorozatok ugyanolyan val6szindek.




Erem-paradoxon Elsd eléfordulas |

Valészinliség ,

és Megfogalmazas:
paradoxonok
Csaté Lehel @ Szabalyos pénzérmét addig dobunk, amig FF vagy F/
nem jon Ki.

@ A sorozatok ugyanolyan val6szindek.

Annak a val6szinilisége, hogy az FF hamarabb j6n ki mint az F/ egyenl6
50%-kal, ugyanis

ha fejet dobtunk, akkor 50% a valészinlisége annak, hogy a kdvetkez6
dobas fej lesz. Ez a val6szinliség megegyezik az irdséval.

Els6 el6fordulas



rem-paradoxon Elsd el6fordulas |

Valészinliség ,

és Megfogalmazas:
paradoxonok
Csaté Lehel @ Szabalyos pénzérmét addig dobunk, amig FF vagy F/
nem jon Ki.

@ A sorozatok ugyanolyan val6szindek.

Annak a val6szinilisége, hogy az FF hamarabb j6n ki mint az F/ egyenl6
50%-kal, ugyanis

ha fejet dobtunk, akkor 50% a valészinlisége annak, hogy a kdvetkez6
dobas fej lesz. Ez a val6szinliség megegyezik az irdséval.

Az elso elofordulasig tarté sorozat hossza nem ugyanaz.

Els6 el6fordulas




Erem-paradoxon Elsd eléfordulas |

Valészinliség ,

és Megfogalmazas:
paradoxonok
Csaté Lehel @ Szabalyos pénzérmét addig dobunk, amig FF vagy F/
nem jon Ki.

@ A sorozatok ugyanolyan val6szindek.

Annak a val6szinilisége, hogy az FF hamarabb j6n ki mint az F/ egyenl6
50%-kal, ugyanis

ha fejet dobtunk, akkor 50% a valészinlisége annak, hogy a kdvetkez6
dobas fej lesz. Ez a val6szinliség megegyezik az irdséval.

Az elso elofordulasig tarté sorozat hossza nem ugyanaz.
Az FF-hez atlagosan 6 dobas kell, az Fl-hez 4.

Els6 el6fordulas

Hogyan?



Erem-paradoxon Elsd eldfordulas I

el  NEM azonos eseményeket keresiink:
paradiionok

Fl esetén
Csat6 Lehel
+— —+ = — 4= —— =+ =
++— —++— - —++-
+++— e+t
++++—
2 3 4 5

Els6 el6fordulas



Erem-paradoxon Elsd eldfordulas I

el  NEM azonos eseményeket keresiink:
paradiionok .
Fl esetén

Csato Lehel

++—- -4+ - —++—

+++— -+ ++-—

++++—
2 3 4 5
1 2 3 4
22 23 o4 25

Els6 el6fordulas



Elso elofordulas |l

NEM azonos eseményeket keresiink:

Valésziniiség
és
paradoxonok

Fl esetén
Csat6 Lehel

+— -+ - - == - ——+—
++—- -4+ - —++—
+++— -+ ++-—
++++—

2 3 4 5

1 2 3 4

22 23 24 25

Az elsd eldfordulas atlagos hossza:

n—1

-

Kiszamitasa:

Els6 el6fordulas

1-x n=1
( 1 >,, §2 o= 1)
1—x/) g = xn2



Elso elofordulas |l

enerd NEM azonos eseményeket keresiink:
és

aradoxonok .
[ Fl esetén
Csat6 Lehel
+— -+ - - —4+= ==+
++—- -4+ -+ 4
+++-  —+++-
++++—
2 3 4 5
1 2 3 4
22 23 24 25

Az elsd eldfordulas atlagos hossza:

n—1

oo
HX::Z” o =4

Kiszamitasa:

Els6 el6fordulas




Elso elofordulas |l

el  NEM azonos eseményeket keresiink:
paradiionok

Fl esetén FF esetén
Csato Lehel o+ -+ — — 4+ - — — 4+ - = - —++
+— -+ = =t - ==+ i e T e e Sl o 5
e e e R o e
= - +— = —++
++ - + -+ -4+
2 3 4 5 2 3 4 5 6
1 2 3 4
22 23 4 25

Az elsd eldfordulas atlagos hossza:

n—1

oo
HX::Z” o =4

Els6 el6fordulas



Elso elofordulas |l

el  NEM azonos eseményeket keresiink:

es

aradoxonok
2 Fl esetén FF esetén
to Lehel
o+ — =t ——— et ——— — 4+
tT= ~—t= —=d= — ot -+t -+t - — =t
L s A A e e e
+H = =ttt 41
Tt - -t =+t
2 3 4 5 2 3 4 5 6
1 2 3 4
22 23 24 25 Rekurrencia relaciok felallitasa:
Az els eléfordulés atlagos hossza: M, - afejjel kezd6dd sorozatok atlaghossza;
M_ - az irassal kezddd6 sorozatok atlaghossza;
St
n -
M_ + M.
n=2 2" M_ = 1+ =T
2
14+ M_
Moo= e

Els6 el6fordulas



Elso elofordulas |l

el  NEM azonos eseményeket keresiink:

es

aradoxonok
2 Fl esetén FF esetén
to Lehel
o+ — =t ——— et ——— — 4+
tT= ~—t= —=d= — ot -+t -+t - — =t
L s A A e e e
+H = =ttt 41
Tt - -t =+t
2 3 4 5 2 3 4 5 6
1 2 3 4
22 23 24 25 Rekurrencia relaciok felallitasa:
Az els eléfordulés atlagos hossza: M, - afejjel kezd6dd sorozatok atlaghossza;
M_ - az irassal kezddd6 sorozatok atlaghossza;
St
n -
M_ + M.
n=2 2" M_ = 1+ =T
2
14+ M_
M=

Els6 el6fordulas

Az egyenletrendszer megoldasa: My =5ésM_ = 7.



Elso elofordulas |l

el  NEM azonos eseményeket keresiink:

es

aradoxonok
2 Fl esetén FF esetén
t6 Lehel
e o I e = 2
tT= ~—t= —=d= — ot -+t -+t - — =t
L s A A e e e
+++— -+ ++-— bt
Tt - -t =+t
2 3 4 5 2 3 4 5 6
1 2 3 4
22 23 24 25 Rekurrencia relaciok felallitasa:
Az els eléfordulés atlagos hossza: M, - afejjel kezd6dd sorozatok atlaghossza;
M_ - az irassal kezddd6 sorozatok atlaghossza;
St
n =
M_ + M.
n=2 2" M_ = 1+ =T
2
14+ M_
My = 1+ ——
+ 2
Els6 el6fordulas
Az egyenletrendszer megoldasa: My = 5és M_ = 7. Ahonnan:
My +M_
TP e

2



Korabbi el6fordulas

Valésziniiség

S onok Megfogalmazas:
Szabalyos pénzérmét atlagosan legalabb 8-szor dobunk
ahhoz, hogy az +,— sorozat valamely haromtagu

Csat6 Lehel

Az egyeéni valészinliségek nem egyformak

Az + + —, — + 4+, — — +, + — — kombinaciok a
legkedvezdbbek.




Korabbi el6fordulas

Valésziniiség

S onok Megfogalmazas:
Szabalyos pénzérmét atlagosan legalabb 8-szor dobunk
ahhoz, hogy az +,— sorozat valamely haromtagu

Csat6 Lehel

Az egyeéni valészinliségek nem egyformak

Az + + —, — + 4+, — — +, + — — kombinaciok a
legkedvezdbbek.

Példa: vizsgaljuk meg, hogy az + + — és az — + + sorozatok kdzill
melyik eléfordulasa valészinlibb korabban.

Els6 el6fordulas



Korabbi el6fordulas

Valésziniiség

S onok Megfogalmazas:
Szabalyos pénzérmét atlagosan legalabb 8-szor dobunk
ahhoz, hogy az +,— sorozat valamely haromtagu

Csat6 Lehel

Az egyeéni valészinliségek nem egyformak

Az + + —, — + 4+, — — +, + — — kombinaciok a
legkedvezdbbek.

Példa: vizsgaljuk meg, hogy az + + — és az — + + sorozatok kézul
melyik eléfordulasa valészinlibb korabban. Mi az eseménytér?

Els6 el6fordulas



Korabbi el6fordulas

Valésziniiség

S onok Megfogalmazas:
Szabalyos pénzérmét atlagosan legalabb 8-szor dobunk
ahhoz, hogy az +,— sorozat valamely haromtagu

Csat6 Lehel

Az egyeéni valészinliségek nem egyformak

Az + + —, — + 4+, — — +, + — — kombinaciok a
legkedvezdbbek.

Példa: vizsgaljuk meg, hogy az + + — és az — + + sorozatok kézul
melyik eléfordulasa valészinlibb korabban. Mi az eseménytér?

<++— +4+4+— ++++— 4+ +— )

Els6 el6fordulas



Korabbi el6fordulas

Valésziniiség

S onok Megfogalmazas:
Szabalyos pénzérmét atlagosan legalabb 8-szor dobunk
ahhoz, hogy az +,— sorozat valamely haromtagu

Csat6 Lehel

Az egyeéni valészinliségek nem egyformak

Az + + —, — + 4+, — — +, + — — kombinaciok a
legkedvezdbbek.

Példa: vizsgaljuk meg, hogy az + + — és az — + + sorozatok kdzill
melyik eléfordulasa valészinlibb korabban. Mi az eseménytér?
I e e o o

Els6 el6fordulas



Erem-paradoxon Korabbi eléfordulas

Valésziniiség

S onok Megfogalmazas:
Szabalyos pénzérmét atlagosan legalabb 8-szor dobunk
ahhoz, hogy az +,— sorozat valamely haromtagu

Csat6 Lehel

Az egyeéni valészinliségek nem egyformak
Az ++ —, —++, — — 4+, + — — kombinécidk a

legkedvezdbbek.

Példa: vizsgaljuk meg, hogy az + + — és az — + + sorozatok kdzill

melyik eléfordulasa valészinlibb korabban. Mi az eseménytér?
I e e o o

Az bsszes tobbi esetben a — + + fordul el6 elébb (egy — mindig van; a + + —-t pedig mindenképp megel6zi
egy — + +).

Els6 el6fordulas



Erem-paradoxon Korabbi eléfordulas

Valésziniiség

S onok Megfogalmazas:
Szabalyos pénzérmét atlagosan legalabb 8-szor dobunk
ahhoz, hogy az +,— sorozat valamely haromtagu

Csat6 Lehel

Az egyeéni valészinliségek nem egyformak
Az ++ —, —++, — — 4+, + — — kombinécidk a

legkedvezdbbek.

Példa: vizsgaljuk meg, hogy az + + — és az — + + sorozatok kdzill

melyik eléfordulasa valészinlibb korabban. Mi az eseménytér?
I e e o o

Az bsszes tobbi esetben a — + + fordul el6 elébb (egy — mindig van; a + + —-t pedig mindenképp megel6zi
egy — + +).
A valészinliség:

Els6 el6fordulas

s~ _1sr_ 1,1
22”7822”78 B

n=3 n=0



Normalis eloszlas

Valssziniség @ De Moivre 1718: The doctrine of chances.

paradoxonok

Csat6 Lehel

Nagy szamok ellentmondasa

@ afej/iras arany konvergal 1-hez
— a kozelitd egyenléség;

s

@ a fej’="ir4s” esemény valoszinlisége konvergal
nullahoz — a pontos egyenldség.

De Moivre



Normalis eloszlas

Valssziniség @ De Moivre 1718: The doctrine of chances.

paradoxonok

Csat6 Lehel

Nagy szamok ellentmondasa

@ afej/iras arany konvergal 1-hez
— a kozelitd egyenléség;

s

@ a fej’="ir4s” esemény valoszinlisége konvergal
nullahoz — a pontos egyenldség.

n .
lim P(||Fef—1|y <e> =1
n—o0 n

Iras

illetve

De Moivre

lim P (n/:ej = n,,as) =0

n—oo



Normalis eloszlas

De Moivre (1738): ,Merem allitani, hogy ez a legnehezebb
probléma, amit fel lehet vetni a Véletlen Tudomanyaban..”

Legyen az érme: x, € {—1,1} Ugy, hogy

paradoxonok

Csat6 Lehel

Ekkor a dobas-sorozatok atlaga 0 és szérasa:

Ha 6 dobas esetét vizsgaljuk, a lehetséges (fej,erme) parok,
illetve dsszeg:

©g &Y - 09



Normalis eloszlas

Valdsziniiség , - , L, sz
és A dobasok dsszege és azok valészinlisége:

paradoxonok

Csat6 Lehel —1 0 —8 —6 e 1 O
10 10 10 10
0 1 2 10
210 210 210 210
p(x)
0.4 EEEN 10 kocka

De Moivre

—-40 -30 -2 -1 0 1 2 3 4 X



Normalis eloszlas

Valésziniiség , . , , ’
és A dobasok dsszege és azok valészinlisége:

paradoxonok

Csaté Lehel _1 0 _8 _6 o e 1 0
10 10 10 10
0 1 2 10
210 210 210 te 210
p(x) 4
0.4 EE 10 kocka

H 20 kocka

De Moivre

—-40 -30 -2 -1 0 1 2 3 4 X



Normalis eloszlas

Valésziniiség

és A dobasok dsszege és azok valészinlisége:

paradoxonok

-10 -8 -6 10
10 10 10 10
0 1 2 10
210 210 210 e 210
p(X) 4
0.4 EE 10 kocka

H 20 kocka
40 kocka

De Moivre

-40 -30 -2 —1 0 1 2 3 4 X



Normalis eloszlas

Valészinliség , . , , P
és A dobasok dsszege és azok valészinlisége:

paradoxonok

-10 -8 -6 . 10

10 10 10 10

0 1 2 10

210 210 210 e 210

p(X) 4

0.4 EE 10 kocka
H 20 kocka
0.3 40 kocka
= o kocka

De Moivre

-40 -30 -2 —1 0 1 2 3 4 X



Normalis eloszlas

Valésziniiség
és

paradoxonok Az eloszlas képlete:

Csat6 Lehel

- 1o ]
2m 2
p(x)
0.4
0.3
0.2
De Moivre 01
140 830 —2 1 0 1 2 3 4 X




Normalis eloszlas Matlab

Valésziniiség
és
paradoxonok

function [x,y] = moivre(N,style) %% kirajzolni

Centd Lonel %% valasztunk parametereket box on; hold on;
if nargin==0; bar(x,y,style);
N = 6; x1lim([-4.5,4.5]);
elseif nargin==1; %% tul kicsi ertekek
style="k’; ii = find(y>0.001);
end; x = x(ii);
%% X- es Y- tengely y = vy(i);
x = 0:N;
y = zeros(size(x));
for ii=x;
y(ii+1l) = nchoosek(N,ii);
end; [x,y]:moivxy‘e(l_lo,’k’); e
y=vY ./ (2*N); }flp;iig‘?ﬁf'Q?foe%g(.)égx':[g ;;]’);
X = 2%X - N; fclose(h);
Do Moire %% normalissa valtoztatni
x = x/sqrt(N);

y = y/2xsqrt(N);



[rodalom

Valés;inﬂség

e Székely J. Gabor
Csaté Lehel Paradoxonok a véletlen matematikajaban.
Typotex, 2004.

Irodalom
¥ Fegyverneki Sandor
Valoszinlségszamitas és Matematikai Statisztika
Miskolci Egyetem, Alkalmazott Matematikai Tanszék,
2007.

[§ Csatar Katalin,Harré Agota, Hegyi Gyérgyné, Lovey
Eva, Morvai Eva, Széplaki Gydrgyné, Ratké Eva
Valdszinliségszamitas feladatok kezdbknek
Kbzépiskolai Matematikai Lapok, 2004.
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