1.1. Alapfeladatok

1.1.1. Feladat. Ha v konstans, akkor az

t
z(t) < +/ X(s)x(s)ds (1.1)
eqyenldtlenségbdl kovetkezik, hogy ¥ t € [a,b] esetén
t
/ x(u)du
x(t) < yela (1.2)
1.1.2. Feladat. Ha z,3) és x |a,b]-n értelmezett folytonos figguények, x(t) > 0,
Vt € [a,b] és
t
x(t) < (1) +/ x(s)x(s)ds, ¥Vt € |a,b, (1.3)
akkor .
t / x(u)duds
o) < wlt) + [ x(is)e: (1.4
1.1.3. Feladat. Ha v : [a,b] — R differencidlhato, akkor az (1.3)-bdl kévetkezik, hogy
t t
¥(a) (/ X(U)dU) t / X (u)du
z(t) <e ¢ +/ esa Y (s)ds, vVt € [a,b] (1.5)

1.1.4. Feladat. (Bihari lemma) Legyen z : [a,b] — Ry egy folytonos figgvény, amely
teljesiti a kovetkezd egyenlotlenséget:

x(t) <M +/ W(s)w(xz(s))ds,t € [a,b], (1.6)

ahol M > 0,7 : [a,b] = Ry folytonos valamint w : Ry — R% folytonos és szigorian
monoton.
Ekkor érvényes az

t
Mﬂ§d4@wﬁ+/¢®n®%)JEMM (17)
egyenlotlenség, ahol ¢ : Ry — R fugguény a kovetkezd osszefiiggéssel adott:
Y ds
- R 1.
o) = [ e (1.9

1.1.5. Feladat. Ha z : [a,b] — R egy folytonos fiigguény, amely teljesiti a kivetkezd
osszefliggést:

w2+ [ Y(s)x(s)ds,t € [a,b], (1.9)



ahol o € R és 1p nemnegativ folytonos fiiggvény az [a,b] intervallumon, akkor a

t
o)) < faol + [ 0(s)ds. € a8 (1.10)
eqyenlotlenséqg is érvényes.

1.1.6. Feladat. (A. Filatov)Ha x : [ty,00) — R egy folytonos, nemnegativ fiigguény gy,
hogy:

t

z(t) <a +/ b+ cx(s)]ds, t>to,
to

ahol a >0, b >0, ¢ > 0, akkor, t > tg-ra x teljesiti a kovetkezd osszefiiggést:

z(t) < (l—)) (et=10) — 1) 4 ael(t — to).

C

1.1.7. Feladat. (K.V. Zadiraka) Ha az x figguény egy olyan figguény, amely teljesiti a
kovetkezo feltételt:

x(t) < z(7) +/ a(s)z(s)ds,

barmely t és T-ra az (a,b)-bdl, ahol a(t) > 0 és folytonos, akkor

:c(to)e_ /to o) <z(t) < :L'(to)e/to o)

barmely t > t.

1.1.8. Feladat. ( G.I. Candirov) Ha x a [0,h] intervalumon folytonos és nemnegativ
fugguény, amely teljesiti a kovetkezd osszefiiggést:

o) < alt)+ [ lan(9)a(s) + o)l

ahol ai(t) és b(t) nemnegativ integralhato figguények a [0, h] intervallumon, akkor:

t tal(s)ds
x(t) §/0 b(s)ds + sup ]a(t)]e/o

0<t<h

1.1.9. Feladat. x a [0, 00) intervallumon nemnegativ, folytonos fiiggvény gy, hogy:

t
x(t) < et + mtﬂ/ Mal5,
0

S

aholc >0, a >0, g > 0. Ekkor

0o m"n™8
x(t) < ct (1+;a(a+5)+...+(a+(n—1)5))
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1.1.10. Feladat. (Willett) Az x és k folytonos, a és b Riemann integrdlhaté figguények
a J = |a, ] intervallumon, ahol b és k nemnegativak. (i)  Ha

t

x(t) < al(t) + b(t)/ k(s)x(s)ds, te J (1.11)

o

Ekkor

t b(r)k(r)dr
z(t) < a(t) —|—b(t)/ a(s)k‘(s)e/s k) ds, teJ (1.12)

(i) Az dsszefiiggés fenndll akkor is, ha <-t >-vel helyettesitjik (iii) Az (i) és (ii)
érvényes marad akkor is, ha f;—t ftﬁ—vel €s f;—t Ls—vel helyettesijik.

1.2. Versenyfeladatok

1.2.1. Feladat. (Gamidov)

() < a(t) + ar(?) / bi()e(s)ds + () 3 /t () (s)ds,

t1

t € [a,b],ahol a =ty < ... < t, = b, ¢ konstans és a megjelend figgvények valds,
folytonos, nemnegativ fugvények. Ha

Z / bi(t) {azw ailt) [ bi(s)aa(s) ( / t al(r)bl(r)dr) ds] gt <1,

t1 t1

ekkor
z(t) < Ki(t) + MK (1),
ahol .
t ay(r)by(r)dr
Ki(t) =a(t) + al(t)/t bi(s)a(s)e/s ds
t t a1(r)by(r)dr
Ky(t) = ao(t) + al(t)/t bl(s)ag(s)e/s ds

M = (ZQC’L /tlibi<5)K1<S)d8> (1 —;Ci/tlibi(s)KQ(s)dS> .

1.2.2. Feladat. (H.Movljankulov és A. Filatov) x(t) egy valds, folytonos, nemnegativ
fugguény, igy, hogy: t > to-ra

z(t) <c+ /t k(t,s)x(s)ds, ¢>0,

to



ahol k(t,s) t-ben folytonosan differencialhatd, s-ben pedig folytonos figgvény, k(t,s) >

0, t>s >ty Ekkor
t s
/ (k:(s, s) —|—/ ?(s,r)dr) ds
z(t) < ce’to to U9 .

1.2.3. Feladat. Ha z(t) valds, folytonos, nemnegativ fiiggvény a [c,d] intervallumon gy,
hogy:

x(t) < a(t) + b(t)/ k(t,s)x(s)ds,

ahol a(t) >0, b(t) > 0, k(t,s) > 0 és folytonos figguények, barmely ¢ < s <t < d, akkor

Bwt) | K(t's)ds
z(t) < A(t)e ()/c s

ahol A(t) = sup a(s), B(t) = sup b(s), K(t,s) = sup k(o,s).

c<s<t c<s<t s<o<t

1.2.4. Feladat. (S. Chu és F. Metcalf) x és a a J = [, 5] intervallumon valds folytonos
fugguények és k folytonos, nemnegativ fuggv’eny aT :a < s <t < [-n.Ha

t

2(8) < alt) + / k(t, )2 (s)ds, ¢ € J. (1.13)

67

akkor

t

x(t) < alt) —|—/ R(t,s)a(s)ds, t € J, (1.14)

«

ahol R(t,s) = Z K;(t,s), ahol (t,s) € T

i=1

1.2.5. Feladat. (Perov) Ha u(t) nemnegativ fiiggvény, amely teljesiti a kovetkezd in-
tegralegyenlotlen-
-séget:
t
u(t) <c +/ (a(s)u(s) + b(s)u*(s))ds, ¢>0, a>0, (1.15)
to

ahol a(t) és b(t) folytonos, nemnegativ fiigguények t > to-ra és ha 0 < o < 1, akkor

o= 1-re:

a(s) + b(s)|ds
u(zf)ﬁce/to[()jL ) : (1.17)
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és o > 1-re:
1
to+h _ 1
(1—a)/ a(s)ds a-l to+h Ta—1
c<ie to + {(a - 1)/ b(s)ds} esetén (1.18)
to
to <t <toy+h, h>O0-ra kapjuk, hogy:
1
t
(la)/ a(s)ds ¢ t L—a
u(t) <cqe to —c Ha— 1)/ b(s)e {(1 — a)/ a(r)dr] ds ; (1.19)
to S

1.2.6. Feladat. (Gamidov) Ha

¢ h
u(t) <c + 02/0 O(s)u*(s)ds + 03/0 E(s)u(s)ds,

1 > 0,00 >0,c3 >0 és az u(t) és (t) figgvények folytonos és nemnegativ fiigguények a
[0,h] intervallumon. Ekkor 0 < a < 1-re kapjuk a kovetkezdket:

1
u(t) < ( e p (1 —a) /Otcb(s)ds) 1-a ,

ahol & a

C1C2

CQ+C3'€+
C3 C3

(1-a) h
_glra 1— d(s)ds =0
} v ali-a) [ e

egyenlet egyetlen megoldasa.
Ha o> 1 ésco(a—1) f(f ®(s)ds < e, akkor létezik egy olyan [0, 6] C [0, h] interval-

lum, ahol
1

ul(t) < <c}—a ~ep(a—1) /Ot (ID(s)dS) 1-a

1.2.7. Feladat. ( B. Sachurska) Legyenek x,a,b és k a J = |«, 5] intervallumon folytonos,
nemnegativ fligguények és n eqy pozitiv valds szam (n > 2). Ha

t

x(t) < alt) + b(t)/ k(s)z"(s)ds, te€ J (1.20)

«

akkor

1
1—-n

z(t) < a(t) {1 —(n— 1)/ k(s)b(s)a‘n — 1)(s)ds} , a<t<p, (1.21)

ahol .
B = sup{t eJ:(n— 1)/ kba"'ds < 1} .



1.2.8. Feladat. (Sz. Andrds) Ha az (ag)k>1 €s a (bg)k>1 sorozatok tagjai pozitiv szdmok
és teljesitik az

n—1 n—1 n—1n—1
1 « 1
(7% S o+ § ]221 bjaj + § ngl bj + 5 kg_l ]E_k bjbkak,

egyenlitlenséget, akkor az

1’L—1 b2
angaH(l—i—bk—i—Ek).

k=1



