1.1. Alapfeladatok

1.1.1. Megoldas. Jeloljik F,,-el az n-ed rendi nagyapak szamdt. Az dbra alapjdan ldthato,
hogy Fy = 1, Fy = 1 és dltalaban F, o = F,y1 + F, (mert a jobboldali dg egy szinttel
lennebb van, mint a baloldali).
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1.1. abra. A méhek csaladfaja

Hasonlo maodon, ha az n-ed rendi nagyanydk szdmdt N,-el jeloljik, akkor Ny = 1,
Ny =2 és Nyyo = Ny + Ny, tehdat N, = F,, 1. A reprezentdcio alapjan lathato, hogy

(05 (50)

1.1.2. Megoldas. Legyen a természetes szamok halmazan n eqy tizes szamrendszerbeli
szam. Ha szamjegyei kozott az osszes szamjeqy szerepelhet, akkor 2009 a a 2010. helyen
talalhato szam.

Keresstik a 6-ost és 7-est nem tartalmazo szamok kozil a 2010.-et. A feltételnek megfeleld
szamokban cseréljik ki a 8-as szamjegyeket 6-osokra, a 9-eseket 7-esekre. A tovabbiakban
19y a 2010., 8-as szamrendszerbeli szamot keresstik.

A tizes szamrendszerbeli 2010. szamot ( a 2009 -t) dtalakitjuk 8-as szamrendszerbe.
Az igy kapott szdm a 3731. A kapott szam a 2010., §8-as szdamrendszerbeli szam lesz. Ha a
szdm tartalmaz 6-o0s, 7-es sz amjegyet, akkor azt kicseréljuk 8-as, illetve 9-esre.

Az gy kapott eredmény a 3951.

1.1.3. Megoldas. Az 1 és 5 azonos paritasi szamok és adott paritdsi csiucsrol csak el-
lentétesre léphetiink, ezért paratlanrol pdratlanra csak pdros szdamu lépésben juthatunk el.
Tehdt Aop—1 — 0.

Jelolje a,, az A1-bdl As-be tarté n ugrdst tartalmazo dtvonalak szamdt és b, az Asz-bdl
As-be tarto n ugrdst tartalmazo dtvonalak szamdt, mely eqyenld az A7-b6l As-be tarto
utvonalak szamdval. Jeloléseink alapjdn as, = 2a9,_o+ 2bs,_o, mert Airol indulhatunk As
illetve Ay felé, vagy visszatérhetink Ai-be. Hasonloan bs, = 2bs, o + ao,_o, tehdt

{ A2y, = 209p—2 + 2b2,_2 Vn, > 2

bay, = 2092 + a2p—2
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ahol by =1, ay = 0. Az as, = x,, €5 by, =y, jelolésekkel

Tp= 2Tp_1+ 2yn—l
Yn = Tp-1+ 2%—1

Az elsé egyenletbdl: y,_ = %(mn —2x,1) €5y, = %(mnﬂ — 2x,), tehdt behelyetesitve a
mdsodikba az ) )
_(xn—l—l - 2xn) = 2—(.]7“ — 2T + xn—l)
2 2
azaz

Tpt+1 — 225'” -+ Ql’n_l = 0, Ir = O,LUQ =2
rekurziot kapjuk. A karakterisztikus egyenlet r* — 4r + 2 = 0, amelynek a gyokei 15 =
2 + /2, tehdt

Ty = 01(2 -+ \/§>n —+ 02(2 — \/5)”

Az x1 =0 és xo = 2 feltételek alapjan a konstansokra a
2-2
C1 =
2v/2

2442
2v/2

Cy =

értékhez jutunk, tehdt

242 . 24V2 n
= s ATV S 52 VY)

és gy as = J5[(2+ V2" = (2= V2)" .

1.1.4. Megoldas. A rekurzio alapjan a sorozat szigorian névekvd és

2 2 2

Ezt tekinthetyik masodfoki egyenletnek x,-ben is, tehdt

Tp = 3Tpio £ \/8 (x%+2+$%+1), Vn > 0.

Mivel a sorozat novekvd az elobbi egyenloségben a gyok elott nem lehet + eldjel, vagyis

Ty = 3Tpyo — \/8 (:)JZJFQ—I—:E%H), Vn > 0.

Ugyanakkor

Tnts = 3Tp+1 + \/8 (2741 + 27 12), V0 >0,

tehdt
Tnag + Ty = 3Tpy1 + 3Tpao, Vn >0,

€s 1gy a sorozat minden tagja természetes szam.



1.1. ALAPFELADATOK 3

1.1.5. Megoldas. Jelolje x,, a 2 X n-es tdbla kilonbozd lefodéseinek szdmat. A bal also
sarkat kétféle modon fedhetjiik le. Vagy levagunk eqy 2 X 1-es részt (ebben az esetben a
maradékot x,_y kilonbézd mddon fedhetjik le - ldsd a 1.2 elsé dbrdjat) vagy egy 1 X 2-
es darabot fedink le a sarokban. A mdsodik esetben a bal felsé sarok csak egyféleképpen
fedhetd le és ezért eqy 2 X (n — 2)-es tdbla marad (ldsd a 1.2 dbrat). Ez alapjin irhatjuk,
hogy

Ty = Tp_1+ Tp_o, n>1.

Miwvel x1 = 1 és xo = 2 dllithatjuk, hogy x, = F,, ahol F,, az n-edik Fibonacci szdm
(F() = 1,F1 = 17Fn+2 = Fn+1 + Fn)

1.2. 4bra. 2 x n-es tabla lefedése domindkkal

1.1.6. Megoldas. Egy kis probdlkozds utan rdjohetink, hogy nem elégséges a 3 X 2n-es
tabla lefodéseit vizsgdlni, hanem azt is meq kell szamldlnunk, hogy hdny lefodése lehetséges
egy olyan tabldnak, amit a 3x (2n—1)-es tabldbol kapunk az egyik sarokmezd eltdvolitdsdval.

1.3. dbra. 3 x n-es tabla lefedése domindkkal

Ha x,, jeloli a 3 X 2n-es ésy, a csonka 3 x (2n—1)-es tdbla lefidéseinek szamdt, akkor
az 1.3 dbra alapjan

Tpn = 23771—1 + Yn + Yn—1
és az 1.4 abra alapjan
Yn = Tn-1+ Yn-1.



Az elébbi két rekurziobol kovetkezik, hogy
Ty —42p-1+ Tpo =0

€s igy az x1 = 3, xo = 11 feltételek alapjan

xn:3+6\/§ (2+x/§>n+3_6‘/§ (2—@)".

1.4. abra. 3 x n-es hidanyos tabla lefedése domindkkal

1.2. Versenyfeladatok

1.2.1. Megoldas. Tekitsiik a P Pascal haromszoget. Az n-edik sor k-adik eleme pontosan
Pk =C% ahol0 <k <n.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Szerkesszink egy egy ujabb B hdromszdget, melynek az elemei pontosan a fenti haromszog
kézépsd, megjeldlt, elemeinek felelnek meg (levagjuk az oldalakon lévd 1-eseket). Ennek a
hdaromszdogenek az n-edik sordnak a k-adik eleme pontosan

B =CM, Vn>0,0<k<n,

mert az eredeti Pascal hdromszoghoz képest mindig két sorral lennébb és eqy oszloppal
bennébb lépunk.

A feladat megolddsa sordn figyelembe vessziik, hogy a keresett hdromszoget csak az
oldalakon lévd elemek hatdrozzak meg, mert a képzési szabdly pontosan megadja a tobbi
elem értékét. Ha vizsgaljuk a B hdromszog és a P hdromszog kiilonbségébdl szdrmazo
wjabb hdaromszoget, akkor észrevehetyik, hogy az oldalakon pontosan ugyanazok az elemek
jelennek meg mint a keresett A hdromszégink oldaldn. Mivel a képzési szabdly azonos,
ezért ez azt jelenti, hogy pontosan az A hdromszoget kapjuk eredményil. Mdsszoval A =
B — P, amibdl, kévetkezik, hogy Ak = BX — P* vagyis

n’

Ab =CF —CF Y >0,0<k <n.
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1.2.2. Megoldas. FElobb dbrazoljuk az elsé néhany iterdltat. A grafikus képek alapjan a
fixpontok szdmdra a kovetkezdket kapjuk: |Fy| = 1, |Fp2| = 3, |Fys| = 4, |Fpa| = 7. Ez
alapjan az sejthetd, hogy az (|Fn|)n>1 sorozatban minden tag az eldtte dllo kettd dsszege.
Igazoljuk ezt a tulajdonsdgot. Az

n+1 n fn T+ . ) h(L

e = e = { LS

eqyenldséq alapjdn az 1 fiigguénynek a [0, %} intervallumhoz tartozo grafikus képe ugyanaz,
mint az f"-nek az [%, 1} -hez tartozo grafikus képe az Ox irdnyban a felére kicsinyitve, és az
[ -nek az [3,1]-hez tartozd grafikus képe az f"-nek a [0, 1]-hez tartozd grafikus képébsl
kaphato meg eqy tikrozéssel és eqy Ox menti % ardanyu kicsinyitéssel. Ez gyakorlatilag azt
jelenti, hogy az ™' grafikus képe megkaphaté az f*=' és az f* grafikus képébdl, ha mind-
kettét tikrozzik, egymds mellé illesztjiik, és az Ox irdnyban a felére csokkentjik (f™1
grafikus képébdl kapjuk az ™ grafikus képének az [1 1} -hez tartozo részét, és ez éppen az

2
ot grafikus képében a [0, %} -hez tartozd rész).

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
00 0.5 1Y 0.5 1

1.5. dbra. Az aszimmetrikus satorfliggvény és 2. iterdltja

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
00 0.5 1 00 0.5 1

1.6. abra. Az aszimmetrikus satorfliggvény 3. és 4. iteraltja

Ugyanakkor a grafikus képek csak két tipusi szakaszt tartalmaznak: olyanokat, amelyek
0 és 1 ordindtdji pontokat kdtnek ossze (nevezziik ezeket H tipusiaknak) és olyanokat,
amelyek % és 1 ordindtdji pontokat kotnek ossze (ezeket nevezzik R tipusiaknak). Az



elso szogfelezo a grafikus kép minden H tipusi szakaszdt elmetszi, de az R tipusiak kozil
csak azokat, amelyek az [%, 1} intervallumhoz tartoznak. 1gy érdemes bevezetni a kévetkezo
sorozatokat:

e a, az f" grafikus képében a [O, }—hez tartozo H tipusi szakaszok szdma;

1
2
e b, az f" grafikus képében a [O, %] -hez tartozo R tipusi szakaszok szama;

e ¢, az f" grafikus képében a [%, 1] intervallumhoz tartozo H tipusi szakaszok szama;

e d, az f" grafikus képében a [%, 1} intervallumhoz tartozo R tipusi szakaszok szama.

Az elobbi észrevételek alapjdan felirhatjuk a kévetkezo rekurziokat:
Upt1 =Cp = Ap—1 + Cp1
bn—l—l :dn = bn—l + dn—l

Cnt1 =0 + Cy
dn+1 :bn + dn

A~~~ /N A/~
—_ = =
=~ W NN =
N’ N N

A fixzpontok szama viszont |Fn| = ay, + ¢, + d,,, tehdt
|Ff"+1| = Qpy1+ Cpt1 + dn-l—l =0p-1+Cp1+ay+Cp+ bn + dn =
= (an +cn+dy) + (an_1 + o1 +by) = [Fpn| + |Fpna],

vagyis a fizpontok szdmdra észlelt rekurzio valoban érvényes. Az Lo =2, Ly =1 és L, 1o =
Ly 1+ L, 0sszefliggéseket teljesito sorozatot Lucas-sorozatnak nevezzik. Gyakorlatilag azt
igazoltuk, hogy |Fin| = Ly, VYn > 1. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy

e (59 (55

1.2.3. Megoldas. Az 1.1.4 feladat megolddsihoz hasonloan jarunk el. Eqy kis szamoldssal
belathatjuk, hogy a sorozat minden tagja nagyobb mint % és a sorozat szigoruan csokkend.
A szamoldsok eqyszerisitésének céljabol a b, = 4a, sorozattal dolgozunk. A rekurzio
alapjdan

b2 — 4b,(2b, + 1) + 8by1(2b,41 — 1) =0,

by = 4byy1 + 2 £ 24/6bpiq + 1.

Mvel b, < 4 az elobbi egyenloségben mindenn > 1 esetén a negativ eldjelt kell vdalasztanunk
és 1gy az eredeti rekurziot n + 1-re felirva kovetkezik, hogy

tehdt b, -re megoldva

8bn+2 — 6bn+1 + bn = 4, n Z 1

4 1\" 8 /1\"

Ez alapjan

€s gy
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1.2.4. Megoldas. A 2cos(z)cos(nz) = cos(n+1)z+cos(n—1)x trigonometriai dsszefiiggés

alapjan a P, polinomokra teljesiil a

Poia(y) = 2yPu(y) — Poa(y)

rekurzio. Ez csak akkor lehetséges, ha az elobbi egyenldség minden y € R esetén teljestil.

Igy
}%(x):: L
Py(r) = 42° — 3u,

Pi(z) ==,

vy € P_lau

Py(z) = 22* — 1
Py(x) = 8x* — 82 + 1.
Az egyiitthatok abszolut értékébdl elkészithetjik a kovetkezd tablazatot:

28 2% 2t 2 2 2t 2% n
1 n=0

1 0|n=1

2 0 1| n=2

4 0 3 0|n=3

8 0 8 0 1 |n=4

16 0 20 0 5 0 |n=5
32 0 48 0 18 0 1 |n=6

Ennek a tdblazatnak a generdldsa a kovetkezd séma szerint is lehetséges:

a 0
0 b
a+2b|0

Ez belathato a rekurzio alapjan. fgy viszont ha S, a P, egyitthatoinak abszolit értékébol
képezett dsszeq, akkor teljesiil az

Spia =251+ S, n>0

rekurzio s, tehdt

Sn:%<(1+\/§)"+(1—\/§)">, n > 0.

1.2.5. Megoldas. Ha az alsé sor n korongbdl dll és a kovetkezd sor j korongbol, akkor
a az also két sor eqymdshoz viszonyitva n — j kilonbozo pozicioban lehet j # 0 esetén.
Ennek kévetkeztében felirhatjuk a

n—1

Ky=K,1+2K, 2 +3K, 5+ ...+ (n— 1)K +1=1+)» jK,;

j=1

rekurziot. Bz azt mutatja, hogy az f(x) = > na™ ésg(x) = >, K,z generdtorfiggvényekre
n>0 n>0

teljesil az

f(x)g(x) + —— = f(x)

11—z
irhatjuk, hogy

egyenldség. Mivel g(x) = ﬁ’

 x—a?
1 =3 422
n>1.

f(z)
Ebbol kovetkezik, hogy K,, = F5, 1,



