1.1. Alapfeladatok

1.1.1. Megoldas. A kombindcio értelmezése alapjdn felirhatjuk, hogy

=~

k>n-—k, >

n
2

Han pdros, akkor k 5 ésn kozott veszi fel értékeit. Han paratlan, akkor k # 5, vagyis

k> %, ami azt jelenti, hogy k "TH és n kozott veszi fel értékeit. Vagyis

n

Sp=» Cph= Y ot

k>0 k=[]

1 /
1 1
1/21//
1/3/3 1
1 4/6 4 1
5 10 10 5 1

1.1. dbra. Pascal haromszog

oW

Vizsgdljuk meg ezeket az osszegeket az 1.1 abran, vagyis a Pascal hdromszogben. Tudjuk,
hogy a mdsodik sorban talalhatd elemek felirhatéak kombindcickként: C? =1 C = 1; a
harmadik sor elemei pedig: C =1 C3 =2 C2 = 1. Vagyis az S, Osszeget 1igy kaphatjuk,
hogy az ["TH]-edik sor elsd elemétol indulva mindeg eqy sorral fennebb és egyet jobbra
lépve dsszeadom a hdromszdg elemeit (ahogyan ezt az (1.1)-es dbran bejeldlt vonalak mu-
tatjdk). Az elsd par osszeq szintén az (1.1)-es dabrdn lathatd. Vegyiik észre, hogy ezek épp
a Fibonacci szamok. Ez indukcioval bizonyithato.

51:1:F1

Sy =Ci+0C)=2=F

Az dbra azt is mutatja, hogy egy ilyen egyenes menti szdmok dsszegét mindig a két
folétte levd egyenes menti szdmok adjik, vagyis S, = Sp—1 + Sn—a2. Az (Sp)n>1 Sorozat és
a Fibonacci sorozat elso elemei megegyeznek és mindkét sorozatot ugyanazzal a rekurzios
képlettel képezzik, tehdt a két sorozat megegyezik.



1.1.1. Megjegyzés. Az (S,)n>0 sorozathoz rendeljik hozzd a F(x) = >, S,a™ generdtorfigguényt.
n>0

F(z) = Z Spaz"

n>0

I

n>0 k>0

2k
-y St

k>0 n=k

2k
— § Ik § C;L—kxn—k

k>0 n=k
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1—2—22

Tehat az S,, meghatdrozdsa visszavezetddik az F' figguény sorbafejtésének kiszamoldsdra.
Ennek érdekében felirhatjuk, hogy

1 1 1 1 1 1 1 1
Flz) = - - |
Tog — X1 | X — X7 T — T Ty — X2 [ X1 T i)

ahol ¥y és ¥y az 1 —x — 2% = 0 egyenlet gyokei, vagyis T, = %\/5 Ugyanakkor az ﬁ
sorbafejtése ismert (S x*), tehdt
k=0
00 k 00 k
1 1 T 1 x
-t B EE
L1 — T2 | 11370 \ L1 T2 1y \ 712

Ebbol kovetkezik, hogy

o _ L ((1+v5 SR STV AN
"5 2 a 2

1.1.2. Megoldas. FElsé probalkozdsként felirhatjuk az elsé pdr tagot:

Yo =1

yi=ayo+b =a+b
Yo = ala+b) +b* = a* + ab + b*

an+1_bn+1

Azt sejtjik, hogy yn = “——

. Bzt a sejtést indukvioval bizonyithatjuk:

=—=

Yo 1;



1.1. ALAPFELADATOK 3

Feltételezziik:
an+1 _ bn—l—l
=Ty
Keérdés:
an+2 _ bn+2
Yn+1 = ﬁ7
Bizonyitds:

an—l—l _ bn—l—l il an+2 _ abn—i—l + abn—i—l _ bn+2 an+2 _ bn+2
Ypp1 =0 | ————— |+ = — _
a—>b a—>b a—>b

Tehat a sejtéstink 1gaznak bizonyult, a sorozat dltaldnos tagja:

an+1 _ bn—l—l

Yn = a—b

1.1.2. Megjegyzés. Tekintjik az F(x) = Y y,a" generdtorfiggvényt. A rekurzid alapjan
n>0
irhatjuk, hogy

x):1+2yn9§ —1+Z aYp—1 + 0") "—1+a1’2yn " 1+Z (bz)"

n>1 n>1 n>1 n>0

Midsrészt Y- yp—12" ' = F(z) és Y (bx)" = 2= — 1, tehdt F(z) = . Akdresak
n>1 n>1
az elébbi feladat esetén (elemi tirtekre bontunk és haszndljuk a mértani sor dsszegét)

kapjuk az

(1- a:c)(l bx)

n+1 bn-l—l

Fla) =) ———a"

n>0

sorbafejtést, ahonnan ugyanazt az osszefiggést kapjuk az dltaldnos tagra, mint a sejtés
alapjdan.

1.1.3. Megjegyzés. Ldthato, hogy az elobbi két feladat megolddsdban a generdtorfiigguény
haszndlata ugyan tobb szamoldst jelentett, de nem volt sziikséges megsejteni az eredményt
(rdaddsul a szdmoldsok eqy része azonos a két feladatban). Ez mutatja, hogy a generdtor-
fliggvények haszndlata (és a ,snake o0il” mddszer ) nagyon elényds lehet bonyolultabb
osszegek kiszamitasa sordn, amikor az eredményt nem sejthetjik meg.

1.1.3. Megoldas. Vizsgdljuk meg két polinom szorzatdt:

(iaﬂi><zﬂ:bﬂj>zz<zakbz k) coa;=0 Yi>m, b;=0 Vj>n.
i=0 =0 k=0

- (1.1)

Az is ismert, hogy
m+n

(14 2)™™ = Z b



Ugyanakkor

(1+2)™™" = (1+2)"(1+2)" (Zcm Z)(ic?‘@

Az 1.1 alapjdn

m+n m4n
S - (Sore) (L) -5 (Nerer)
Mauvel két azonos fokszamai polinom egyenlo, ezért a megfeleld fokszdma tagok egyiitthator
megegyeznek, vagyis a kért azonossagot kapjuk.

1.1.4. Megoldas. Jeloljiik a keresett elrendezések szamdt s,-nel. Ugyanakkor jelolje a,
azt a szdmot, ahdny féle képpen elrendezhetink n almdt, gy, hogy a szamuk paros legyen.
1, ha n pdros;

Ez nyilvdn a, = 0, han pdratlan.

Ezek alapjin az a, sorozat generdtorfiggvénye

=Yt e

k>0

Hasonloan, ha b,-nel jeloljik n bandn elrendezésének a szamdt, gy, hogy a szamuk 5-el
oszthato legyen, akkor ennek a sorozatnak a generétorfdggvénye

Z lﬁk 1 5°
X
k>0

Legyen ¢, n narancs azon elrendezéseinek a szama, amikor legfeljebb 4 narancsunk van.
Ilyen elrendezés csak az n € {0,1,2,3,4} esetekben van, tehdt a ¢, generdtorfigguénye

1—2°

Fy(x)=1+z+a2*+2°+2' = -

Végiil ha d,,-nel jeloljik n korte azon elrendezéseinek a szamdt, amikor legfeljebb eqy korte
van, akkor ennek a generdtor fugguénye

F4:1+LU

Adott n esetén a keresett elrendezések a kovetkezékbdl dllnak eld: p alma, q bandn, r
narancs és n—p—q—r korte. Ugyanakkor tudjuk, hogy p db almdt a kért feltételek szerint
pontosan a, féle képpen lehet elrendezni, q bandnt b, képpen, stb. Innen kapjuk, hogy
az 0sszes elrendezések szdma s, = Z apbyCrdy_p—q—r, vagyis pontosan az FyFyF3F),

P,q,720
szorzatban az x™ tag eggyutthatoja. Tehdt

Fi(z)Fy(x)F5(x) Fy(z) = Z Spa”.

FEszerint

11 1-4° 1
k __ _ _ k k
D st = T 1—x(1+x)_(1—x)2_zck+lx

k>0 k>0

Tehdt s, = Cp . =n+ 1.
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1.1.5. Megoldas. Rdgzitett a € (0,00) esetén tekintjik az x, = (fo fo---of)(a)
——_—

n

sorozatot (ahol xg = a). Az adott fligguényegyenlet alapjdn irhatjuk, hogy
T3 + Tna2 + T+l — 6.]}'” = 0, n > 0.
A konstans egyiitthatoji linedris rekurziok megolddsdnak reprezentdcio-tétele alapjan
Tp=c1-1"4+co- (=3)"4+c3-(=2)", Vn>0.
mivel a karakterisztikus egyenlet > + 417> +r — 6 = 0 és ennek a gyokei 1,—3,—2. Ha
co vagy cs nem nulla, akkor tetszoleges ¢y esetén létezik olyan n € N, amelyre ¢ - 1" +
Co - (=3)" 4+ c3- (=2)" < 0 és ez ellentmond az f értelmezésének, tehdt co = c3 = 0

és igy x, = w9 vagyis f(a) = a. Mivel xo tetszdleges lehet, a figguényegyenletet csak az
f(x) =z,2 >0 fliggvény teljesithetsi.

1.1.6. Megoldas. Kiszamitjuk az a

Sp =Y (=IOl ay, = Y (=1)C Y Co b

m>0 m>0 s>0

osszeget n fligguényében. Mivel ebben az 0sszegben s < m < n az 0sszegzési sorrend
feleserélése utdn irhatjuk, hogy

S, = (1) Y (Zn:(—nmcgbc,;) by (1.2)

s=0 m=s
Ugyanakkor
Yo (=mercs, = (—)FrertEes,, = (—1)°Cy Y (-1FCE,
m=s k=0 k=0

és ez 0 ha n # s valamint (—1)" ha s = n. Emiatt (1.2) jobb oldaldn csak a b, marad és
ennek az egyutthatoja 1, tehdt S, = b, minden n > 0 esetén.

1.1.4. Megjegyzés. Az elobbi bizonyitds nem vildgit rd a feladat lényegére, nem mutatja
meq, hogy esetleg hogyan lehetne rdajonni hasonlo inverzios formuldkra. Ha rogzitett k-
ra felirjuk az adott egyenldséget ag,aq, . ..ay esetén, akkor eqy hdromszog alaki linedris
egyenletrendszert kapunk. A bizonyitando osszefiggés gyakorlatilag ennek a rendszernek a
megoldasait adja meg és ez megkaphato direkt szamoldssal is.

1.1.7. Megoldas. Legyen S, = Y. C2k 2n7F és F(x) = Y S,a™ a keresett sorozat
k>0 n>0



generdtorfigguénye. gy

=D 27D G

k>0 n>0
= 27h2x)F Y 2 (2a)
£>0 n>0
=St
_ 2h+1
= (1 —2x)
: (* )
-7 Z —o9.\2
1—-2z = (1—2x)
1 1
B 1 -2z
(1 —4x)(1 —x)
2 1

T30 —42)  3(1—a).

Az F sorbafejtése alapjdn tehdt irhatjuk, hogy > C?* TR k= ?L;“ Az eldbbi szamoldasban
k>0
hasznaltuk (p = 2k és © — 2z esetén), hogy

Pk _ z?
chx (1 = )t

k>0

1.1.8. Megoldas. Jelolje T, eqy n + 2 oldali konvex sokszog lehetséges felbontdsainak
szamat. Tekintsiik az A1 As... A, o sokszog egy haromszogekre bontdsdt. Legyen az A1 A, o
oldali hdromszég harmadik csicsa Ag. Az A1Ag és ApAnis dtlok az (n + 2)-szdget az
A1 Ay Ay k-szdgre, az A1 ApA,o hdromszogre és az ApAixi1...Anie (n — k + 3)-szdgre
bontjak. Mivel a k-széget Ty,_o féleképpen, az (n—k+3)-széget T,,_j11 féleképpen bonthatjuk
fel hdromszégekre ezért az AyApA,1 hdromszoget tartalmazo hdromszégekre bontdsok
szama Ty_oT, i1, ahol 2 < k < n+ 1. Ha az A1 A, o oldalt régzityik, akkor kilonbozd
k értékek esetén a megfeleld felbontasok is kiilonbozok lesznek és minden felbontdsban kell
léteznie olyan hdromszdognek, amelynek eqyik oldala Ay A, o, tehdt irhatjuk, hogy

n+1
T.=) Tisluin
=2
Vagyis
n—1
Tn = Tan 1-k
k=0
Ha F(x ZTM’ a (Ty)k>0 sorozat generdtorfiggvénye, akkor

k>0

(To+ T+ ..)(To+Tix+..) =T3 + (ToTy + TiTo)w + (To Ty + Ty + ToTy)x? +
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vagyis a rekurzio alapjan

F(z)? =) Tepa" = aF(2)* = T - T

k>0 k>0

Tehdt a kovetkezo fligguény egyenlethez jutunk
vF(z)? — F(z) +1=0,
1+ \/
ahonnan kovetkezik, hogy F(x) = . Tehdt a tovdbbi feladatunk, hogy sorba
2x
fejtsiik a kapott figgvényt. Kezdjik az f(x) = /1 — 4x Taylor sorba fejtésével a 0-kdril.

o) =—251-3- ... (2k —3))(1 —4a) "7 = fH0) = —2%(1-3-...- (2k — 3))
Tehdt az f sorbafejtése

visdr=1- ng 1(k—1'k'$ =1 ZQk—lk' x =1 Z% Cir®

Innen kovetkezik, hogy

1—-+v1-4 1
D B
2z = 2k +1

és .

k1

=577 e

1.1.9. Megoldas. a) Tekintsiink két gyufds skatulydt, amelyek eqgyenként m gyufat tartal-
maznak. Jelolyik a dobozokat J-vel és B-vel €s tegyiik be a J-t a jobb zsebiinkbe, a B-t a bal
zsebiinkbe. Tegyuk fel, hogy ha szikségink van eqy gyufdra, akkor annak a valészinisége,
hogy ezt B-b4l vesszik p (és annak, hogy J-bdl vesszik (1 — p)). Tekintsiik tovibbd a
kovetkezo valosziniségeket:

1. By: amikor észrevesszik, hogy a J dobozbol az utolsé gyufdt vesszik ki, akkor a B
dobozban pontosan k gyufa van;

2. Jy: amikor észrevesszik, hogy a B dobozbdl az utolso gyufdt vesszik ki, akkor a J
dobozban pontosan k gyufa van.



Vildgos, hogy BiNB; =0, J;NJ; =0 hai# j és BiNJ; =0 tetszdleges i és j esetén.
Ugyanakkor

JeuBe)
k=1
biztos esemény, tehdt
> [P(By) + P(Jy)] = (1.3)
k=1
Masrészt
P(By) = (1—p)" " p"Cy
és

P(Jy) =p " F1—p)Cyt

mivel mindkét esetben a (2m — k)-adik gyufa kivételénél észleljik az eseményt és ez eldtt
(m — 1)-szer hiztunk az egyik dobozbdl és (m — k)-szor a mdsikbol. Ha az elébbi két
osszefuggést és a 1.3 eqyenldséget haszndljuk, a bizonyitando egyenloséghez jutunk.

b) Kiszdmitjuk a kévetkezd dsszegeket:

51:2#(\/1?:—1)’“ [i+ ! }

k _ k
= Pk (2—p)

és

5-% zg;ilfﬁ”:zw] Faae=ri!

k>1 Lm>k p

A (=1,1) =R, oi(z) = (V1 + 2 — 1)k fiigguény Taylor sora a 0 kériil
5 s

alaki, tehdt ha az Sy és Sy eqyenlok, akkor azonositva az x megfeleld hatvdnyainak egyiitthatoit
a két oldalon a

Zcmk {— #p)} = ;(—1)’”2271_,.3%05””{3;@_1 L% + ﬁ} : (1.4)

egyenldséghez jutunk. Ha (1.4) mindkét oldaldt szorozzuk p™-nel és aztdn p-vel tartunk 0-
hoz, akkor megkapjuk ¢y, m-et, tehdt az elébbi Gsszegekben csak (m —1) tag marad. Ezutdn

p™nel szorozzuk a

m—1 m—1
1 1 ., [1 1
E : Cm,k |:_k } szt Com—r-1 [_k + k}
s p k:l et Pt (2-p)

eqyenldséqg mindkét oldalat és p-vel tartunk 0-hoz. fgy megkapjuk a cp, m—1-€t stb. Ez gyako-
rlatilag azt jelenti, hogy az { fr(p) hi<k<m, fr: (0,1) — R,
1 1
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fliggvények linedrisan fiiggetlen rendszert alkotnak és a (1.4) egyenléségben is azonosithatjuk
a megfeleld egyiitthatokat. Eszerint a b) dsszefiiggés bizonyitdsa teljes, ha igazoljuk, hogy
S1 = Sy. Mdsrészt a s : (—1,1) = R, po(x) = In(1 + x) fiiggvény sorbafejtése alapjin

5 =3 E Km—n)’; <¢1+—x—1>)’1

= P 2—p
:_m(Hile-l)_ln(Hivlﬂ“—l)
P 2—p
A
=—1In|l+ }
{ p(2—p)

Hasonloan

szg;xgzcxfk_l[<§>k+<ﬁ>kl

m>1 m>k

_2; ?m mpn éi;)
_2; { M} :_h4}+p@ipﬂ’

ahol hasznaltuk az a) alpontot p helyett p/2-re.
c) A bizonyitando dsszefiiggés bal oldaldt jeldlyiik By-val. A b) alpont alapjin

my o (D)™ Rk (2m =k — 1)
Y1 (0) - 22m—k (m — ]{7)' .

Masrészt a Newton-féle binomidlis tétel alapjan

(7] =3 [ B S ey

(m)

vagyis k!B, = 2™y (0). A bizonyitds teljességéhez elégséges észrevenni, hogy

—1/2)"*2m — k —1)! 2m — k —1)!
(k—1)!(m —k)! (2m — 2k (k — 1)!
1.1.10. Megoldas. Jeldljiik s,,-nel az{1,2,3,...,p} halmaz azon részhalmazainak a szamdt,
amelyben az elemek dsszege pontosan n és tekintsik az G(x) = > s,a™ fliigguényt. Eszreve-
n>0

hetd, hogy
G)=0+2)(1+2%...(1 +xp)

A G fiigguény G(x) = 3. spa* alakja alapjdn a € = cos 2& >+ isin 2T - egyséqgyokre
k>0

- IR Ve _ ~ ) _ 0, ptk
;G@>—Zzsk<s>'f—zsk(z<s>k)—{p, ot

j=1 k>0 k>0 j=1



10

Tehat ilyen értelemben azt kaptuk, hogy

ZG(fj) :stk-

plk

Vagyis

1¢ :
2 s=22 GE),
plk p j=1

ami pontosan a feladatban kért szam, vagyis azon részhalmazok szdma, amelyekben az

elemek dsszege oszthatd p-vel. Masrészt G(EP) = 2P és 1 < j < p—1 esetén

p p

G =TJa+&) =T[0+&) = ()P (-1 -1) =2,

v=1 v=1

1.2. Versenyfeladatok

1.2.1. Megoldas. Tekintsik a kovetkezd generdtorfiggvényeket:
Flz)=az% +z%+ .- 4 2™

valamint
G(z) = 2™ +ab2 + ... 4 abn,
Ekkor .
Fz(l’) _ Zx%i + Zxai+aj _ F(LL’2) + Zxai—l-aj

i=1 i# i#

és hasonldan szdmolhatd ki a G*(x). Ezekbdl az osszefiiggésekbdl azt kapjuk, hogy
F(z) — F(2®) =) 2"t GPx) — G(a®) =) al*h
i#j i#j

Miwvel az a; +aj, 1 < 1,5 <n ésb +b;, 1 <i,57 <n dsszegek a feladat szovege szerint
ugyanazok irhatjuk, hogy

F%(2) — F(2%) = G*(z) — G(2?).

Az eqyenldséget dtcsoportositjuk:
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Az nyilvinvald, hogy p(1) = 2n # 0 és onnan, hogy h(1)p(1) = h(1) természetesen
kévetkezik, hogy h(1) =

Ha derivaljuk az (1.6) dsszefiiggést, majd x = 1-et helyettesitink és figyelembe vessziik,
hogy h(1) =0, azt kapjuk, hogy

K (1)p(1) = 21/ (1).

Ebbél ismét kovetkezik, hogy h'(1) = 0. Mdr az elébb ldttuk, hogy p(1) = 2n, de han # 2F,
akkor biztos a 2n soha nem lesz kettéhatvany. Mdsrészt még egyszer derivdlva az (1.6)
dsszefiiggést és x = 1-ben vizsgdlva, valamint figyelembe véve, hogy h(1) = 0,h'(1) = 0
kévetkezik, hogy h"(1) = 0.

Ezt a gondolatmenetet folytatva induktiven igazolhatjuk, hogy

A (D)p(1) = 2"hM(1); AD(1) =0,i=0,r — 1.

Vagyis
A (1)2n = 2K (1); AD(1)=0,i=0,r — 1.
De feltételeztiik, hogy az n nem kettéhatvdiny, igy azt kapjuk, hogy h(1) = 0,Vi €
N, innen kévetkezik, hogy h = 0, ami ellentmond annak, hogy az {al,as,...,a,} és
{b1,ba,...,b,} halmazok kiilonbozdk.
Tehat a feltételezéstink rossz volt, vagyis az n kettonek hatvdnya kell legyen.

1.2.2. Megoldas. Ugyanazt a modszert hasznciljuk mint az 1.1.6 feladat esetén esetén.

1.2.3. Megoldas. Tekintsik a Fj(z) = Y 2 o™, 1 < j < k generdtorfiggvényeket

n

(ezek gyakorlatilag a haladvdnyok tagjaibol alkotott halmazok karakterisztikus fligguényének
a generdatorfiggvényei). A feltétel alapjin

o : ;
Fi(z) = T 1<j<k ¢és
1
VagyLs
2 1
= 1.7
Z l—am 1-u (17)
j=1
Ez alapjdan
i (1-— x):c“(gj)
ill)r:lt Z 1 — i 1
j=1
azaz
"1
IR
=19
Ugyanakkor ha ri,re, ..., 1y pdronként kilonboznek, akkor a legnagyobb r;-hez tartozo rj-

ed rendid §; primitiv egységgyok esetén az
k )
%

lim =
T—E; ‘= 1—am 1-¢;
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eqyenloséghez jutnank. Ez viszont lehetetlen, mert a bal oldalon eqy tagnak végtelen lenne
a hatdrértéke és az dsszes tobbi tagnak (beleértve a jobb oldalt is) véges.

1.2.4. Megoldas. A Snake oil modszert haszndljuk az

- Zcm+2kck (_1)k
n £ n+k 2k kf + 1

sorozatra, vagyis tekintjik a F,(x) = > Sp,a™ generdtorfigguényt és az dsszegzési sorrend
n=1
felcserélésével megprobaljuk kiszdmolni F,,(x)-et.

Ful@) =Y <Z Ol (k_fl) v

n>0 \ k>0
- Ck (_1>k —k Cm+2k n+k
= Z %11 z Z ntk T
k>0 n>0
. k (_1>k —k m+2k _r
= ZCQkk—HSL’ <Z Cr X
k>0 r>k
-1 k m+2k
- chk( ) z" - A2k 1
= kE+1 (1—2x)
o S 1 ( - )’f
- _ o \m+1 2k 2
(1 —z)mt = E+1\(1—2)
—gml 4z
31— 2yt ( 4G —:17)2)
(=)™

Ez alapjdin 2™ egyiitthatdja az F,(z) sorbafejtésében C™ ', tehdt a keresett dsszeq S, =
cmt



