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A problémakor ...

Legyen A egy kommutativ normalt gyiir(i, és p,q € A[[X]]. Legyen
R, és R, a megfelelé sorokhoz tartozé konvergenciasugdr, p - ¢ pe-
dig jeloli a p és q Cauchy-szorzatdt. Tanulmanyozzuk azt az esetet,

amikor:

Rpq > min{R,, Ry}
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Hadamard tételei

Ertelmezés: Legyen p € C[[X]], azaz p(X) =300, a, X" egy
komplex hatvanysor. Bevezetjiik a kovetkezé jeloléseket:

(07%%) am+1 CLm+2 ... (Im+p
D Am+1  Am+42 Am+3 -+ OQm+ptl
m,p — . . . .
am+p am+p+1 Cbm+p+2 000 am+2p

. 1
l, = limsup [ Dy, p|™
m—0oQ

[ = limsup |am|%
m—0oQ



Hadamard tételei

Tétel: [Hadamard tételei]
o, <IPflvYpe N
@ Annak az elégséges és sziikséges feltétele, hogy létezik olyan

p-ed fokd P polinom, melyre a P - p hatvanysor konvergen-
ciasugara nagyobb mint a p soré, a kovetkezé:

I, < P!



Hadamard tételei

e Hal, 1 =P ésl, <[P, akkor képezve a kdvetkezd A,, rend-
szereket [AL | A2 ..., AD,] ismeretlenekkel:

Amtp + Ab@mip—1 + ... + Abam, =0

A - Om+p+1 + A»}naerp A ooo AR Aglaerl =0
.

Om+2p—1 + A}nam+2p—2 A oooTr Ag@am-l—p—l =0

kapjuk, hogy 3lim,, .o[AL A2 ... AD]=[A' A% .. AP].
Képezve a P(X) =1+ A'X + ... + APXP polinomot, a P - p
hatvanysor konvergenciakore nagyobb mint a p soré.



Alkalmazas

Példa: A fenti tétel alkalmazasaként nézziik a kovetkezo példat. Le-
gyen 0 € C[[X]] a kovetkezd hatvanysor:

O(X)=1-2X + X2+ X3 —ox* 4+ X5+ X0 —2X" 4+ X84 ...

Hatdrozzuk meg 6 osszeget tudva, hogy a keresett osszegfuiggvény
raciondlis tortfuggvény ( E % alakd, ahol R es P polinomok).

Megoldas: Komplex analizisbdl tudjuk, hogy a 6 sor konvergencia-
sugara egyenl6 lesz a P polinom gyokeinek abszolt érténeinek mini-
mumaval. Annak fliggvényében, hogy hany ilyen minimdlis abszolit
értékii gyok létezik, annyiad fokl lesz az Hadamard tételeiben
szerepld legkisebb fokd P polinom.



Alkalmazas

o — 1, ha n 3k + 2 vagy 3k alaku
" =2, han3k+1 alaki

A fentiek alapjan: [ = % = limsup,, ||an||% = 1. Egyszerii sza-
mitdsokkal kapjuk:l; = limsup,,, HDmlﬂi =1? = 1. Teh4t nem
létezik elsé fokd P polinom tgy, hogy a P - 0 sor konvergenciasuga-
ra nagyobb legyen mint a 0 soré. Hasonlé szamitasok utdn viszont :
0 =y = limsup,,_, o ||Dm2||i < I3 = 1. Vagyis a keresett P
polinom mdasodfoka.



Alkalmazas

Keressiik meg ezt a polinomot! Képezziik a kovetkezo
egyenletrendszert:

1-AL .24+ 42.1 =0
—24+ AL 1+A42-1 =0

Bel4thaté, hogy a megolddsok Al = A2 =1 Vm € N, vagyis a
keresett polinom:

Pz)=1+1-X +1-X?

Szorozzuk Gssze a P polinomot a 6 sorral: PO(X) =1— X = R(X).
Ezzel megkaptuk 6 Osszegét:

1—=x

b(z) = 14+ 2+ 22



Alkalmazas

Megjegyzés: Altaldnosités tetszoleges p komplex hatvanysorra,
melynek az osszege raciondlis tortfliggvény :

. P . rl
@ i = 0, meghatdrozzuk p konvergenciasugarat(; = R)

© megkeressiik a Hadamard tételében szereplé P; polinomot
© osszeszorozzuk a P; polinomot a p sorral, vagyis p = p - P;

© ha p egy polinom, akkor végeztiink, ha végtelen sor, akkor
alkalmazzuk a 2. 1épést mikozben noveljiik az ¢ indexet

© Osszegziink: a keresett racionalis tortfiggvény szamlaldja
Py-Pr-...-P;-plesz, mig nevezdje Py - Py - ...  P;.
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Normalt gytiriik

Ertelmezés: Legyen (A, +,-) egy asszociativ gyiirli és N : A — R
egy pozitiv fliggvény. Azt mondjuk, hogy (A, +,-, N) normalt gyiirii,
ha teljesiilnek a kovetkez6 feltételek:

@ N(0)=0¢és N(z) >0 Vx e A*
@ N(—z)=N(z)Vz € A
@ N(x+y) < N(xz)+ N(y) Ve,y € A

® N(z-y) < N(z) N(y) Vz,y € A



Normalt gytiriik

N normat " nem-Archimédeszinek” nevezzik, ha a harmadik
feltétel helyett a kovetkezo, ennél erésebb all fenn:

o N(z+y) <max{N(z); N(y)} Vx,y € A
N norma "homogén a szorzasra nézve” vagy " abszolut érték”,
ha a negyedik feltétel helyett a kovetkez6, ennél er6sebb all fenn:

@ N(x-y)=N(x) -N(y) Vo,y € A



Példak

Példa:

@ Normalt gytirlire a legegyszeriibb példa a valds vagy a komplex
szamok teste felruhazva a szokdsos abszolit értékkel.

o Legyen z € Q tetszdleges és p € N prim. Jelentse |- |, : Q — Q
a kovetkezo fiiggvényt:

|$’p: m

ordy(z) € Z-t gy kapjuk, hogy z-et a kovetkezd alakba irjuk:

ordp(z) | u

rT=Dp o ahol sem u© sem v nem oszthatd p-vel, és le-
gyen definicié szerint [0[, =0 (pl.| %[, = 3). Eszrevehetd, hogy
Q, =(Q,+,,||p) egy normalt test, melyben | - |, norma nem-

Archimédeszi.

o A fentihez hasonléan megszerkesztheté Z, = (Z,+,-,| - |p)
kommutativ normalt gylir(i is. Fontos megjegyzés, hogy | - |,
homogén a szorzasra nézve: |z - y|, = |z|, - ly|p Yo,y € Q.



Normalt Gytrik

Tétel: Ha (A, +,-, N)-ben N abszolit értek, akkor (A, +, )
integritastartomany.

Bizonyitas: Feltételezziik, hogy nem igaz a tétel dllitdsa. Legyenek
x,y € A zérusosztdk u.h. x,y # 0 és z -y = 0. Ekkor N(z)N(y) =
= N(x-y)=N(0) =0, tehdt N(x) =0 vagy N(y) =0, ami
ellentmondas. [



Normalt Gytrik

Megjegyzés: Mivel A zerusosztémentes kovetkezik, hogy
megszerkeszthetd frac(A) = {‘g‘a € Abe A*} hanyadostest és

A < frac(A). Legyen M : frac(A) — R a kovetkezé fuiggvény:

M (a) _ N(a)

b/ N(b)

Eszrevehet, hogy M jolértelmezett figgvény, amely abszolit érték

frac(A) folott. Természetesen A topoldgiai teljessége nem elegendé
a frac(A) test teljességéhez a szdrmaztatott normaval. Jeldlje tehdt
a tovabbiakban Frac(A) a frac(A) test topoldgiailag teljes burkolé-
jat, amely szintén test.
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Hadamard tételei normalt gyiirikre

Célkitiizés: Az elobbiekben ismertetett Hadamard eredmény kiter-
jesztése tetszOleges normalt gyliriire, melyben a norma abszolit
érték. Jeldlje p € A[[X]] a tovabbiakban a kdvetkezé hatvanysort:

pX)=co+aX+eX’+.. .+, X" +...

Legyen 0 < [, < +00 a p hatvdnysor Cauchy-féle allandéja, azaz

l, = limsupy_, ||ck||% Ugyanakkor legyen 7, = i ap
konvergenciasugara.



Hadamard tételei normalt gyiirikre

Ertelmezés: Legyen A,[X] és Frac(A),[X] a kovetkezd két
halmaz:

A [X] = {9 e A[X]

l@.p < lp}

lg.p < lp}

A X] (Frac(A),[X]) azon A[X]-beli (Frac(A)[X]-beli) polinomo-
kat tartalmazza, melyeket 0Osszeszorozva p-val a kapott sor konver-
genciakére nagyobb mint a p soré.(pl. ha p(X) =1+ X + X2+ ...,
akkor 1 — X € A,[X]). Beldthatd, hogy A,[X]| C Frac(A),[X].

Frac(A),[X] = {0 € Frac(A)[X]

Tétel: A,[X] idedlja A[X]-nek (A,[X]<A[X]). Frac(A),[X]
idedlja Frac(A)[X]-nek (Frac(A),[X]aFrac(A)[X]).



Hadamard tételei normalt gyiirikre

Ertelmezés: Azt mondjuk, hogy P € A[X] a p hatvanysor egy
minimalpolinomja, ha teljesiti az aldbbi két feltételt:

@ P#0éslp,<l,

o AQ € A[X] i.h. deg(Q) < deg(P) éslg., <.

Tétel: Legyenek P,Q € A,[X] minimalpolinomok, ekkor Ja,b € A
a.h. aP —bQ = 0.



Hadamard tételei normalt gyiirikre

Ertelmezés: Jeldlje P, azt a Frac(A),[X]-beli minimalis fokd
polinomot, melynek szabad tagja 1. A kovetkez6 tétel megmutatja,
hogy ez a polinom egyértelm.

Tétel:

Q € A [X] & 3IF € Frac(A)[X] 6.h.Q(X) = F(X)P,(X) € A[X]

Bizonyitas: Mivel Frac(A)[X] féidedlgyiirii kovetkezik, hogy
3E € Frac(A)[X] G.h. Frac(A),[X] = (E). Legyen P, = £

i

Mivel A,[X] C Frac(A),[X] kovetkezik a tétel dllitasa. O



Hadamard tételei normalt gyiirikre

Megjegyzés: A fenti allitds kovetkezménye, hogy a A,[X] elemei
egyértelmiien meghatdrozottak P, dltal. A kovetkezékben mddszert
adunk P, meghatdrozasara (ha létezik ilyen polinom).



Hadamard tételei normalt gydriikre

Ertelmezés: Hozzarendeljiik a p € A[[X]] sorhoz a kovetkezé
allandékat:

Cm Cm+1 Cm+2 ... Cm+p
D Cm+1 Cm+2 Cm+3 -o+ Cm+ptl
m,p — . . . .
Cm+p Cmtp+l Cm4pt+2 .- Cm42p

. 1
l, =limsup || Dpp || ™
m—0o00

[ =limsup || ¢ H%
m—0o0



Hadamard tételei normalt gyiirikre

Tétel: Legyen (A,,)n>r a kdvetkez6 " determindns-sorozat”:

Cn—&-i’f’l Cn—&-i’i2 Cn—l—i’f’? 000 Cn—l—i?’p

Cn+i§’1 Cn+i§’2 CnJri{L’Q cee Cn+i§’p
A, =

Cntipy, Cntip, Cntip, - Cntig,

ahol 7', € N es |zfj\ <kVije{l,2,...,p} (k tetszbleges pozitiv
1
szam). Azt &llitjuk, hogy: limsup,,_, ||An| " < IP

Kévetkezmény: [, < [PTlVpe N



Hadamard tételei normalt gyiirikre

Tétel: Tételezziik fel, hogy létezik olyan

P(X)=C’+C'X +...+ CPXP € Frac(A)[X] polinom (C° # 0),
melyre a P - p hatvanysor konvergenciasugara nagyobb mint a p soré.
Ekkor allithatjuk, hogy:

I, < 1Pt

Tétel: Ha [, < P+l & l,—1 = [P, akkor |étezik olyan
P(Z)=1+C'Z + ...+ CPZP € Frac(A)[X] polinom, melyre a
P - p sor konvergenciasugara nagyobb mint a p soré.

Megjegyzés: Konnyen igazolhatd, hogy:
l, <Pt = 3Q € Frac(A),[X] 4.h. degQ =p

Ez kozvetlen kovetkezménye annak, hogy P, oszt minden
Frac(A),[X]-beli polinomot.



Hadamard tételei normalt gyiirikre

Tétel: [Hadamard tételei " normalt gyiiriikre” |
o, <IPTlvypeN

o Hal,_1 =P ésl, <[P, akkor képezve az aldbbi A,,

" egyenletrendszer-sorozatot” [C,,C2,, ..., Ch,] ismeretlenekkel:
G C’,lncmﬂo,l +...+Chepn =0
A - Cm4p+1 T+ Crlncm—‘rp +.o..+ C?ncm—kl =0
e
Cmt2p—1 + Chemiop—2+ ...+ Chemip-1 =0

3 limy,0o[CL,, C2,,...,Ch] = [CY,C?,...,CP] € Frac(A)P.
Ha [CY,C2,...,CP] € frac(A)P = 3Z € A[X] 4.h. degZ =p
és Z a p sor minimalpolinomja



éldak

Megjegyzés: Az [, 1 =[P és i, < IP+! feltételek sziikségesek, de
ellentétben a komplex esettel, nem elégségesek a minimalpolinom
l[étezéséhez, mint ahogy ezt az aldbbi példa is igazolja.

Példa: Legyen a gyiirii, amely folott dolgozunk Z, az abszolit
értékkel elldtva, és legyen p € Z[[X]] az a hatvanysor, melynek
egyutthatdit az alabbi képlet hatarozza meg:

"]

zn = e

Konnyen észrevehetd, hogy [ = e. Megkeressiik a P, polinomot, de
elébb ldssuk be az alabbi egyenlStlenségeket:

—1< [ —ele"] <e

Kovetkezik, hogy [[e"T!] — e[e™]| < e Vn € N.



Példak

Vizsgaljuk meg D,, 1 értéket:

<2[em7] - max {] [¢"F] —e [em ] |, | "] —ele™] [} <

< 2e - [em+2]

Zm Zm+1

[ Dina| = |

R |

Zmal  Zma2 [em-‘rl] [6m+2] —e [eﬂ’H—l]

I,rhatjuk, hogy:

Iy = limsup |Dm71|% < lim sup(2e - [em”])% —e<e?=1?

m—00 m—00

Kovetkezik, hogy deg(P,) = 1.



Példak

Keressik meg P, polinomot:

A { Zm+1 —I-C}nzm =0

m+1
A megoldds C} = _27;7:1 =— [e[em] ] Konnyen észrevehetd, hogy
lim,,,— o0 C}n = —e, tehat:
Py(X)=1-eX

Nyilvénvalé, hogy P, € Frac(A)[X]\ frac(A)[X] = RIX]\Q[X].
Mivel P, oszt minden A,[X]-beli polinomot kovetkezik, hogy A,[X]
a null-polinomon kiviil nem tartalmaz semmit.



Példak

Példa: Ez a példa megmutatja, hogy @ € A,[X] minimdlpolinom
esetén nem mindig lesz deg(P,) = deg(Q). Legyen a gyiirli, amely
folott dolgozunk Z , ellatva az abszollit értékkel, és legyen

p € Z[[X]] az a hatvanysor, melynek egyiitthatdit az alabbi képlet
szerint hatdrozzuk meg:

= (V]

Eszrevehets, hogy I = v/2. Megkeressiik a P, polinomot, de el6bb
lassuk be, hogy |[v2"'] — v2[v2"]| < V2 ¥n € N.



Példak

Vizsgaljuk meg D,, 1 értékét:

Zm ZmA41

[ D 1| = |
Zm+1  Zm+42

vl vt - ve v
\/im—l-l] \/ﬁm+2 —\/§ \/§m+1}

Tehat irhatjuk:

152\@-[ ) ”]

l1 = limsup ’Dm,lli < lim sup(2v/2 - [emw])i —Va< V2 =2

m—00 m—00

vagyis deg(P,) = 1.



Példak

Keressiik meg P)-t:

A { Zm+1 +071an =0

[\/ﬁm+1 )
A megoldés Ccl = T Konnyen észrevehetd, hogy
limy, 0o CY = /2, tehét:

P(X)=1-V2X

Feltételezziik, hogy létezik Q € A,[X| minimalpolinom. Lattuk,
hogy P, € R[X]\Q[X]. Mivel P, oszt minden A,[X]-beli polinomot
kovetkezik, hogy deg(Q) > deg(P,). Legyen @ alakja a kovetkezé:

Q(X)=1-2X2%=(1-v2X)(1+V2X)

tehat @ lehet a p egy minimalpolinomja, és deg(Q) = 2.
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© Hadamard tételei Banach-algebrakra



Banach-algebrdk

Jelentésen a tovabbiakban (A4, +,-, || - ||) egy kommutativ normdlt K

folotti Banach-algebrit (K = C vagy K = R). Azt mondjuk, hogy a

egy A-beli hatvanysor, ha a : K — A:
a(x):a0+a1-x—l—a2-5v2+...+an~x"+... Vo € K

Legyen p és q két A-beli hatvdanysor, melyeknek egyiitthatoi

(Pm)menN és (Gm)men- fgy azonosithatd p és ¢ a kdvetkezd A°°-beli
oszlopvektorokkal:

p — [po,p1,p2,p3, '

q— [QO,CILCJ%(]& ---}t



Banach-algebrdk

Ertelmezés: Legyen D : A% — M., (A) a kdvetkezé fiiggvény:

o 0 0 0
pr po 0 O
D(p)=| P2 p1 po O
pP3 P2 P1 Do

Konnyen igazolhatd, hogy D algebramorfizmus A> és M. (A)
kozott. A fent bemutatott D operator segitségével értelmeziink egy
" miiveletet az A halmazon:

p-q=D(p)-q=D(q) p
Konnyen ellendrizhetd, hogy (A, +, -, K) kommutativ algebra
voltdbdl (A%, +, -, K) is kommutativ algebra.



Banach-algebrdk

Ertelmezés: Legyen [ : A — Ry a kdvetkezd valés " funkcional”:

g 1
I(q) = limsup ||, | =

m—00

Megjegyzés: A tovdbbiakban a D(p) és I(p) jelolések helyett, D), és
l,, lesz hasznalatos.



Banach-algebrdk

Tétel: Vp,q € A> esetén:
lptq < maz {lp, lg}

Tétel: Vp,q € A> esetén:

lp-g < max {ly, lg}



Banach-algebrdk

Ertelmezés: Legyen p € A (igy, hogy +o0 > l, > 0. Bevezetjiik a
kovetkez6 harom halmazt:

Up={q€ A%|lpq <lp}
Vo ={q€ A%y < lp,lpqg < lp}

Wy ={qe A®|l, < 1}

Tehat U, azon ¢ hatvdnysorok halmaza, melyekre a p - ¢ sor
konvergenciakore nagyobb mint a p soré (,., < [,). Hasonléan, V,,
azon q hatvanysorokat tartalmazza, melyeknek megvan az el6bb
elmondott tulajdonsaguk és konvergenciasugaruk nagyobb mint a p
soré (I, < 1), végiil W, pedig azokat, amelyeknek
konvergenciasugaruk szig. nagyobb mint 1.



Banach-algebrdk

Tétel: U, résztere A°°-nek.

Tétel: V), résztere U,-nek. V), és W részalgebrai A*°-nek.



Banach-algebrdk

Ertelmezés: Legyen p € A G.h. +00 > 1, > 0. Jelentse
T, : A — A a kovetkezd fliggvényt:

t
q1 q2 43 Qg4
Tp(Q) = |:q07lpvl27l37l4a'“:|
p P TP

Egyértelmii, hogy T, algebraautomorfizmus , tehat U, ~ T,(U,),
illetve V), ~ T),(V,). Legyen U, = T,(U,), V, = T,(V},) és

t
/ — 0 1 2 3 4
p _Tp(p)_ %a%a%a%v%a"l GAOO
p tp tp tp Cp

Tétel: U, ~ D '(W1) és V, ~ Wi (D' (W)



Banach-algebrdk

Megjegyzés: Az el6z6 paragrafus utolsé tétele szerint V), algebrailag
megegyezik W ﬂD;l(Wl)—el, tehdt elegendd egy normat bevezetni
az utébbi halmazon, amelyet bijektiven atvihetiink az el6bbire.



Banach-algebrdk

Ertelmezés: Legyen | - |w, : W1 — R, a kovetkezé fiiggvény:

‘Q|W1 = inf {Z ||QnH(1 +E)n € € R*Jr}

n=1
Tétel: (W1,+,-,| - |w,) kommutativ normalt algebra .

Tétel: (V),+,-,|- |w,) kommutativ normdlt algebra.



Hadamard tétele Banach-algebrakra?

Sejtés[Hadamard tétele Banach-algebrakra?]:

D,

P Toeplitz-operator folytonos a Vp’ halmazon

Wy

=

3M, € R G.h. |Dy(q)lw, < M, - |glw, Vg€ V!
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