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Definiciok
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Paradoxon
Olyan meglepd allitas, mely a ,,jézan paraszti észnek”
ellentmondani latszik.

Csat6 Lehel

Bevezet6

Paradoxonok szerepe:

@ megvilagitanak egy problémat, melyre megoldast kell
javasolni.
(tudomanytoérténet)

@ bemutatjak ,paraszti’ (lasd fentebb) példakon keresztil
a formalis gondolkodas szUkségességeét.
(oktatas)
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Kérdések, melyekre keres  jUk a valaszt

van nyerd kombinacié a lottéon?

jO, ha kblcsbnds ajandékozasnal sorsoljuk az
ajandékozé személyt?

ha ismételten jatszunk egy jatékot, hogyan kell azt
Loptimalisan jatszani”?

helyes az a tdbldzat, melyben az atlagos életkor 26 év;
ugyanakkor 50% a valészinlisége annak, hogy valaki a
8. évet ne érje meg?

véletlen a szamsorozat, amit latunk?
mit jelent a val. valtozok fliggetlensége?

Mekkora valészinliséggel lesz egy hur adott hossznal
nagyobb?



(Polya Gyorgy)

Val6szin(iségi , P =
paradoxonok A Va|OSZ|nuseg nem garaHCIa!
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Betegvizsgalat utan, hosszas fejrazas kdézben:

- Onnek nagyon sulyos betegsége van; tiz kdziil csak
egy beteg éli tal.




(Polya Gyorgy)

Val6szin(iségi , P =
paradoxonok A Va|OSZ|nuseg nem garaHCIa!

Csat6 Lehel

Bevezet6

Betegvizsgalat utan, hosszas fejrazas kdézben:
- Onnek nagyon sulyos betegsége van; tiz kdziil csak
egy beteg éli tal.
majd nyugtatélag:
- De nagy szerencséje van, hogy hozzam fordult!

Eddig kilenc hasonlé betegem volt és eddig mindenki
belehalt ...




(Polya Gyérgy)

Val6szin(iségi , P =
paradoxonok A Va|OSZ|nuseg nem garaHCIa!

Csat6 Lehel

Bevezet6

Betegvizsgalat utan, hosszas fejrazas kdézben:
- Onnek nagyon sulyos betegsége van; tiz kdziil csak
egy beteg éli tal.
majd nyugtatélag:
- De nagy szerencséje van, hogy hozzam fordult!

Eddig kilenc hasonlé betegem volt és eddig mindenki
belehalt ...

Nem biztos, hogy helyesen értelmezett valészinliség!
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Matematikai
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Diszkrét valoszinliségi valtozék
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@ Adott egy eseményhalmaz Q2 = {Ay,...

Adt

@ Adottak az eseményekhez rendelt p(A;) > 0

valoszinlségek:
> p(A) =1
i

@ Numerikus esetben szamithatunk atlagot:

Zx,- - p(x;) =1



Matlab segédfiiggvények

Valésziniiségi

SRS A MATLAB programnyelv tamogatja a

coa0 tenel @ matrix-jelolést: ciklusok helyett ,matematikusan”:
C=AxB

@ gyors prototipuskészitést:
pl. nincsenek valtozo-kijelentések.

MATLAB

@ numerikus szimulaciok irasat,

Val6szinliségszamitasi figgvények:
- rand (m,n) egy m x n-es matrixot feltdlt
pszeudorandom szamokkal;
- hist (X) egy matrix(vektor) értékeinek gyakorisagat
rajzolja ki;
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Lottézas

Valésziniiségi

paradoxonok Felmeril6 kérdések:

@ létezik nyero stratégia a lotton?
@ létezik j6 kombinaci6 amit jatszani érdemes?
ha igen, melyek ezek



Lottézas
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paradoxonok Felmeril6 kérdések:

@ létezik nyero stratégia a lotton?
@ létezik j6 kombinaci6 amit jatszani érdemes?
ha igen, melyek ezek

@ természetesen nincs nyerd stratégia,



Lottézas
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paradoxonok Felmeril6 kérdések:

@ létezik nyero stratégia a lotton?
@ létezik j6 kombinaci6 amit jatszani érdemes?
ha igen, melyek ezek

@ természetesen nincs nyerd stratégia,

@ JO kombin&cié = ha nyeriink, masok ne legyenek a
listan.



Lottézas
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paradoxonok Felmeril6 kérdések:

Csat6 Lehel

@ létezik nyero stratégia a lotton?
@ létezik j6 kombinaci6 amit jatszani érdemes?
ha igen, melyek ezek

@ természetesen nincs nyerd stratégia,

@ JO kombin&cié = ha nyeriink, masok ne legyenek a
listan.

Tul szabalyos tippek: pl. ,két egymas utani szam”, egy
Otszamjegyl egymdasutani szamsorozat, .. .
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puvrbeell  Egymasutani szamok ritkak:

Csat6 Lehel @ két egymasutani szam:
5.4
Poe, ~ 89 - = 0.2222
2u 89 55 gg = °
@ harom egymasutani szam:
5.4.3

Psey ~ 0.00017



puvrbeell  Egymasutani szamok ritkak:

Csat6 Lehel @ két egymasutani szam:
5.4
Poe, ~ 89 - = 0.2222
2u 89 55 gg = °
@ harom egymasutani szam:
5.4.3

Psey ~ 0.00017

Nagy nyereségre szamithatunk
ha nyertink és ,ritka” kombinacidkat valasztunk.




MATLAB program

Valésziniiségi

d K % lotto paradoxon szimulacio
paradoxonol

% parameterek
n

woo g2 ossmes sean Eredmények (100e):

; y P p
nH = 100000; % hany jatekot szimulalunk Teszt# Kettd Harom
% generaljuk
10sszes = ceil (rand(nH,n0) x90); 1 02238 00077
% rendezzuk NOVEKVO sorrendbe
10sszes = sort (lOsszes,2); 2 02226 00075
% keressuk az egymasutani szamokat
fMat = [1 -11; % szuro matrix 3 02203 00073
1Succ = filter(fMat,1,10sszes,-100,2); 4 0.2232 | 0.0074
1Succ = 1lSucc(:,2:end);
% keressuk azon elemeket, ahol 1 a kulonbseg P
iTwo = find(1lSucc==1);

fprintf ('Ket elemhossz: %5.4f’,length(iTwo) /nH);

% nullazunk minden indexet, ami NEM egy.
lInd=zeros (size (1lSucc));

1Ind (iTwo) = 1;

% ebben - mivel CSAK nulla es egy volt - az eredmeny 0,1,2
fMat = [1 1]; % szuro matrix

lThree = filter (fMat,1,1Ind,-100,2);

iThree = find(lThree==2);

fprintf (Harom elemhossz: %$5.4f’,length(iThree)/nH);



FUggetlenség paradoxona

Valésziniiségi

SEUSN  Megfogalmazas:
Csat6 Lehel Két szabalyos érme dobasanal jeldlje A az ,elsé dobas fej”;
B a ,masodik dobas fej”; C pedig azt, hogy a két dobas
k6zll egy (és csak egy) fej.

@ barmely két esemény fliggetlen, ugyanakkor

@ barmely kettd meghatarozza a harmadikat.




FUggetlenség paradoxona

Valésziniiségi

SEUSN  Megfogalmazas:
Csat6 Lehel Két szabalyos érme dobasanal jeldlje A az ,elsé dobas fej”;
B a ,masodik dobas fej”; C pedig azt, hogy a két dobas
k6zll egy (és csak egy) fej.

@ barmely két esemény fliggetlen, ugyanakkor

@ barmely kettd meghatarozza a harmadikat.

Megjegyzés: A és B flggetlenek, ha p(A, B) = p(A)p(B).



Ajandékozasi paradoxon

eners Megfogalmazas:
@l Eqy tarsasag tagjai kdlcsdndsen meg akarjak ajandékozni
egymast. Az ajandékokat 6sszegyijtik majd kisorsoljak.

Csat6 Lehel

Paradoxon:

Lényegesen nagyobb annak az esélye, hogy lesz valaki, aki
visszakapja ajandékat, mint annak, hogy nem kapja senki a
sajat ajandékat vissza.




Ajandékozasi paradoxon

eners Megfogalmazas:
@l Eqy tarsasag tagjai kdlcsdndsen meg akarjak ajandékozni
egymast. Az ajandékokat 6sszegyijtik majd kisorsoljak.

Csat6 Lehel

Paradoxon:

Lényegesen nagyobb annak az esélye, hogy lesz valaki, aki
visszakapja ajandékat, mint annak, hogy nem kapja senki a
sajat ajandékat vissza.

Osszesen n! eset van. Ebbdl kedvezd

(g)n! - (:)(n— 1)1 +...(—1)”(Z)0!,

ennek aranya



Ajandékozasi paradoxon

eners Megfogalmazas:
@l Eqy tarsasag tagjai kdlcsdndsen meg akarjak ajandékozni
egymast. Az ajandékokat 6sszegyijtik majd kisorsoljak.

Csat6 Lehel

Paradoxon:

Lényegesen nagyobb annak az esélye, hogy lesz valaki, aki
visszakapja ajandékat, mint annak, hogy nem kapja senki a
sajat ajandékat vissza.

Osszesen n! eset van. Ebbdl kedvezd

(g)n! - (:)(n— 1)1 +...(—1)”(Z)0!,

ennek aranya

Sok kicsi sokra mehet!



Pétervari paradoxon

Valésziniiségi

SEUSN  Megfogalmazas:
Csat6 Lehel Egy szabélyos pénzérmével addig dobunk, amig fejet nem
kapunk. Ha az els6 fej, akkor kapunk 2 forintot, ha a
masodik, akkor 4-et, ..., ha az n-edik, akkor 2" forintot.
Mennyi a jaték értéke?

Barmennyit fizetlink, varhaté értékben nyertink!




Pétervari paradoxon

Valésziniiségi

SEUSN  Megfogalmazas:
Csat6 Lehel Egy szabélyos pénzérmével addig dobunk, amig fejet nem
kapunk. Ha az els6 fej, akkor kapunk 2 forintot, ha a
masodik, akkor 4-et, ..., ha az n-edik, akkor 2" forintot.
Mennyi a jaték értéke?

Barmennyit fizetlink, varhaté értékben nyertink!

Az ismételt jaték varhato értéke

1 1
o4 .. on ..
g2t 52+



Pétervari paradoxon

Valésziniiségi

SEUSN  Megfogalmazas:
Csat6 Lehel Egy szabélyos pénzérmével addig dobunk, amig fejet nem
kapunk. Ha az els6 fej, akkor kapunk 2 forintot, ha a
masodik, akkor 4-et, ..., ha az n-edik, akkor 2" forintot.
Mennyi a jaték értéke?

Barmennyit fizetlink, varhaté értékben nyertink!

Az ismételt jaték varhato értéke

1 1
o4 .. on .,
g2t 52+

sok kicsi sokra megy! (nem kicsik a mennyiségek ...)



MATLAB program

LSOl Modellezési kérdések:

paradoxonok
@ milyen gyakran mekkorat nyerink?
o felsd korlat esetén mennyi a jaték értéke?

Modellezés:

@ kivélasztjuk a sorozat hosszat;
@ a szimulaciok szamat;

o

% szentpetervari paradoxon nyer = 2.7~diff;

(S jHossz = 10000; % szamitjuk a nyereseget
mSzam = 10000; nyerek (ii)=sum(nyer) ;
nyerek = zeros(mSzam,1); end;
for ii=1l:mSzam; % hisztogramot iratunk

% dobasok hist (logl0 (nyerek),200)
dobas = round(rand(jHossz,1));

% FEJ keresese

indF = find(dobas==1);

% NEM FEJ sorozatok hossza
diff = [indF;1+jHossz]- [0;indF];



MATLAB program

Valésziniiségi
paradoxonok

Modellezési kérdések:

Modellezés:
@ a szimulaciok szamat;

o

% szentpetervari paradoxon

(e jHossz = 10000;
mSzam = 10000;
nyerek = zeros(mSzam,1);

for ii=1:mSzam;
% dobasok

dobas = round(rand(jHossz,1));
% FEJ keresese

indF = find(dobas==1);
% NEM FEJ sorozatok hossza

diff = [indF;1+jHossz]- [0;indF];

@ kivélasztjuk a sorozat hosszat;

@ milyen gyakran mekkorat nyerink?
o felsd korlat esetén mennyi a jaték értéke?

nyer = 2.7~diff;

% szamitjuk a nyereseget

nyerek (ii)=sum(nyer) ;
end;

% hisztogramot iratunk
hist (logl0 (nyerek),200)



MATLAB program

LSOl Modellezési kérdések:

paradoxonok
@ milyen gyakran mekkorat nyerink?
o felsd korlat esetén mennyi a jaték értéke?

Modellezés:

@ kivélasztjuk a sorozat hosszat;
@ a szimulaciok szamat;

o

% szentpetervari paradoxon nyer = 2.7~diff;

(S jHossz = 10000; % szamitjuk a nyereseget
mSzam = 10000; nyerek (ii)=sum(nyer) ;
nyerek = zeros(mSzam,1); end;
for ii=1l:mSzam; % hisztogramot iratunk

% dobasok hist (logl0 (nyerek),200)
dobas = round(rand(jHossz,1));

o

% FEJ keresese
indF = find(dobas==1);
% NEM FEJ sorozatok hossza
diff = [indF;1+jHossz]- [0;indF];



MATLAB program

LSOl Modellezési kérdések:

paradoxonok
@ milyen gyakran mekkorat nyerink?
o felsd korlat esetén mennyi a jaték értéke?

Modellezés:

@ kivélasztjuk a sorozat hosszat;
@ a szimulaciok szamat;

o

% szentpetervari paradoxon nyer = 2.7°diff;

(S jHossz = 10000; % szamitjuk a nyereseget
mSzam = 10000; nyerek (ii)=sum(nyer) ;
nyerek = zeros(mSzam,1); end;
for ii=1l:mSzam; % hisztogramot iratunk

% dobasok hist (logl0 (nyerek),200)
dobas = round(rand(jHossz,1));

% FEJ keresese

indF = find(dobas==1);

% NEM FEJ sorozatok hossza
diff = [indF;1+jHossz]- [0;indF];



MATLAB program

LSOl Modellezési kérdések:

paradoxonok
@ milyen gyakran mekkorat nyerink?
o felsd korlat esetén mennyi a jaték értéke?

Modellezés:

@ kivélasztjuk a sorozat hosszat;
@ a szimulaciok szamat;

o

% szentpetervari paradoxon nyer = 2.7~diff;

(S jHossz = 10000; % szamitjuk a nyereseget
mSzam = 10000; nyerek (ii)=sum(nyer) ;
nyerek = zeros(mSzam,1); end;
for ii=1l:mSzam; % hisztogramot iratunk

% dobasok hist(log10(nyerek),200)
dobas = round(rand(jHossz,1));

% FEJ keresese

indF = find(dobas==1);

% NEM FEJ sorozatok hossza
diff = [indF;1+jHossz]- [0;indF];



Teszteredmeények
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Gyakorisag

SL - 6.5 7 7.5 8
petervr Hossz Atlag | Atlagnyereség Max
(Ny/dobas)
100 800 8 524.288
1.000 11.000 11 2.097.152
5.000 91.000 18.2 16.777.216
= 10.000 168.000 16.8 134.217.728
100.000 2.000.000 20.0 1.073.741.824
500.000 23.000.000 46.0 | 137.000.000.000



Teszteredmeények
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Csat6 Lehel

Gyakorisag

S 6.5 k2 7.5 B
109, (NY)

petervr Hossz Atlag | Atlagnyereség Max
(Ny/dobas)
100 800 8 524.288
1.000 11.000 11 2.097.152
5.000 91.000 18.2 16.777.216
= 10.000 168.000 16.8 134.217.728
100.000 2.000.000 20.0 1.073.741.824
500.000 23.000.000 46.0 | 137.000.000.000



Teszteredmeények

Valésziniiségi

SRS A gyakorlatban: a nyereménynek van egy fels6 hatara, ez
CEOEER  maximalja a lehetséges nyereséget. (alabb 222 ~ 8m a
felsd hatar).

Felso korlat esetén:

" Hossz Atlag | Ny/d. || Korlattal | Ny/d. | Vagas #
‘ 100 800 8 800 8 0
1.000 11.000 11 11.000 11 1

5.000 91.000 18.2 60.000 12 2

10.000 168.000 16.8 117.000 11.7 5

100.000 2.000.000 20 || 1.200.000 12 60

500.000 {| 23.000.000 46 || 6.000.000 12 295




Jatékelméleti paradoxon

Valésziniiségi

SRS Ketten jatszanak: Q és R.

Csat6 Lehel

@ Egy vagy két ujjat mutatnak fel;

@ Paros ujj-szam esetén Q fizet R-nek, ellenkez6
esetben forditva;

@ annyit nyernek/veszitenek, ahany ujjat felmutattak.

Van véletlennél jobb stratégia

IGEN, egyik jatékos veszit!




Jatékelméleti paradoxon

Valésziniiségi

SRS Ketten jatszanak: Q és R.

Csat6 Lehel

@ Egy vagy két ujjat mutatnak fel;

@ Paros ujj-szam esetén Q fizet R-nek, ellenkez6
esetben forditva;

@ annyit nyernek/veszitenek, ahany ujjat felmutattak.

Van véletlennél jobb stratégia

IGEN, egyik jatékos veszit!

Melyik?



Jatékelméleti paradoxon

Valésziniiségi

P Ismételt jatékok esetén mi a nyero stragégia?

Csat6 Lehel

Ny’er_eseg/veszteseg M Q= 2r s — 3rGp — 3rGs + 450
matrix: Mindegyik jatékos ugy jatszik, hogy az eredmény
| Q1 Q2 e figgion a masik jatékostol (és tudva, hogy
R1|1 2 -3  p=1-p,e=1-q)
R2 | -8 4

(12/'1 — 7)Q1 + (4 — 7/'1).
R vélasztdsa: 12r — 7 = 0.
A megoldas:

Jatékelmélet

rn=7/12, b, =>5/12, g =7/12, o = 5/12

Atlegnyereség-veszteség: —1/12



Halanddsagi paradoxon

Valésziniiségi

paradoxonok @ az élettartam matematikai vizsgéalata Halley 1693;

Csat6 Lehel

@ biztositaselmélet XVII. szazadban indul jelentés
fejlédésnek;

@ életkor-tablazatok dsszeallitasa;

@ d’Alembert nevéhez koétodik:

Az atlagos életkor 26 év, mégis ugyanakkora az esélye
annak, hogy valaki tuléli a nyolc évet, mint annak, hogy
nem.




Halanddsagi paradoxon

Valésziniiségi

paradoxonok @ az élettartam matematikai vizsgéalata Halley 1693;

Csat6 Lehel

@ biztositaselmélet XVII. szazadban indul jelentés
fejlédésnek;

@ életkor-tablazatok dsszeallitasa;

@ d’Alembert nevéhez koétodik:

Az atlagos életkor 26 év, mégis ugyanakkora az esélye
annak, hogy valaki tuléli a nyolc évet, mint annak, hogy
nem.

@ van az atlagon kivil mas jellemzd, ami hasznos?



Halanddsagi paradoxon

Valésziniiségi

paradoxonok @ az élettartam matematikai vizsgéalata Halley 1693;

Csat6 Lehel

@ biztositaselmélet XVII. szazadban indul jelentés
fejlédésnek;

@ életkor-tablazatok dsszeallitasa;

@ d’Alembert nevéhez koétodik:

Az atlagos életkor 26 év, mégis ugyanakkora az esélye
annak, hogy valaki tuléli a nyolc évet, mint annak, hogy
nem.

@ van az atlagon kivil mas jellemzd, ami hasznos?

@ ha csak az atlagot ismerjik, mennyit tudunk az
adatokrol?



Statisztikak

enees  Old Faithful gejzir

paradoxonok

Csato Lehel

Halandésag
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Statisztikak
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A grafikon leirasara
@ az atlag jo jellemzd?
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Kitérések hossza

A grafikon leirasara
@ az atlag j6 jellemzd?

@ mas statisztika épitése?



felallitasa

Valdsziniiségi

paradoxonok A kovetkez6 modell:

p(x) = mN(x|my, 1) + m2N(X|ma2, X2)



felallitasa

Valésziniiségi

paradoxonok A kovetkez6 modell:
p(x) = mN(x|my, X1) + maN(x|mo, £o)

A modell magyaraz csoportosulast

> Jpe~ o o -
Halandéség + T

melyben
@ a kilénbdz6 csoportokhoz tartozé pontok aranyai + illetve o,
@ a csoportok leirhaték egy-egy Gaussz-eloszlassal,



felallitasa

Valésziniiségi

paradoxonok A kovetkez6 modell:
p(x) = mN(x|my, X1) + maN(x|mo, £o)

A modell magyaraz csoportosulast

-
-
> mFese o o -
Halandésag e -

melyben
@ a kilénbdz6 csoportokhoz tartozé pontok aranyai + illetve o,
@ a csoportok leirhaték egy-egy Gaussz-eloszlassal,
@ ellenben nem tudjuk, melyik csoportba is tartozik egy-egy pont.



felallitasa

Valésziniiségi

paradoxonok
SRRl Statisztikak:
n +
@ 74, mo a csoportok aranya; - ¢ Yo
Ni- + :+
* +
@ my, my a csoportok N IR
kézéppontja; S
o + P A ++++
@ Y4, Y, acsoportok N AR )
yoe z . 4 +
szorasmatrixa; °o% T
Halandésag o, O
ogo v
B
00

Nehéz feladat

a pontok hovatartozasanak a megallapitasa.
»Expectation-Maximisation”




Nagy szamok paradoxona

Valésziniiségi

paradoxonok @ Bernoulli — Ars conjectandi, 1713

Csat6 Lehel

@ sokszori dobas esetén, az iras/fej arany egyhez tart
szabalyos érme esetén;

@ a dobasok figgetlenek;

100 ,irds” dobasa utan is 50% az iras valoszinlisége

Barmennyi sok ,fej” dobas esetén, a kdvetkez6 dobés 1/2
valészinlséggel lesz ,fej".




Nagy szamok paradoxona

Valésziniiségi

paradoxonok @ Bernoulli — Ars conjectandi, 1713

Csat6 Lehel

@ sokszori dobas esetén, az iras/fej arany egyhez tart
szabalyos érme esetén;

@ a dobasok figgetlenek;

100 ,iras” dobasa utan is 50% az iras valészinlisége

Barmennyi sok ,fej” dobas esetén, a kdvetkez6 dobés 1/2
valészinlséggel lesz ,fej".

@ nem valészini a hosszu sorozat, ellenben
@ a pénzérmének nincs emlékezete, tehat nem a ,malt” alapjan dont.



Nagy szamok paradoxona

Valésziniiségi

paradoxonok @ Bernoulli — Ars conjectandi, 1713

Csat6 Lehel

@ sokszori dobas esetén, az iras/fej arany egyhez tart
szabalyos érme esetén;

@ a dobasok figgetlenek;

100 ,iras” dobasa utan is 50% az iras valészinlisége

Barmennyi sok ,fej” dobas esetén, a kdvetkez6 dobés 1/2
valészinlséggel lesz ,fej".

@ nem (?) valészinl a hosszu sorozat, ellenben
@ a pénzérmének nincs emlékezete, tehat nem a ,malt” alapjan dont.



Sorozatok hossza MATLAB

Valésziniiségi
CIECOUS o2 BINARIS SZAMSOROZATOK HOSSZA %% kirajzolas

S nRun = 500000; clf; hold on; box on;
nN = [10 100 10007]; semilogy (bins, vBins’) ;
%% futasi valtozok xlabel (' Hossz’);
nBin = floor (5+ 2.5xlog2 (nN(end))); ylabel (' Hanyszor’);
vBins = zeros (length(nN),nBin); ylim ([0 10017);
bins = 1:nBin;
bb =1;

%% kiserletek
for i1Size=nN;
for ii=1:nRun;

ossSor = 2*round(rand(l,iSize))-1;
ossSor(:,iSize+l) = - ossSor(:,iSize);
: valt = ossSor(:,2:end)-ossSor(:,1: (end-1));
Sermoull valt = abs (valt)/2;

indF = find(valt==1);

hossz = indF - [0 indF(l:end-1)1;
[bBin,bins] = hist (hossz,bins);

vBins (bb, :) = vBins(bb, :) + bBin;
end;
bb=bb+1;

end;



Sorozatok hossza MATLAB

Valdsziniiségi
(EIECAUNS 2% BINARIS SZAMSOROZATOK HOSSZA %% kirajzolas

nRun = 500000; clf; hold on; box on;
nN = [10 100 10007]; semilogy (bins, vBins’) ;
%% futasi valtozok xlabel (' Hossz’);

nBin = floor (5+ 2.5xlog2 (nN(end))); ylabel (' Hanyszor’);
vBins = zeros (length (nN),nBin); ylim ([0 1001]);

bins = 1:nBin;

bb =1;

%% kiserletek
for i1Size=nN;
for ii=1:nRun;

ossSor = 2*round(rand(l,iSize))-1;
ossSor(:,iSize+l) = - ossSor(:,iSize);
: valt = ossSor(:,2:end)-ossSor(:,1:(end-1));
Sermoull valt = abs (valt)/2;

indF = find(valt==1);
hossz = indF - [0 indF(l:end-1)1;
[bBin,bins] = hist (hossz,bins);
vBins (bb, :) = vBins(bb,:) + bBin;

end;

bb=bb+1;

end;



Sorozatok hossza MATLAB

Valdsziniiségi
(EIECAUNS 2% BINARIS SZAMSOROZATOK HOSSZA %% kirajzolas

nRun = 500000; clf; hold on; box on;
nN = [10 100 10007]; semilogy (bins, vBins’) ;
%% futasi valtozok xlabel (' Hossz’);

nBin = floor (5+ 2.5xlog2 (nN(end))); ylabel (' Hanyszor’);
vBins = zeros (length (nN),nBin); ylim ([0 1001]);

bins = 1:nBin;

bb =1;

%% kiserletek
for i1Size=nN;
for ii=1:nRun;

ossSor = 2*round(rand(l,iSize))-1;
ossSor(:,iSize+l) = - ossSor(:,iSize);
: valt = ossSor(:,2:end)-ossSor(:,1: (end-1));
Sermoull valt = abs (valt)/2;

indF = find(valt==1);
hossz = indF - [0 indF(1:end-1)];

[bBin,bins] = hist (hossz,bins);
vBins (bb, :) = vBins(bb, :) + bBin;
end;
bb=bb+1;

end;



Sorozatok hossza MATLAB

Valdsziniiségi
(EIECAUNS 2% BINARIS SZAMSOROZATOK HOSSZA %% kirajzolas

nRun = 500000; clf; hold on; box on;
nN = [10 100 10007]; semilogy (bins, vBins’) ;
%% futasi valtozok xlabel (' Hossz’);

nBin = floor (5+ 2.5xlog2 (nN(end))); ylabel (' Hanyszor’);
vBins = zeros (length (nN),nBin); ylim ([0 1001]);

bins = 1:nBin;

bb =1;

%% kiserletek
for i1Size=nN;
for ii=1:nRun;

ossSor = 2*round(rand(l,iSize))-1;
ossSor(:,iSize+l) = - ossSor(:,iSize);
: valt = ossSor(:,2:end)-ossSor(:,1: (end-1));
Sermoull valt = abs (valt)/2;
indF = find(valt==1);
hossz = indF - [0 indF(l:end-1)1;

[bBin,bins] = hist(hossz,bins);
vBins(bb,:) = vBins(bb,:) + bBin;
end;
bb=bb+1;

end;



Sorozatok hossza Szimulacio

Hossz 10 hosszusagu sorozatoknal
T

Valésziniiségi
paradoxonok

Csat6 Lehel

Gyakorisag

Bernoulli
L L

Hossz



Sorozatok hossza Szimulacio

\/aloszmuseg| Alsorozatainak gyakorisaga — 10m futtatas

paradoxonok . . . - - .
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Gyakorisag és hossz koz6tti kapcsolat




Sorozatok hossza Szimulacio

Valésziniiségi
paradoxonok

Alsorozatainak gyakorisaga — 10m futtatas

'S © 10 hosszusagu
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Hossz

Gyakorisag és hossz koz6tti kapcsolat

Egy adott hossz valészinlisége: p(h) ~ cexp (—k h)




Erem-paradoxon Elsd eléfordulas |

Valésziniiségi

paradoxonok Megfog almazas:

@ Szabalyos pénzérmét addig dobunk, amig FF vagy F/
nem jon Ki.
@ A sorozatok ugyanolyan val6szindek.



Erem-paradoxon Elsd eléfordulas |

Valésziniiségi

paradoxonok Megfog almazas:

Csat6 Lehel

@ Szabalyos pénzérmét addig dobunk, amig FF vagy F/
nem jon Ki.
@ A sorozatok ugyanolyan val6szindek.

Annak a val6szinilisége, hogy az FF hamarabb j6n ki mint az F/ egyenl6
50%-kal, ugyanis

ha fejet dobtunk, akkor 50% a valészinlisége annak, hogy a kdvetkez6
dobas fej lesz. Ez a val6szinliség megegyezik az irdséval.

Els6 el6fordulas



Erem-paradoxon Elsd eléfordulas |

Valésziniiségi

paradoxonok Megfog almazas:

Csat6 Lehel

@ Szabalyos pénzérmét addig dobunk, amig FF vagy F/
nem jon Ki.
@ A sorozatok ugyanolyan val6szindek.

Annak a val6szinilisége, hogy az FF hamarabb j6n ki mint az F/ egyenl6
50%-kal, ugyanis

ha fejet dobtunk, akkor 50% a valészinlisége annak, hogy a kdvetkez6
dobas fej lesz. Ez a val6szinliség megegyezik az irdséval.

Els6 el6fordulas

Az elso elofordulasig tarté sorozat hossza nem ugyanaz.




Erem-paradoxon Elsd eléfordulas |

Valésziniiségi

paradoxonok Megfog almazas:

Csat6 Lehel

@ Szabalyos pénzérmét addig dobunk, amig FF vagy F/
nem jon Ki.
@ A sorozatok ugyanolyan val6szindek.

Annak a val6szinilisége, hogy az FF hamarabb j6n ki mint az F/ egyenl6
50%-kal, ugyanis

ha fejet dobtunk, akkor 50% a valészinlisége annak, hogy a kdvetkez6
dobas fej lesz. Ez a val6szinliség megegyezik az irdséval.

Els6 el6fordulas

Az elso elofordulasig tarté sorozat hossza nem ugyanaz.
Az FF-hez atlagosan 6 dobas kell, az Fl-hez 4.

Hogyan?



Erem-paradoxon Elsd eldfordulas I

ener® NEM azonos eseményeket kerestink:

paradoxonok

Csat6 Lehel  [ECEEC]

+—  —H - ——H— =4 —
++- —+H+— 4
+4++— 4+t

+H++—

2 3 4 5



Erem-paradoxon Elsd eldfordulas I

ener® NEM azonos eseményeket kerestink:

paradoxonok

Csato Lehel  [REESEEY

+—  —H - ——H— =4 —
++- —+H+— 4
+4++— 4+t
+H++—
2 3 4 5
1 2 3 4

Els6 el6fordulas



Erem-paradoxon Elsd eldfordulas I

ener® NEM azonos eseményeket kerestink:

paradoxonok

Fl esetén

+— -+ - ——4= - ——+—
++—- 44— - —++—
+++— -+ ++-—
++++—

2 3 4 5

1 2 3 4

22 23 24 25

Az elsd eldfordulas atlagos hossza:

n—1

-

Els6 el6fordulas

Kiszamitasa:




Erem-paradoxon Elsd eldfordulas I

ener® NEM azonos eseményeket kerestink:

paradoxonok

Fl esetén

+— -+ - ——4= - ——+—
++—- 44— - —++—
+++— -+ ++-—
++++—

2 3 4 5

1 2 3 4

22 23 24 25

Els6 el6fordulas




Erem-paradoxon Elsd eldfordulas I

ener® NEM azonos eseményeket kerestink:

paradoxonok

S Flesetén FF esetén
t+ — et —— i —— = — = — =t
oot T e e e T e
S e A o — et — ==t
R e A
T +—+ =+t
2 3 4 5 2 3 4 5 6
1 2 3 4
22 23 24 25

Az elsd eldfordulas atlagos hossza:

n—1

oo
nZ::zn o =4

Els6 el6fordulas



Erem-paradoxon Elsd eldfordulas I

ener® NEM azonos eseményeket kerestink:

paradoxonok

S Flesetén FF esetén
T
oot T e e e T e
S e A o — et — ==t
e A
T +—+ =+t
2 3 4 5 2 3 4 5 6
1 2 3 4
22 28 24 25 Rekurrencia relaciok felallitasa:
Az elst eléfordulas 4tlagos hossza: M, - afejjel kezd6dd sorozatok atlaghossza;
M_ - az irassal kezddd6 sorozatok atlaghossza;
St
n =
M_ + M.
n=2 2n M_ = 1+ =T
Els5 eléfordulas 2
14+ M_
M, = 1+

2



Erem-paradoxon

Elso elofordulas |l

Valésziniiségi
paradoxonok

ARSI Flesetén

+- -+ - - — +— - — — 4 —
++ = -+ +— - — 44—
+4++- —+++—
++++ -

2 3 4 5

a1 2 3 4

22 23 4 25

Az elsd eldfordulas atlagos hossza:

n—1

-

=4

Els6 el6fordulas

NEM azonos eseményeket keresiink:

FF esetén
++ -+t — et ——— - —— =+
-+ -+t ——+— 4+
+——++ -+ - -+t
+———++
+—+—++
2 3 4 5 6

Rekurrencia relaciok felallitasa:

M, - afejjel kezd6dd sorozatok atlaghossza;

M_ - az irassal kezddd6 sorozatok atlaghossza;
M_ + M.
Mo = 14—
2
1+ M_
My = 1+ —

Az egyenletrendszer megoldasa: My =5ésM_ =7.



Valésziniiségi
paradoxonok

t6 Lehel

Els6 el6fordulas

Erem-paradoxon

Fl esetén

+- 4= —=4= ==+
++- —4+= - —++-
+4++- —+++ -
++++ -

2 3 4 5

1 2 3 4

22 23 o4 25

Az elsd eldfordulas atlagos hossza:

n—1
2n

=4

oo
Sn
n=2

NEM azonos eseményeket keresiink:

Elso elofordulas |l

FF esetén
++ -+t — et ——— - —— =+
-+ -+t ——+— 4+
+——++ -+ - -+t
+———++
+—+—++
2 3 4 5 6

Rekurrencia relaciok felallitasa:

M, - afejjel kezd6dd sorozatok atlaghossza;

M_ - az irassal kezddd6 sorozatok atlaghossza;
M_ = 1+ M-+ M
2
Az egyenletrendszer megoldasa: My = 5és M_ = 7. Ahonnan:
Mi+M_

2



Erem-paradoxon Korabbi eléfordulas

Valésziniiségi

paradoxonok Megfogalmazés:
SRRl Szabalyos pénzérmét atlagosan legaldbb 8-szor dobunk
ahhoz, hogy az +,— sorozat valamely haromtagu

Az egyeéni valészinliségek nem egyformak

Az + + —, — + 4+, — — +, + — — kombinéciok a
legkedvezdbbek.




Erem-paradoxon Korabbi eléfordulas

Valésziniiségi

paradoxonok Megfogalmazés:
SRRl Szabalyos pénzérmét atlagosan legaldbb 8-szor dobunk
ahhoz, hogy az +,— sorozat valamely haromtagu

Az egyeéni valészinliségek nem egyformak

Az + + —, — + 4+, — — +, + — — kombinéciok a
legkedvezdbbek.

Példa: vizsgaljuk meg, hogy az + + — és az — + + sorozatok kozill
melyik eléfordulasa valészinlibb korabban.



Erem-paradoxon Korabbi eléfordulas

Valésziniiségi

paradoxonok Megfogalmazés:
SRRl Szabalyos pénzérmét atlagosan legaldbb 8-szor dobunk
ahhoz, hogy az +,— sorozat valamely haromtagu

Az egyeéni valészinliségek nem egyformak

Az + + —, — + 4+, — — +, + — — kombinéciok a
legkedvezdbbek.

Példa: vizsgaljuk meg, hogy az + + — és az — + + sorozatok kézil
melyik eléfordulasa valészinlibb korabban. Mi az eseménytér?



Erem-paradoxon Korabbi eléfordulas

Valésziniiségi

paradoxonok Megfogalmazés:
SRRl Szabalyos pénzérmét atlagosan legaldbb 8-szor dobunk
ahhoz, hogy az +,— sorozat valamely haromtagu

Az egyeéni valészinliségek nem egyformak

Az + + —, — + 4+, — — +, + — — kombinéciok a
legkedvezdbbek.

Példa: vizsgaljuk meg, hogy az + + — és az — + + sorozatok kézil
melyik eléfordulasa valészinlibb korabban. Mi az eseménytér?

<++— +4+4+— ++++— 4+ +— )

Els6 el6fordulas



Erem-paradoxon Korabbi eléfordulas

Valésziniiségi

paradoxonok Megfogalmazés:
SRRl Szabalyos pénzérmét atlagosan legaldbb 8-szor dobunk
ahhoz, hogy az +,— sorozat valamely haromtagu

Az egyeéni valészinliségek nem egyformak

Az + + —, — + 4+, — — +, + — — kombinéciok a
legkedvezdbbek.

Példa: vizsgaljuk meg, hogy az + + — és az — + + sorozatok kozill
melyik eléfordulasa valészinlibb korabban. Mi az eseménytér?
Elsd eldfordulas - ++1+_ ++_*1_+ — +++1+ +— .

o 7 F3 * o



Erem-paradoxon Korabbi eléfordulas

Valésziniiségi

paradoxonok Megfogalmazés:
SRRl Szabalyos pénzérmét atlagosan legaldbb 8-szor dobunk
ahhoz, hogy az +,— sorozat valamely haromtagu

Az egyeéni valészinliségek nem egyformak
Az ++ —, —++, — — 4+, + — — kombinécidk a

legkedvezdbbek.

Példa: vizsgaljuk meg, hogy az + + — és az — + + sorozatok kozill

melyik eléfordulasa valészinlibb korabban. Mi az eseménytér?
Elsd eldfordulas 4+ — - + 4+ — + 44—

Az bsszes tobbi esetben a — + + fordul el6 elébb (egy — mindig van; a + + —-t pedig mindenképp megel6zi
egy — + +).



Erem-paradoxon Korabbi eléfordulas

Valésziniiségi

paradoxonok Megfogalmazés:
SRRl Szabalyos pénzérmét atlagosan legaldbb 8-szor dobunk
ahhoz, hogy az +,— sorozat valamely haromtagu

Az egyeéni valészinliségek nem egyformak
Az ++ —, —++, — — 4+, + — — kombinécidk a

legkedvezdbbek.

Példa: vizsgaljuk meg, hogy az + + — és az — + + sorozatok kozill

melyik eléfordulasa valészinlibb korabban. Mi az eseménytér?
Elsd eldfordulas 4+ — - + 4+ — + 44—

Az bsszes tobbi esetben a — + + fordul el6 elébb (egy — mindig van; a + + —-t pedig mindenképp megel6zi
egy — + +).
A valészinliség:

mf,lii,lz,l
nz::32”73n:o n 8" 4



Normalis eloszlas

Valésziniiségi

paradoxonok @ De Moivre 1718: The doctrine of chances.

Csat6 Lehel

Nagy szamok ellentmondasa

@ afej/iras arany konvergal 1-hez
— a kozelitd egyenléség;

s

@ a fej’="iras” esemény valoszinlisége konvergal
nullahoz — a pontos egyenldség.

De Moivre



Normalis eloszlas

Valésziniiségi

paradoxonok @ De Moivre 1718: The doctrine of chances.

Csat6 Lehel

Nagy szamok ellentmondasa

@ afej/iras arany konvergal 1-hez
— a kozelitd egyenléség;

s

@ a fej’="iras” esemény valoszinlisége konvergal
nullahoz — a pontos egyenldség.

n .
lim P(||Fef—1|y <e> =1
De Moivre n—oo n

Iras

illetve
Iim P (nFej - nlras) — 0

n—oo



Normalis eloszlas

Valésziniiségi

EEECMS  De Moivre (1738): ,Merem allitani, hogy ez a legnehezebb
SRR probléma, amit fel lehet vetni a Véletlen Tudoméanyaban...”

Legyen az érme: x, € {—1,1} Ugy, hogy

p(xn=1) =p(xn =—-1)=0.5.
Ekkor a dobas-sorozatok atlaga 0 és szérasa:
og=E [(xn - )‘(n)ﬂ — 1
Ha 6 dobas esetét vizsgaljuk, a lehetséges (fej,érme) parok,

illetve dsszeg:

©g &Y - 09



Normalis eloszlas

Valésziniiségi

RIS A dobasok 6sszege és azok valoszinlisége:

Csat6 Lehel

~10 -8 -6
@ @) &)
510 510 510
p(x) ,
0.4
0.3
0.2
“ 0.1
] —-4.0 -3.0

10
(i0)

210
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Normalis eloszlas

Valésziniiségi

RIS A dobasok 6sszege és azok valoszinlisége:

Csat6 Lehel

-10 -8 -6 ... 10
210 210 2100 -+ 210
p(X) 4
0.4 I 10 kocka
Il 20 kocka
0.3
0.2
» 0.1
i —40 -30 -2 —1 0 1 2 3 4




Normalis eloszlas

Valdsziniiségi

PR A dobasok 6sszege és azok val6szinlisége:

-10 -8 -6 ... 10
210 10 210 - 10
p(X) 4
0.4 EEE 10 kocka

Il 20 kocka
B 40 kocka

De Moivre

-40 -30 -2 —1 0 1 2 3 4 X



Normalis eloszlas

Valdsziniiségi

PR A dobasok 6sszege és azok val6szinlisége:

-10 -8 -6 ... 10
210 210 210 - 10
p(X) 4
0.4 EEE 10 kocka
Il 20 kocka
0.3 B 40 kocka
= o kocka

De Moivre

-40 -30 -2 —1 0 1 2 3 4 X



Normalis eloszlas

Valésziniiségi
paradoxonok

Az eloszlas képlete:

Csat6 Lehel

-40 -30 -2 —1 0 1 2 3 4 X



Normalis eloszlas Matlab

Valésziniiségi
paradoxonok

function [x,y] = moivre(N,style) %% kirajzolni
%% valasztunk parametereket box on; hold on;
if nargin==0; bar (x,y,style);

N = 6; x1im([-4.5,4.5]);
elseif nargin==1; %% tul kicsi ertekek
style="k’; ii = find(y>0.001);

end; x = x(ii);
%% X— es Y- tengely y = y(ii);
x = 0:Nj;
y = zeros(size(x));
for ii=x;
y(ii+1l) = nchoosek (N,ii);
end; [%,y]l=moivre (40,"k’);
petfolre y =y ./ (2°N); };p;i:?ﬁ(Tglgeioﬁji:[:t;]),
X = 2%xX — N,' fclose (h);

x = x/sqgrt (N);
y = y/2%sqrt (N);



Irodalom |

Valésziniiségi

paradoxonok ‘ SZéker J Gébor
ceatotendl Paradoxonok a véletlen matematikajaban.
Irodalom Typotex, 2004.
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