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Célkitlizés




Bevezetd

Egy nemrégiben elért eredményrél

A késébbiekben bemutatott ciklikus gorbék és feliiletek tulajdonsigai az aldbbi
dolgozatra épiilnek.
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Ajénlott bazis
Egy szimmetrikus fiiggvényrendszer szerkesztése
e Tekintsiik a
Vn = (1,cos(t),sin(t),...,cos(nt),sin (nt))

fiiggvényekbdl allé vektorteret (maximélisan n-ed foku trigonometrikus
polinomok tere).
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polinomok tere).
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Ajénlott bazis

A bevezetett fiiggvényrendszer tulajdonsdgai

Tétel
Az elébb értelmezett fiiggvények dsszege azonosan 1, azaz 21220 Bin(t)=1,
vt e R.



Ajénlott bazis

A bevezetett fiiggvényrendszer tulajdonsdgai

Tétel

Az elébb értelmezett fiiggvények dsszege azonosan 1, azaz 21220 Bin(t)=1,
vt e R.

Tétel
A Cn . n -
Bin (t):§(1+cos(t+/)\n)) ,i=0,1,...,2n, (2)

fliggvények egy bazisat alkotjdk a
Vp = (1,cos (t),sin(t),...,cos (nt),sin (nt))

vektortérnek.



Ciklikus gorbék

Geometriai tulajdonsagok

A tovdbbiakban a
2n
g (t) =) Bin(t)-dj, te[-mm], n>1 3)
i=0

n-ed foki ciklikus gérbe tulajdonsagait részletezziik, ahol a dj € R% (6 > 2)
vektorokat kontrollpontoknak, az dltaluk alkotott poligont pedig
kontrollpoligonnak nevezziik.

[alkalmazas|



Ciklikus gorbék

Geometriai tulajdonsagok

Konvex burkolé tulajdonsag

A bazisfiiggvények mind pozitivak és dsszegiik azonosan 1. gy, a
kontrollpontok altal generalt gérbe azok konvex burkdban taldlhaté.



Ciklikus gorbék

Geometriai tulajdonsagok

Konvex burkolé tulajdonsag

A bazisfiiggvények mind pozitivak és dsszegiik azonosan 1. gy, a
kontrollpontok altal generalt gérbe azok konvex burkdban taldlhaté.

Egy adott kontrollpont legnagyobb hatasa

A B; , (t) fiiggvény egyetlen (periodicitdst leszimitva) maximuma a

t = —27i/ (2n+ 1) pontban van, ezért a d; kontrollpont a

gn (—2mi/ (2n+ 1)) gorbepont kdrnyezetében fejti ki a legnagyobb hatdsat.



Példa [alkalmaz&s]

da d, _ d;

1. dbra. A dg kontrollpont transzla-
ci6jabol harom kiilonb6z6 gorbe szér-
mazik. Vegyiik észre, hogy a g (7)
gbérbepont helyzete nem véltozik a
transzformadcié soran

Ciklikus gorbék

Geometriai tulajdonsagok

A gorbe globdlisan viltoztathatd.
Invarians gérbepont egy adott
kontrollpont médositdsaival
szemben

A B; ,(t) fiiggvény a

t =m—2mi/ (2n+1) pontban
tiinik el, igy, a d; kontrollpont nincs
hatdssal g, (7t — 27ti/ (2n+ 1))
gorbepontra. Ez a gérbepont
invaridns a d; kontrollpont affin
transzformacidival szemben.
Ugyanakkor, e gorbepont kivételével
a d; kontrollpont médositdsa a gorbe
minden mds pontjdra kihat, azaz a
gorbe globdlisan véltoztathaté.



Ciklikus gorbék

Geometriai tulajdonsagok

Pszeudo-lokdlis valtoztathatdsag

Ki kell emelniink (féleg nagyobb n fokszamok esetén), hogy annak ellenére,
hogy elméletileg a gorbe globdlisan valtoztathatd, a kontrollpontok médositdsa
ltal kifejtett hatds mértéke nagyon gyorsan csokken a gérbe mads részein.



Ciklikus gorbék

Geometriai tulajdonsagok

Pszeudo-lokdlis valtoztathatdsag

Ki kell emelniink (féleg nagyobb n fokszamok esetén), hogy annak ellenére,
hogy elméletileg a gorbe globdlisan valtoztathatd, a kontrollpontok médositdsa
ltal kifejtett hatds mértéke nagyon gyorsan csokken a gérbe mads részein.

Hulldmzdst csokkenté tulajdonsag

A ciklikus gorbék rendelkeznek a hullamzast csdkkentd tulajdonsdggal is, azaz
barmely hipersik legfennebb annyi pontban metszi a gérbét, mint a
kontrollpoligonjat.



Ciklikus gorbék

Geometriai tulajdonsagok

Ezt a kontrollpont alapu goérbeleirdst valasztva, valtozatos alakzatokat
modellezhetiink.
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Hurkok [alkalmazas]



Ciklikus gorbék

Geometriai tulajdonsagok

Ezt a kontrollpont alapi gorbeleirdst valasztva, vdltozatos alakzatokat
modellezhetiink.

Hurkok [alkalmazas] Csucspontok [alkalmazas]



Ciklikus feliiletek

Tenzor szorzat

e Tenzor szorzat segitségével

2n 2m

szusm Bjm(v), (uv) € [=7m 7] x [=m, 7],

i=0j=

alaku, (n, m)-ed foku ciklikus feliileteket is értelmezhetiink, ahol a d;;
kontrollpontok egy kontrollhdlét alkotnak.



Ciklikus feliiletek

Példa

Tokéletes gomb [alkalmazas]

2. dbra. Egy egzakt gobmb példdul 9 olyan kontrollpont dltal irhaté le, amelyek
koziil 3 egybeesik



Ciklikus feliiletek
Szabadformaju zart feliilet [alkalmazés]

Példa

3. dbra. Egy (7,9)-ed foku szabadformaji zart feliilet

=

DA



Ciklikus feliiletek
Szabadformaju zart feliilet [alkalmazas]

Példa

4. sbra. Egy (4,7)-ed fokd csigaszerii feliilet

=




Ciklikus feliiletek

Geometriai tulajdonsagok

Invarians paramétergorbék egy adott kontrollpont affin transzformacidival
szemben
Ad; (i=0,1,...,2n; j=0,1,...,2m) kontrollpont nincs hatdssal az

s 27 és s 7T 27
ont+1" bt Mt

izoparametrikus gdrbékre, mert B; (7 — 22,,%) = Bjm(m— 2,277%) =0.
Ezt a két paramétergdrbét leszdmitva a dj; kontrollpont médositdsa kihat a
feliilet minden mds pontjara.




Egy zdrt gorbecsaldd egzakt leirdsa
Egy zdrt gdrbecsalad/osztaly

Egy zdrt gorbékbdl 4ll6 osztaly

Olyan zart gorbék, mint az ellipszisek (sajdtsdgosan korsk), epi- és
hipocikloisok, Lissajous-gorbék, térusz csomdk, stb. egy dltaldnos goérbeosztdly
tagjai, amelynek az elemeit az

{ x:[—2m,0] —R%6>2
x(t):[xl(t) X2(t) X5(t) ]T,

alakban adhatjuk meg, ahol

=5 ()] {0 g) @

= Z af,cos (pt—f—wf;) + Z ﬁf’?sin (qt+4’{7),

pEP; qeQ

£=1,2,...,66s P, CN, Q CN* =N\ {0}, a}, B, 95, ¢}, € R.



Egy zdrt gorbecsaldd egzakt leirdsa

Tétel
Tekintsiik a (4) gorbeosztalynak egy x : [—27m,0] — R® elemét. Legyen

n=nmip = max felecPUQ},

vegyiik fel a

d — 727ri 727[/ 727[/ T
=\ o) 2\ Tonyr) o M\ Taona

(i=0,1,...,2n) kontrollpontokat, valamint jelélje g, (t) = 2,220 Bin(t)d;,
t € [—2m,0] az dltaluk meghatdrozott n-ed foki ciklikus gorbét.
Ekkor, a g, gorbe gy (€ =1,2,...,6) koordinatafiiggvénye a

alakra hozhatdé.



Egy zdrt gorbecsaldd egzakt leirdsa

Kovetkezmény
Tekintsiik az

KO =[ x() %) ... %) ], 6>2 te[-2m0],

zdrt térgorbét, ahol

X (t)= ) Ec,[;cos (pt—&-lﬁf;) + ) E{’?sin (qt—i—(f)g) A=1,2,...,9,
pEP; qeQ;

P, C N, Qy C N* =N\ {0} és &ﬁ,ﬁg, ~f;, (f)g € R. Legyen

naninzézringx 5{e\ e€PUQ}.

Ha az el6z6 tételbeli x gorbe eléallitasdban szereplé konstansokat az

af; (n) = S, tpf, (n) = 1,Ef; p € Py,
(ntp)

)

()

B (n) = Bar 9q(n) =g, € Q.

(5)



Egy zdrt gorbecsaldd egzakt leirdsa

Kovetkezmény — folytatds
mdodon vdlasztjuk meg, akkor minden n > np,i, esetén a

27 2mi 2mi T
df_[xl(_2n+1> X2<_2n—|—1) X‘S<_2n—|—1)} (8)

(i=0,1,...,2n) kontrollpontok pontosan az X gérbét generaljdk.
Az is nyilvanvalo, hogy a X gorbét végtelen sok féleképpen elédllithatjuk, mi
tobb igaz

i x (e { (s o vp )}, {(Bsgh )}, ) ==,

hatdrérték is, azaz a (8) kontrollpoligon az X gérbéhez konvergdl, amint n — oo.




Egy zdrt gorbecsaldd egzakt leirdsa
Egy hipociklois egzakt leirdsa

Példa [alkalmazas]

n=64 n=128

5. dbra. X; (t) = 4cos (t) + cos (4t), X2 (t) = 4sin (t) — sin (4t)



Egy zdrt gorbecsaldd egzakt leirdsa
Egy (2,3)-ad rendii térusz csomé egzakt leirdsa

Példa [alkalmazds] [alkalmazas]

6. dbra. X (t) = (2+cos%) cost, % (t) = (2+cos%)sin t, %3 (t) =
sin 4, t € [0,67]



Egy zért feliiletcsalad egzakt leirdsa
Egy zart feliilletekbdl 4ll6 csalad/osztaly

Egy zart feliiletekbdl all6 osztaly

Olyan zart feliiletek mint az ellipszoidok (sajatsdgosan gémbék), téruszok, mas
forgasfeliiletek, Steiner rémai feliilete stb. egy altaldnos feliiletosztdlynak a
tagjai, amely elemeit az

s: [—2rm, 0}‘5 S ROTK, §>2,>1,
-
s(uy=[s1(u) s(u) ... spue(u) ], u=(u1, ..., u),
alakban adhatjuk meg, ahol

s
sp(u) =sp (U- {{(“ﬁj' f)j) }pep@. {(’ng (Pf’j)}qEQéJ} > ©)

j=1
g lj 0j lj lj
:H Z aj cos (puj+¢bj)+ Z B4 sin (quj—l—goqf)
J=1 \ pEPy; qeEQy)

((=1,2,...,6+x) és P; CIN, Q; C N* =IN\ {0}, a, 87, 95, 97 € R.



Egy zért feliiletcsalad egzakt leirdsa

Tétel
Legyen s eleme a (9) feliiletcsalddnak.
Minden j =1,2,...,0 esetén legyen

nj = my, =, max  {ef e e PyuQy}

és képezziik a

L. .12m,2no,...2ns Sx
[dlllz...l5]i1=0,i2=o ‘;AZO S M2n1+1,2n2+1 AAAAA 2n5+1 (]R )

kontrollhdlét, ahol

dijjp iy = [ s(u*) sp(u*) ... s5(u¥) ]T’

N 27ti B 27Tip B 27'[[5 )
N 2nm +1" 2m+1""""" 2n5+1 '




Egy zért feliiletcsalad egzakt leirdsa

Tétel — folytatas
Ugyanakkor tekintsiik az

.....

2 2 20,
Fovn,ns (W) = 150 20 - - K™ Bivumy (U1) Biyny (12) + - Biy g (Ug) diyiy iy

5=

{ fry s [—277,0)° — RITX,

tenszorszorzattal értelmezett zart ciklikus feliiletet.
Ezekkel a beallitasokkal az fp, n,,....n, ciklikus feliilet ¢-ik (£ =1,2,...,0 +«)
koordindta fiiggvénye az

alakra hozhaté.



Egy zért feliiletcsalad egzakt leirdsa

Kovetkezmény
Legyen az el6z6 tételben § =2 és x = 1. Tekintsiik azt az

§(U1, u2) = [ 51 (ul, U2) ) (ul, u2) 33 (ul, u2) } ,(ul, u2) € [—27‘[,0] X [—27‘[, O],

zart feliiletet, az

2
(ww)=]]( ¥ ﬁcf,f cos (pujJrJ;ﬁl) + Y Bgf sin (qujJr(])f;J)) ,
j=1 \ pePy; qeQy;
(10)
(¢=1,2,3) koordinétafi]ggvényekkel, ahol Py CIN, Q; C N* = IN\ {0} és

Ll [j EJ ~€J
&p Pq €



Egy zért feliiletcsalad egzakt leirdsa

Kovetkezmény — folytatds
Legyen

nj>n. = max. {ej| g€ PnUQn}, j=1,2.
Ha az el6z6 tételbeli
T
s(ul, UQ) = [ S1 (ul, u2) S2 (ul, U2) S3 (u1, U2) ]

feliilet el6allitasdban megjelend paramétereket az

2m
of () = B, gE () = U o P i
n—p
a, G _
q(nl)* 2n qrq’q( ):q’qvquflv (12)
(nlfq)
(2n2) 5
w,’ (m) = ( o )&ffv W (m) = 9,2, p € Pp, (13)
n—p
()
Be (m) = BY. 9 (m) = 9¢. q € Qun, (14)

2
("2 ,Eq)



Egy zért feliiletcsalad egzakt leirdsa

Kovetkezmény — folytatds

médon viélasztjuk meg, akkor minden n; > nrlnin és np > nﬁﬁn esetén a
st (—ontt ~ ot
dij, = | =2 _22n?£1 ' _2%321 . (15)
53 *2%171?1'*2?531
(h =0,1,...,2n1, ip =0,1,...,2ny) kontrollpontok pontosan az § feliiletet

generdljak.
Az is nyilvanvald, hogy az § feliiletet végtelen sokféleképpen eldallithatjuk és
igaz a

. . . ) 2,3 \
L dm s ( { @yt o)} A0 e @)}, },-1,“,
=35 (u1, up)

hatarérték, azaz a (15) kontrollhdlé az § feliilethez tart, amikor az n; — oo és
Ny — o0,



Peélda [alkalmaz&s]

Egy zart feliiletcsaldad egzakt leirdsa

n

=2,n,=4

7. dbra. Egy térusz egzakt leirdsa. Megfigyelhetd a kontrollhdlé konvergencidja

=



Megjegyzések
Térgyalt tulajdonsagok. Elényok. Hétranyok
A
Vp = (1,cos (t),sin (t),...,cos(nt),sin (nt))

vektortérnek egy olyan 4j bdzisat szerkesztettiik meg, amellyel végtelenszer
sima (és nem eltiind (parcidlis) derivaltakkal rendelkez®) zart gérbék és
feliiletek modellezésére alkalmas.
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Megjegyzések
Térgyalt tulajdonsagok. Elényok. Hétranyok

A
Vp = (1,cos (t),sin (t),...,cos(nt),sin (nt))
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feliiletek modellezésére alkalmas.

El6nyds tulajdonsdgok

e a ciklikus gorbe/feliilet a kontrollpoligon/h&lé konvex burkdban taldlhato;
e pszeudo-lokalis véltoztathatdsag;

e a kontrollpontokat ciklikusan permutdlhatjuk és az eredeti ciklikus
gorbével /feliilettel megegyezd gorbét/feliiletet kapunk;



Megjegyzések
Térgyalt tulajdonsagok. Elényok. Hétranyok
A
Vp = (1,cos (t),sin (t),...,cos(nt),sin (nt))

vektortérnek egy olyan 4j bdzisat szerkesztettiik meg, amellyel végtelenszer
sima (és nem eltiind (parcidlis) derivaltakkal rendelkez®) zart gérbék és
feliiletek modellezésére alkalmas.

El6nyds tulajdonsdgok

e a ciklikus gorbe/feliilet a kontrollpoligon/h&lé konvex burkdban taldlhato;

e pszeudo-lokalis véltoztathatdsag;

e a kontrollpontokat ciklikusan permutdlhatjuk és az eredeti ciklikus
gorbével /feliilettel megegyezd gorbét/feliiletet kapunk;

e a ciklikus gérbe/feliilet invaridns a kontrollpoligonjénak/haléjanak affin
transzformacidival szemben;



Megjegyzések
Térgyalt tulajdonsagok. Elényok. Hétranyok

A
Vp = (1,cos (t),sin(t),...,cos (nt),sin (nt))

vektortérnek egy olyan 4j bdzisat szerkesztettiik meg, amellyel végtelenszer
sima (és nem eltiind (parcidlis) derivaltakkal rendelkez®) zart gérbék és
feliiletek modellezésére alkalmas.

El6nyds tulajdonsdgok

e a ciklikus gorbe/feliilet a kontrollpoligon/h&lé konvex burkdban taldlhato;

e pszeudo-lokalis véltoztathatdsag;

a kontrollpontokat ciklikusan permutdlhatjuk és az eredeti ciklikus
gorbével /feliilettel megegyezd gorbét/feliiletet kapunk;

a ciklikus gérbe/feliilet invaridns a kontrollpoligonjénak/haléjanak affin
transzformacidival szemben;

fokszam novelés, mely az eredeti ciklikus gérbéhez/feliilethez konvergdlé
kontrollpoligont/h&lét eredményez;



Megjegyzések
Térgyalt tulajdonsagok. Elényok. Hétranyok
A

Vp = (1,cos (t),sin(t),...,cos (nt),sin (nt))

vektortérnek egy olyan 4j bdzisat szerkesztettiik meg, amellyel végtelenszer
sima (és nem eltiind (parcidlis) derivaltakkal rendelkez®) zart gérbék és
feliiletek modellezésére alkalmas.

El6nyds tulajdonsdgok

e a ciklikus gorbe/feliilet a kontrollpoligon/h&lé konvex burkdban taldlhato;

e pszeudo-lokalis véltoztathatdsag;

a kontrollpontokat ciklikusan permutdlhatjuk és az eredeti ciklikus
gorbével /feliilettel megegyezd gorbét/feliiletet kapunk;

a ciklikus gérbe/feliilet invaridns a kontrollpoligonjénak/haléjanak affin
transzformacidival szemben;

fokszam novelés, mely az eredeti ciklikus gérbéhez/feliilethez konvergdlé
kontrollpoligont/h&lét eredményez;

a ciklikus gorbe rendelkezik a hulldmzast csokkenté tulajdonsdggal;



Megjegyzések
Targyalt tulajdonsdgok. Elénysk. Hatranyok
A

Vp = (1,cos (t),sin(t),...,cos (nt),sin (nt))

vektortérnek egy olyan 4j bdzisat szerkesztettiik meg, amellyel végtelenszer
sima (és nem eltiind (parcidlis) derivaltakkal rendelkez®) zart gérbék és
feliiletek modellezésére alkalmas.

El6nyds tulajdonsdgok

e a ciklikus gorbe/feliilet a kontrollpoligon/h&lé konvex burkdban taldlhato;
e pszeudo-lokalis véltoztathatdsag;

e a kontrollpontokat ciklikusan permutdlhatjuk és az eredeti ciklikus
gorbével /feliilettel megegyezd gorbét/feliiletet kapunk;

e a ciklikus gérbe/feliilet invaridns a kontrollpoligonjénak/haléjanak affin
transzformacidival szemben;

o fokszdm ndovelés, mely az eredeti ciklikus gérbéhez/feliilethez konvergdlé
kontrollpoligont/h&lét eredményez;

e a ciklikus gorbe rendelkezik a hullamzast csékkentd tulajdonsaggal;

o szamos klasszikus mérnski alkalmazasban megjelend zart gorbét/feliiletet
egzaktul leirhatunk a segitségiikkel.



Megjegyzések

Térgyalt tulajdonsagok. Elényok. Hétranyok

Hatranyos tulajdonsag

e A minimélis fokszammal leirt kontrollpoligon/halé tavol &ll a
kontrollpontok altal generdlt ciklikus gorbétdl/feliilettdl (de ezen segit a
fokszam novelési eljaras).



Kérdések

Kdszonom a lehetdséget!
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