UNIVERSITATEA BABES-BOLYAT CLUJ-NAPOCA
FACULTATEA DE MATEMATICA s1 INFORMATICA

Proba scrisi a examenului de licents
Specializarea Matematicy

SUBIECTUL I. Algebrx

Sa se arate cj:
1. ¥/2 este numar irational;

2. 1, V2, ¥/4 sunt liniar independente in Q-spatiul vectoria] R;

a 2c 2b
3. Daci determinantul matricei M = (b a 2(:) € M3(Q) este 0, atunci g — b=c=0;
c b a

4. Multimea Q( V2) = {a+b6v2+c¥2 | a,b,c € Q) este subcorp al corpului (R, +,) al numerelor
reale.

SUBIECTUL II. Analizd matematics
1. 84 se studieze monotonia functiei f : (0, +00) = R, f(z) = (1+ )z,

o 24 ¢4
2. Si se calculeze limita lim 1_+_2_+_41’ unde a = —(1 + b)2(1 + @) si0<a<h

n—o0o nlta

3. 58 se demonstreze inegalititile: 2018 *2%/2030 I il W z)zdz < 4036.

SUBIECTUL III. Geometrie

1. In sistemul de coordonate ortonormat zQy se considers, triunghiul ABC' ey varfurile A(1, —-1),
B(-2,1) gi C(3,5). Fie D mijlocul laturii AC

a) Si se determine ecuatia perpendicularei dip varful 4 pe dreapta BD.
b) Si se calculeze aria triunghiului ABD.
¢) S se calculeze tg(—éda{?).

2. Determinati coordonatele proiectiei punctului P(3,-4,-2) pe planul determinat de dreptele

- - 3 -2 -3 3
d: T2 U6 _z43 oy Bt QU8 2t

13 1 —4 13 1 —4

e Nota minimg ce asigurd promovarea este 5,00.
® Timpul efectiv de Jucry este de 3 ore.
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SUBIECTUL I. Algebrs

R s 55 e 2 e (1p)
1. Presupunem prin absurd ci /2 = = €Q, unde I este o fractie ireductibils, adics

m,n € N si S L R (0,5p)

Obtinem m3 = 2n3, deci 2 [ n, de unde m = R O T BN e s e i e s (0,5p)

Inlocuind, obtinem 8mj$ = 273, 4m3 = n3, de unde n = 2n1, cu n € N, ceea ce este in contradictie

cu cmmde(m, n) = 1, deci /3 i e (0,3p)
2. Ardtim ci pentru orice a,b, ¢ € Q, a+bi2 4+ eVd=0=¢g= O Bl oy i e ot 2 (0,5p)

Daci ¢ =0, atunci din 1) rezulti g = p — e R e, s s 5 e st s (0,5p)

Presupunem ¥/1 = 4 4 b¥'2; inmulgind cy /3 obtinem 2 = a{/2 + b¥2 = gp 4 (a+6®)v2 .. ... .. (1p)

Deducem ab = 2, a+b6% = 0, de unde 2 = —b°, ceea ce este contradictie cu 1) ............ ... . (0,5p)
3. Avem det M = ¢3 4 933 +4c® —6abe, cu a, UPRRY Gl sty s s s e (0,5p)

Scriem det A/ = 0; prin aducere Ia numitor comun §i simplificarea factorilor comuni, putem
Presupune ci a,b,¢c € Z s e i e B (0,5p)
Atunci din det M = g deducem @ = 2q; ey @1 € Z; inlocuind, obtinem daj + b3 + 263 + 6aybe =0,

de unde b = 20y cu by Z; inlocuim din nou si analog deducem ¢ — 2cicuc £ Z, ceea ce este

in contradictie cu Bt i R (Ip)
4. Trebuie s4 verificim cg 0,1 € Q(V2) (ceea ce se vede imediat) i pentru orice @ =a+bv2+cy3,

B=x+yy2+:¥1¢ Q(V2) avem o — B.af ale Q(v2) (cu conditia o i |1 B (1p)

Avem o — 8 = (a—:z:)+(b—y)\3/2—+(c—z)\"/tie@(\3/§);

aB = (ax + 2cy + 2bz) + (bz + ay + 2¢2)V2 + (cx + by 4+ az)vi 2 S (0,5p)

Céutdm o~ gyp forma =1 = 4 ¢ YV2+ 294 ¢ Q(V/2); scriem aa-1 — L; din calculul de maj sus
si din 2) deducem sistemul
ar +2cy +2bz =1
br+ay+22: =

T + by + az =
(cu necunoscutele TR o s i e iy sy e (1p)
Determinantn] sistemului este det Ay de la 3); deoarece o # 0, din 3) rezults cg det M # 0, deci
avem sistem Cramer ey solutie unics z,y, » & Q; in concluzie, a~! ¢ QV2). ..o (0,5p)

(Observat;ie. Se poate arita existenta inversej Juj o férd a o calcula efectiy. Considerim functia
[:Q(v2) » Q(v2), f (8) = aB. Aceasts functie este Q-linjary. Deoarece a # 0, se verifics ugor
ca f este injectivi. Deoarece Q(v2) este Q-spatiu finit dimensional, rezults c, [ este si
surjectiva. In particular, existy B € Q(V2) astfel ca f (8)=1)



SUBIECTUL II. Analizs matematics

S e e e e o e (1,0p)
L. Pentru f(z) = (1 + z)* avem f'(z) = F(l+z)2-1 E-0+anQ+oy). (1,0p)
Fie g(z) = 2 — (1+z)In(1+1x), z e i e (0,5p)
9'(z) = -1 +2) <0 pentru z € (o, 08 T =By o 0 861mens oo (0,5p)
9(z) < g(0) = 0 PeLtru z > 0 = f'(z) < 0 pentru g P s s s 5 a5 e ot (0,3p)
[ este strict descrescitoare pe S T N (0,5p)
2. 0<a<b:>f{a)—_—(1+a)£>f(b):(1+b)% ................................................... (0,5p)
B o Bl e o s e A (0,5p)
Aplicim teorema Iui Cesaro-Stolz:
im L +2%4+ ... 42 = B (1“‘+2“+...+(n+ 1}'*)—{1“+2“‘+...+n“)
n—»nolo nlta - n-—Ib{olo (n + l)H'G‘ — nlta
; (n+1) .

" i E L
.................................................................................................. (I,Op)
Aplicdm regula Juj L’Hospital:

o (n+1\* s L

‘s 1550( n ) (1+3)7 1 s (Q+d)ye—g
i & = 1
= xl\f}J(l—i—x)“’“—l‘x\g%)(l+cr)(1+.r)“ l+a
.................................................................................................. (1,0p)
3. Pentru z = [1,2019] avem f(2019) < f(z) < P oot ioevrcs g (1,0p)
f(1) =25 f(2019) = e T oo o consecsssmsn e e e (1,0p)
JE% £(2019)az < I flaidee W0 T (0,5p)
VRS L M SO (0,5p)
Solutie

L. Calculim derivata de ordinul intaj a [uj [ flz) = iz(l + z)=-1 [r-(1+2) In(1 4 z)]. Considersm

i
functia g : [0, +00) 5 R, g(z) =z — (1+z)In(1 +2). Atunci ¢/(z) = — In(1+2) < 0 pentru z ¢ (0, +00)
§i ¢'(0) = 0. Astfe] g este descrescitoare pe [0, +00), deci 9(z) < g(0) = 0 pentru z > 0, de unde rezults
cd f'(z) < 0 pentru « > 0. In concluzie functia f este strict descrescitoare pe (0, +o00).

- Deoarece f este strict descresciitoare pe (0,+00)5i0 < ¢ < b, obtinem cs f (a) = (14+a)s > (b) = (1+b)¢,

Astfel o > =L adicdl+a>p. Acum putem aplica teorema Iui Cesaro-Stolz:

m 1o+2%+ .. 4pe = (1”’+2°‘+...+(n+1)°')~(1°‘+2°‘+...+n“)
n-»n:}o nl+a - n—lilga (n+1)1+a_nl+a

. (n+1)= N
= nliﬁ}c (n+1)+a _piva = L

Folosind regula luj L'Hospital, avem

n+1\% 1 L
L = lim ( ) e = T e
n—oc n (1_'_%)1“'*_1 n—oo (1_{_;1)“'“‘1

[

=1

: T : 1
xh\fclr (1+z)t+e 7 A I+e)(l+z)e = 11 g



3. Deoarece f este strict descrescitoare pe intervalul [1,2019], obtinem cg f (2019) < r () < F (1) p
T € [1,2019]. Atunci
2019 2019 2019
/ £(2019) dz < / f@)dz < / f(1) dz.
1 J1 1

2019
Cum f(1) =24 f(2019) = 20y 2020, rezulti ca 2018 *"{¥/303p < f f(z)dx < 4036.
1

SUBIECTUL III. Geometrie

entru

e e S o s s (1,0p)
L. a) Punctul D are coordonatele rp = TAL0C =2 yp = Bagve - o
r oy 1
Ecuatia dreptei BD este: Ie Yy ll=0& ¢ — PRI - o <oy s v comctiy 3 (1,0p)
Tp yp 1
Panta dreptei BD este mgp = %. Panta berpendicularei din A pe BD este m = —4.
Ecuatia berpendicularei din 4 pe BD este: y—y, = m(z —z,4) & 42 + y—3=0......__ (1,0p)
1 g ya 1 1 i -1 1 11
b) Aria triunghiului ABD egte = ‘|z wyg 1 l=z-1l-2 1 1 1 (1,0p)
2 2 2
Ip Yp 1’ 2 2 1
= 4 =
c) Panta dreptei BC este mgo = A TR T v b 5 S8 e g (0,5p)
Te—zp 5
Panta dreptei ¢'4 este moy = M R e SR s A o 5 S s (0,5p)
A — 2o
3 4
tgBCA = CA —Mpc _ 54 = 1__} ................................................ (1,0p)
1+ch-mBC 182
2. Ecuatia planului determinat de dreptele paralele dy si dy este:
r—r y—y -z
P 71 =0,
TL—=Z3 Y~y 21—z
unde z; = 5, y1=6,2:1=:—3,;c2=2, 2=3, 20 = -3, p; =B,q1=1,r =<4
R T—5 y—6 243
In cazul nostru, ecuatia planuluj este: 13 1 -4 1=0& z— Yy+324+10=0....... . (1,0p)
3 3 0
Un vector normal al planului este 77 = (1,~1,3). Acesta este un vector director al dreptelor
perpendiculare pe plan.
-3 +4 z42
Deci ecuatiile perpendicularei din p pe plan sunt: 11— = -y_—lﬁ i Taa T R————— (1,0p)
Coordonatele Proiectiei lui P pe plan se determing rezolvand sistemul:
-3 _y+4 2+2
N e sk
T—y+3z+10=0p
Obtinem ¢ = —1 $i apoi coordonatele proiectiei sunt : z = 2, Y=-8,2==b. ...coooeieiii . (2,0p)



