BABES-BOLYAI TUDOMANYEGYETEM, KOLOZSVAR
MATEMATIKA ES INFORMATIKA KAR

Zardvizsga, 2017. jilius 3
Matematika szak

I. TETEL. Algebra
Legyen V egy vektortér a K kommutativ test felett.

1. Igazoljuk, hogy ha f : V — V egy endomorfizmusa V-nek, akkor Ker f és Im f részterei V-nek.
2. Tekintsiik az R-feletti V' = R? vektorteret és az f : V — V, f(x1,22) = (221 — m2, —221 + ) fiiggvényt.
a) Igazoljuk, hogy f linearis.

(a)
(b)
)
)

Hatdrozzuk meg az [f]., métrixot, ahol e = (eq, e2) a V kanonikus bézisa.

(c
(d) Hatdrozzunk meg egy-egy bdzist a Ker f, Im f, Ker f NIm f és Ker f + Im f részterekben.

Hatérozzuk meg az [f], , métrixot, ahol v = (vy,v2), v1 = (1,3), v2 = (2, 5).

II. TETEL. Matematikai analizis

1. Jelentsiik ki és bizonyitsuk a pozitiv tagi sorok konvergencidjara vonatkozé (Cauchy-féle) gyokkritériumot!

2. frjuk fel az f : R = R, f(z) = cosx fiiggvényre vonatkozé negyedrendii (n = 4) Maclaurin-sort (Taylor-
sort, az o = 0 pontban, a Lagrange-féle maradékkal), explicitdlva a maradékot is.

3. Igazoljuk a kovetkezo egyenl6tlenségeket: % < fol H%dx < i.

4. Szamtsuk ki: lim, s ﬁ (1 + % +...+ ﬁ)

III. TETEL. Geometria

1. Adottak az A(0,5) si B(4,1) pontok, valamint a (A) : 2 — 4y + 7 = 0 egyenes. Hatdrozzunk meg egy C
pontot a (A) egyenesen gy, hogy az ABC hdromszog egyenld széri legyen, AB alappal.

2. Hatdrozzuk meg a A egyenes egyenleteit, ha tudjuk, hogy dthalad a P(3,2,—1) ponton, és merdleges a
A1 és Ay egyenesekre, amelyeknek egyenletei

r=1-—t,
(A1) qy=2+t,
z=—-24+3t
& 3 1 z+1
r—=3 y—1 =z
(Bz): —5= === —=
Megjegyzés:

e Minden tétel kotelezé. Minden tételre teljes megoldast kell adni.
e Minden tétel kiilon-kiilon osztdlyozva lesz (1 és 10 kozotti egész értékkel). A legkisebb dtmend jegy az 5-0s.
e Munkaidé: 3 éra.
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SUBIECTUL I. Algebra

OfICIU e (1p)
1. Avem f(0) = 0, deci vectorul nul 0 € Ker f gi 0 € Im f; in particular, deducem c& ambele submultimi sunt
LEVIAE. o (0,5p)
Fie o € K si x,2' € Ker f; atunci f(x +2') = f(z)+ f(@') =0deciz+ 2’ € Ker f ............... (0,5p)
si flax) =af(r) =0,deci ax € Ker f. oo (0,5p)
Fie « € K si y,y € Im f; atunci existd z,2’ € V astfel ca y = f(z) si ¢y = f(2'); avem y + 3 =
F@)+ f@)=flz+a') €Im f oo (0,5p)
slay =af(x) = flar) ETm o oo (0,5p)

2. Vom nota x = (z1,22) un vector din V = R? gi avem z = z1e; + 22€2, unde e; = (1,0) si ex = (0, 1).

(a) Fie z,2' € V gi @ € R. Avem f(x +2') = f(z1 + o), 20 + 2b) = (2(x1 + 2)) — (w2 + 5), —2(z1 +

x)) + xo + b)) = (231 — @2, —2T1 + T2) + (2x] — b, =22 + b)) = (fx)+ f(2) (0,5p)
si flax) = f(axy + axs) = (201 — awe, —2011 + axa) = o221 — 29, —221 + 22) = af(z), deci f
este INIAra. ... ... . (0,5p)
. . 2 -1
(b) Avem f(e1) = (2,-2) si f(e2) = (—1,1), deci [fle,e = (2 1 ) .......................... (0,5p)
(c) Matricea de trecere de la e la v este T = <:1,) §>’ detT = 1, deci T este inversabild, T-! =
(‘35 _21> si, In particular, v este intr-adevar bazain V. ... .. .. .. ... i (0,5p)
. 77
Avem [flow =T fle T = LU g (0,5p)
(d) Rezolvarea ecuatiei f(x) = wy In V este echivalentd cu rezolvarea sistemului de ecuatii
2y —
T Y1 Observim ci rangul matricii acestui sistem este rang[f]e .. = 1.
—2z1+ 22 =Y

e Determinarea subspatiului Ker f se reduce la rezolvarea in R? a ecuatiei 2z; — 2o = 0, care are
solutiie z1 = «, 29 = 2, @ € R, adicd x = «(1,2). Deci vectorul v = (1,2) formeazi o bazi a

Tl KT o (1p)
e Pentru determinarea subspatiului Im f trebuie g&siti vectorii y = (y1,y2) pt care sistemul de
mai sus este compatibil. Conditia ca matricea extinsa < 5 _11 yl) sd aiba rang= 1 implica
- 2
y1 = —y2 = o € R, adicd y = a(1, —1). Deci vectorul w = (1, —1) formeaza o baza a substatiului
DI e (1p)
e Fie x = a(1,2) = 8(1,—1) € Ker f N Im. Obtinem sistemul 2a =8 , de unde o = 8 = 0.
a =-—
Rezultd c& Ker f N Im = {0}, baza acestui subspatiu fiind multimea vida 0. ............... (1p)

e Avem Ker f +Im f = {au + fw | a, f € R} este subspatiul generat de u si w. Din cele de mai
sus rezulta ca w g1 w sunt liniar independenti, deci formeaza o baza a lui Ker f + Im f. Deoarece
dimg V =2, deducem ca Ker f +Im f = V. .. (1p)



SUBIECTUL II. Analiza matematica

O CaU . e (1,0p)
1. Enuntul te0oreme . . . ... (1,5p)
Demonstratie .. ... (1,5p)
, (n) (n+1)

2. Formula: f (z) = f(0) + fl(!o)x +...41 n!(O)x” + f(n+1)(|0) e (0,5p)
coszx=1-— ; + % + 4? Sine, cu cIntre 0 1 .ot (1,5p)

3
3.;—%<1C%<§ ............................................................................. (1p)

x X 1 COS T x
P o (5-%)de< fy Etdn < [{ Sdo=d o (1p)
. 1 1 1 _ 1l 4z
41111'1”_) ﬁ(l"‘ﬁ‘i“"ﬁ)—foﬁ .......................................................... (1p)
lim,, 00 ﬁ (1 + % +...+ ﬁ) = (1p)
Solutie

o0
1. Teorema (criteriul radicalului, criteriul Cauchy) Fie > wu, o serie cu termeni pozitivi.
n=1

(a) Dacd existd un numadr real ¢ € [0,1) si un numér natural no astfel incat

(oo}
Yu, < q,Vn € Nyn > ny, atunci seria Z Uy, este convergenta.
n=1
(b) Daca existd un numér natural ng astfel incét
o0
Yu, > 1,Vn € N;n > ng, atunci seria Z u, este divergenta.
n=1

Demonstratie:

(a) Presupunem ci existd g € [0,1) si un numér natural ng astfel incat /u, < g, Vn € N,n > ng, atunci
Uy < g%, Vn € N;n > ng, si

[e’s} no—1 no—1
2 tn= D unt > s Zun+Zq
n=1 n=ng n=ng
no—1 1_(] q€0,1 )”0—1 qno—l
— no—1 7; i
_Zun+q0 kll)n;oliq = Zu”—"_l,QER’

o0
astfel, rezultd cd > wu,, este convergentd (monoton crescitoare i marginita superior).
n=1
(b) Daca existd un numar natural ng astfel incat /u, > 1, Vn € N;n > ny, atunci rezulta cd w, > 1,
Vn € N,n > ng, de unde

n=1 n=ngq n=ng
deci i_o:l u, este divergenta.
2. Se aplica formula:
s =1+ La s 20O T2 e,

unde c¢ se afld intre 0 gi z. Pentru functia f : R - R, f () = cosz, si n = 4 avem:

z? x4 x°
cosr =1— —sinc—

20 4 5!



3 4
T T : T
=3~ 7 + sin cEr de unde,

l—cosz
T 51

3. Folosind dezvoltarea cosx = 1 — 37 + %7 — ..., pentru x # 0 avem
pentru x > 0 avem

4. 1imn%o\/15(1+\}5+...+jﬁ)—nmnqmi< 11+12+...+\/1?>—f01d§—2.



SUBIECTUL III. Geometrie

Lo O G (1Ip)
2. (a) Punctul C se afld pe mediatoarea segmentului AB ........ ... oo (0.5p)
(b) Coordonatele mijlocului C” ale segmentului AB ..ot (1p)
(¢) Ecuatia mediatoarel C'C’ ... .. . (2p)
(A) O = OO N A e e (1.5p)
3. (a) vectorul director vy al dreptel Aq ... (0.5p)
(b) vectorul director vo al dreptel Ag ... (0.5p)
(c) vectorul director v al dreptei A (COLMIAT CU V1 X V) «ontuiniti e (2p)
(d) Ecuatile canoniice ale dreptel A .. ... .. . (1p)

Solutie

1. Daca triunghiul ABC este isoscel, cu baza AB, atunci varful C trebuie sa se afle pe mediatoarea segmen-
tului AB, deci acest punct se afld la intersectia dintre aceastd mediatoare gi dreapta (A).

Pentru a determina mediatoarea, determinidm mai intai coordonatele mijlocului C’ al segmentului AB.
Obtinem, imediat, C’(2, 3). Mediatoarea este dreapta care trece prin C’ si este perpendiculard pe dreapta
AB.

Panta dreptei AB este

:yB—yA:j:_l

kap )
TR — TA 4

ceea ce Inseamna ca panta mediatoarei este k = 1, agsadar ecuatia sa este
(m):y—3=x-2
sau (m):z—y+1=0 In concluzie, coordonatele punctului C sunt date de solutia sistemului
z—4y+7=0,
{x —y+1=0,

adica C = C(1,2).

2. Vectorul director al dreptei Ay este vi(—1, 1, 3), iar vectorul director al dreptei Ay este vo(2,4, —3). Pentru
ca dreapta A si fie perpendiculara pe cele doua drepte date, ea trebuie sa fie perpendiculard pe fiecare
dintre ele, deci vectorul sau director, v trebuie sa fie perpendicular pe v si v, adica sa fie coliniar cu
produsul lor vectorial. Avem

j k
V1 X Vg = -1 1 3 :—15i+3j—6k
4 -3

Asgadar, putem lua ca vector director al dreptei A vectorul v(5, —1,2), prin urmare ecuatiile dreptei sunt

r—3 y—2 z+1
(A): === .
5 1 2



