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Matematika szak

I. TETEL. Algebra

Legyen d € N CZY négvzetmentes termeészetes szdam. [eazoljuk. hogy:

i
2
3.

-C'l

6.
i

A V/d valés szém irracionalis.
Az 1 és Vd szamok lincdrisan figeetlenek a Q test felett; R vektortérben,

AK={x=q+ bVd | a,b e Q} halmaz részteste az (R, +, ) valos szamtestnel.

. Az M = {X = (Z‘ a) | a,be Q} halmaz unitéy reszgyiiriije az (My(Q), +, *) matrixgyiiriinek.

; y : a db e : .
Ha az a,b € Q szdmok nem mindegyike nulla, akkor ay X = (b ) martrix imvertilhaté: ebben ay
D g

esetben szamitsuk ki az X —! inverz matrixot.
(M, +,-) komutativ test.

A (K, +,-) és (M, +, *) testek izomorfak.

Il. TETEL. Matematikaj analizis

1.

2.

Jelentsiik ki és bizonyitsuk a pozitiv tagu sorok konvergencidjara vonatkozg ( Cauchy-féle) gyskkritériumot!

Irjuk fel az f: R — R, f(2z) =sinz figgvényre vonatkozs harmadrendii (n = 3) Maclaurin-sort (Taylor-
sort, az xy = 0 pontban, a Lagrangoe-féle maradékkal), explicitdlva a maraddékot is,

Igazoljuk a kévetkez egyenlitlenségeket: %é < jo SR By o],

i
- Szdmtsuk ki: lim,,_, . (&)™,

III. TETEL. Geometria

1. Szdmitsuk ki az ARBCD rombusz teriiletét, tudva. hogy az A pont koordinits; (0,-1), az &tlék M
metszéspontjanak koordingti (4,4), és az N (2,0) pont rajta van az AB oldalon.
2. Adottak a kdvetkezd egyenesek:
) T+4y—2-3=0, . T+2Y-24+2=0,
(A1) : 1. . sl (Ay): . .
3 —dy —3z4+7=0 T—2y+z4+4=0.
Ellenérizziik, hogy a két egyenes egy sikban van-e,
Megjegyzés:

Minden tétel kitelezs. Minden tétel re teljes megolddst kell adni.

Az irdsbeli vizsga végsd Jegyét a kivetkezd képlet adja: &wﬁuﬂ
A legkisebb dtmend jegy az 5-os.

Munkaidé: 3 éra.
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SUBIECTUL 1. Algebra

1. Presupunem prin absurd ci vd € Q si scriem vVd = o, unde m,n € N* sunt numere naturale relativ
prime, adica commde(m,n) = 1. ..o (0,5p)
Fie p un numar prim ce divide pe d, deci putem scrie d = pd’, unde p1d. Avem m? = n’d = n?pd’. Rezulti

o 9 . 5l 5 ¢ 2 2 D «
cd p | m#, deci p | m, adicd m = pm’, unde m’ € N*. Obtinem p*m’* = n?pd’, de unde pm'* = n2d’, deci

o L L Rl (0,5p)
Dar emmdc(p, d’) = 1, deci p | n, adica n = pn’, unde n’ € N*. Rezultd ci # este divizor comun al lui m
Sl 94, GE0R co e3le 0 BRIEERBIREIR. . ... cconinsonin v sh o5 B0 Sr s msinn o s s T 1 F 5 40 S (0,5p)
2. Fiea,be Quastfel ca a+bvVd = 0. ..o (0,5p)
Daca b # 0, atunci deducem v/d = 7 € Q, contradictie. Deci b = 0 si atunci a = 0, deci 1 i Vd sunt liniar
independente pste Q. ... (0,5p)
B Bvidens, 0, LEK. o iu o on nmmaimsscns o 55 55 i 60 G055 b e 5 ol e nemtmmmssmmin oo 1 o 16 Soetmreiee e s s (0,5p)
Fiex=a+bVd, 2’ =a’ +b/'Vde K. Atunci ¢ — 2/ = (a—a)+b-b)Wde K. ................ (0,5p)

Pentru 2’ # 0 avem
?

2 _ (et WVd)(@ —VVd) _ (ad' = bW'd) + (a'b— at/)Vd

- ERK
! a” — dv'? a® — db'*
(am amplificat cu conjugata lui @), ... (0,5p)
4. Evident, matricca nuld 05 si matricea unitate Iy apartin lui M. ... (0,5p)
a db . a diy — r_ fa—a db-1b)
bleX:(b a)’X = (b’ a’) € M. Atunci X — X' = (bb’ a—a =R, —— (0,5p)
" . ad +db  d(abl + a'b) M 0.5p
LA K" = (d(ab’ dlE)  mal AR & My o snaonio 55 W 94 58 05 B lbmsiemmssin s 08 268 Ser momsnteiie s s o (0,5p)
5. Avem det X = a® — db? = (a + bv/d)(a — bV/d) # 0 dacd a,b € Q nu sunt ambele nule. ............ (0,5p)
s - A | 11 a —db
Folosind formula cunoscuti, avem X ! = Tt (.4 5 @ ) ..................................... (0,5p)
6. Se verifica ugor ca XX’ = X'X pentru orice X, X’ € M, deci din punctul 4. rezultd ca (M, +, -) este inel
COMUGEREIN O IR « v wn oo sommmasmmson s o 45 4% Sed B im By S35 B <25 e A RRE S B 4 450 voomrmtsmtes et et (0,5p)
Din punctul 5. reznlta ca daca 0 # X € M, atunci X! € M, adica orice clement nenul al lui M este
JISEBRILIN. JH 555 65 63 B0 Siomisimaiacs o wn i ol s wimmmmemamriase i S50 w554 e 47 RS Y A W 78 B S 5 (0,5p)
= o g a db
7. Consideram functia f : K — M, f(a+ b/d) = b o f e (0,5p)

a db
b a
DIIGEETE., oc s o e ssvmmminmans 55 oo 635 1oh SvEssioamin B . 30 268 25 5% eSS 8 04 400 200 O AT 2 5 T 5 mrereetsiosaione (0,4p)

: a+a  db+V a db
Pentru orice z,2' € K avem f(z +2') = f(a+a' + (b+ V)Vd) = (b :;__ g:f El +a )) = (b a) +

Evident, pentru orice X = ( ) € M exista unic z = a + bV/d € K astfel ca flx) = X, deci f este

(‘;: db’) = FUE) 4 FIE') oot ee e, (0,3p)

a’
o 7 y aa’ +dbb’  d(ab’ +a'b)\ _ fa db\ {a' db\
gi fzz') = flaa' + bV'd + (a'b + ab')Vd) = (d(ab’ +a't) ad +dbb ) \b a)\V o)
Flao)fla), dec, Fiestermprlism dei@OTPULL.: s w o3 o 5 e fenmumeess s 50 43 1 10 SRR 3 5 2 o s (0,3p)



SUBIECTUL II. Analizi matematici

EHIEINE o s v 5105 45 20 1 5 mimmimsmmmon s s 0 sS85 55 5 54 54 55 o3 8 A s+ St et 1 (1,0p)
1. Enuntul teoremei ... (1,5p)
i R R—————————— 1 (1,5p)
F , ’ 0 (n) i e{n41), .
2. Formula: f (z) = f(0) + Ll(!—)ul E NP ,”!(U"J: f(HH}(f) e . g e i T = (0,5p)
y B = . §
BIAZ =~ Fr + Jroine, ene I 0 618 1 o5 tumunanmns od s e s s rssnn s oo o o sbtens etk o e (1,5p)
@’ sin x
3. lh— ‘3—!.1<'u—_L o e e v o s b 0 8 35 B RS timencn v vl R S 55 55 55 R e s (1,0p)
TS o "o ST e s s 5 s 48 50 e o < s S £ 5 5 5 S e (1,0p)
1 T y
4oz = (&) Inw, = L > Ink lim, o Ing, = [Ul INEBEE S cvsisne. e e 53 0 5 e e 5 oo o 1on s enemoO R (1,0p)
k=1
1 : al\ =
Jop nzde =1 = lithy 0 (#,'T) R S S (1,0p)
Solutie

o0
1. Teorema (criteriul radicalului, criteriul Cauchy) Fie )~ u, o serie cu termeni pozitivi.

n=1
(a) Daca existd un numér real ¢ € [0,1) si un numar natural ny astfel mcat

>

Yty < q,Vn e Non > ny, atunci seria E Uy, este convergenta.
n=1
(b) Daca existd un numar natural 1, astfel incat
oC
YVun > 1, ¥n € N,n > ny, atunci seria g u,, este divergenta.,
n=1

Demonstratie:

(a) Presupunem ca existd ¢ € [0,1) si un numér natural ng astfel incét Wy < g, ¥n € Nyn > ny, atunci
U, < q" Vn € N,n>ny,si

oo mng—1 00 g —1 o0
E Up = § Un + § Uy < § Un + E q" =
n=1 n=1 n=ngy n=1 n=ny

np—1 k np—1 fig—1

1. L —g" 4ejo,1) g™e
— E % g™ i, S SR E thyy, + cR,
k—oc 1 — q 1— q
n=1 n=1

oo
astfel, rezulta ca 3~ u, este convergentd (monoton crescatoare si marginita superior).
n=1

(b) Daca exista un numar natural ny astfel incat ¥/, > 1, Vn € N,n > ng, atunci rezulti ¢ Uy > 1,
V¥n € N,n > ng, de unde

00 Hig—1 00 ng—1 oo
E Uy = 2 Uy + E Up = E U + E =08,
n=1 n=1 n=ng n=1 n=ny

o
deci > u, este divergentd.
n=1

2. Se aplica formula:

7} () 0 (n+1) i
f(z) = f(0)+ jl—([(}):n +...+ ! n!( ):z” + f(n = 1()6!) g,

unde ¢ se afld intre 0 §i z. Pentru functia f: R - R, f(x) =sinx, si n = 3 avem:

.
. i T . 3 .
SiNg =% — —— + —singe, cu ¢ intre 0 si z.
34

2



3. Folosind dezvoltarea scrisa la punctul precedent, pentru z € (0,1) rezulti ¢ € (0,1), de unde, deoarece
sinc € (0,1) avem urmatoarele:

;173+x"_ £3(1 T . )<0
——+ —sine=——{1— Zsine ;
3! 4! 3! 4 ¥
4
e
Iblnc == [,
de unde, rezulta
_ 33 i ozt e
r— 3 < SN =5 E -+ Ebmc <L =
3 a
r°  sinx
11— — & 1 =%

i
1 2 T Bt 1
H:/ 1—“1—) d:r<] bmxdw(/ dip= 1.

18 Jo 3! 0 &r Jo

1 il
A o — (nl\ 7w T R k -
4. Notéand x,, = (_.,,n) yInzy, = o 1.21 In %, de unde

& . nl\ ® 1 1
lim Inz, = / Inzdr = -1 = lim [ — =T .
0

n—oc n—oc \ nt

e . n!
Soluitia a II-a: fic a,, = I s Bl

. Wi ’ n—+ 1) nt . )i . 1 1
lim = = lim -—(—H)—H— =lm ———m= I ———a =,
n—oc @, Tt — OC (.“ L l) ! 1H—00 (u + l} n—roc (J_ =i ,_!) e

rezulta (pe baza unei consecinge a teoremei Cesaro-Stolz)

ok
.“_! n l
lim [ — =
n—oc \ N €



SUBIECTUL III. Geometrie

KRR, o 0 130 20 350 Bosnisenn s o) om0 s s R S B IO TS T, S5 B S e o & (1p)

1. (a) coordonatele lui €', ca simetric al lui A fatd de M . ..oooe e (0.5p)
(b) ecoatia deeptel AN (= ABY. . oo oo s v oo vnummonnsig 558 5 20 i saim s o acs ter Sommsra Smeerm et o e 0.5pt

(¢) ecuatia diagonalei M B, perpendiculard pe AC' ... (1p)

(d) coordonatele lui B, ca intersectie dintre MB §i AN ... (1p)

(e) aria rombului ca dublul ariei triunghiului ABC' ...... ... ... (1p)

2. (a) determinarea unui vector director vy pentru Ay ... (1.5p)
(b) determinarea unui punct M; de pe dreapta Ay ... (0.5p)

(c) determinarea unui vector director Vo pentru Ao ..........oiiei it (1.5p)

(d) determinarea unui punct My de pe dreapta Ao . ....ooooee e (0.5p)

(e) verificarea conditiei de coplanaritate ..................ooooiii i (1p)

Solutie

1. Vom determina coordonatele varfurilor B gi C' ale rombului. Aria acestuia este dublul ariei triunghiului
ABC,

Incepem prin a determina coordonatele varfului C. Pentru aceasta, remarcim ci punctul M este mijlocul
segientului AC, deci avem:

7 = 0¢ - O - 2431 = 2 (08 - OA),

prin urmare
OC = 20M - OA = (8,9)
deci C' = ('(8,9). Aici O este originea coordonatelor.
Cum diagonalele rombului sunt perpendiculare, diagonala M B cste perpendiculara pe AC. Varful B al
rombului se afla la intersectia dintre dreptele M B si AN (= ADB).
Stabilim acum ecuatia diagonalei M B. Aceasta este perpendiculara pe dreapta AC'. Panta dreptei AC

este
_ Yo —ya 9+1

Zo—24 8-0 ¥

kac

= en

prin urmare, panta dreptei M 3 este
A -jl
kymp = 5
agadar ccuatia dreptei M B este

4
(MB): y—4 =- 75(1:74)
sau
(MDB): 4z 4+ 5y — 36 = 0.
Ecuatia dreptei AB (sau AN) este

T a Y — YA
(AB); — = ‘
IN — LA YN — YA

ceea ce ne conduce la
(AB): z—2y—2=0.

In concluzie, coordonatele lui 3 sunt date de solutia sistemului:

4z + 5y — 36 =0,
z—2y—2=0.



: 82 28
Obtinem B = B (ﬁ ﬁ) Prin urmare,
0 -1 1
| 492
Aapep = 2Aapc = } & @ i ==
B I3 13
¥ 9 1

2. Vom determina, mai intai, vectorii directori ai celor doud drepte i cate un punct de pe ficcare dreapta.

Notam cu nyp §i nys vectorii normali 1a planele care determina prima dreapta. Atunei, dupa cum se stie,
orice vector director al dreptei este coliniar cu vectorul nj; X Nyp. Se observa imediat ¢d ny; = (1,4, —1),
n timp ce nyp = (3, ~4, —3), deci

ik
Il11 X N2 = 1 4 —-1| = (—16‘6, ﬁIG),
3 -4 -3

deci putem alege, in calitate de vector director al dreptei A, vectorul v; = (8,—3,8). Se constata, cu
ugurintd, ca punctul A4 (0,1, 1) apartine dreptei A;.

Procedam analog in cazul celei de-a doua drepte. Acum vectorii normali la cele doui plane vor fi
Ioq (1, 2, -*1) 31 nzg(l, "“2.. 1), deci

i k
Nojp X Nogg = (1 2 —1| = (0, -2, —4),
1 -2 1
deci putem alege, in calitate de vector director al dreptei As, vectorul ve — (0,1,2). Se constata, cu

usurinta, ca punctul Ms(—3,0, —1) apartine dreptei As.

- o : o i T i « o w
Dreptele A si Ay sunt coplanare daca si numai daci vectorii vy, v si My Ms sunt coplanari, adica daci

§1 numai daca
(vl,vg,ﬂ-hﬁfg) % g
Dar
, 8 -3 8
(vl.v-g.ﬂflﬂflg): 0 1  B|=d30
-3 -1 -2

deci dreptele sunt necoplanare.



