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I. Algebra

1) a) Jelentsiik ki a részcsoportok jellemzési tételét.

b) Adjunk példét csoportra és ebben adjunk példat részcsoportra és olyan részhalmazra, amely nem részcsoport.
Indokoljuk meg a valaszokat.

2) Az R- feletti R* linedris térben adottak az
A= {(z1,22,23,24) | 21 + 22 + 23 — x4 = 0} és B =((0,1,0,1), (1,0,1,0)).

halmazok.
a) Mutassuk ki, hogy A résztere az R*-nek, amelyet az (1,0,0,1), (0,1,0,1), (0,0,1,1) vektorok generdlnak.
b) Hatdrozzuk meg az A + B és az AN B részterek dimenzigjat és egy—egy bazisit.

II. Matematikai analizis 1
Legyen az f: D —» R, f(z) =1n 1

T .. . o e 2 ‘o .
n fiiggvény, ahol D C R az f maximélis értelmezési tartoménya.
x

a) Hatdrozzuk meg D-t és f(")(z)-et barmely n € N és = € D esetén.

b) Bizonyitsuk be, hogy barmely n € N és barmely = € R esetén
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ahol Ty, 11 f az f fliggvény x¢ = 0 pontjdhoz rendelt 2n + 1-ed rendii Taylor polinomot jeloli.

1—=x .
In T +2sinx
¢) Szémitsuk ki a lim — 12 hatérértéket.
x—0 x

ITI. Geometria

a) Az ellipszis értelmezése. Vezessiik le az ellipszis kanonikus egyenletét.

2,2
b) Az 9% + 5—2 = 1 egyenleti ellipszisen adottak az A(a,0), A’'(—a, 0) rogzitett pontok és az M (xg, yo) valtozé
a

pont. Hatdrozzuk meg az M AA’ hdromszog silypontjdnak mértani helyét amikor M leirja az ellipszist.

IV. Informatika
frjunk programot a Python, C++, Java, C# programozasi nyelvek egyikében, amely:

a) (2p) egy Alkalmazott nevii osztalyt vezet be a kovetkezd privét attribitumokkal: nev karakterldnc tipust,
fizetes valds tipusu és tanulmanyok karakterlanc tipusu. Tovabba, az alabbi publikus metédusokat ad-
juk meg: 1) konstruktor a nev, fizetes és tanulmanyok attribitumok inicializdldsira, 2) getter tipusd
hozzaférési metédusok a nev és tanulmanyok attributumok visszatéritésére, 3) setter tipusi hozzaférési
metédus a fizetes attribatum bedllitdséra, 4) a toString metédus, amely egy alkalmazott esetén az aldbbi
modon kpezett karakterlancot térti vissza: nev fizetes tanulmanyok. Az Alkalmazott osztaly tanulmanyok
attribituma a kovetkez$ harom érték egyikét veheti fel: “Felsofoku”, “Kozepfoku”, ”Alapfoku”.



b)

(1.5p) Adjunk meg egy AlkalmazottakListaja osztilyt az aldbbi privat attribdtumokkal: 1) alkalma-
zottakSzama egész tipusu, 2) alkalmazottak, melynek tipusa Alkalmazott elemekbdl allé tablazat, és a
kovetkezd publikus metédusokkal: 1) egy paraméter nélkiili konstruktor, 2) a hozzaad metédus amely egy
paraméterként megadott alkalmazottat ad hozzd az alkalmazotiak tablézathoz, 3) az elementAt met6dus,
amely egy adott, paraméterként specifikalt, pozicién 1év6 alkalmazottat térit vissza, 4) a getAlkalmazot-
takSzama() metédus, amely a tdbldzatbeli alkalmazottak szédmat adja vissza.

(1.5p) Vezesstink be egy fiiggvényt, amely egy AlkalmazottakListaja tipust listat hoz létre és térit vissza,
az alabbi harom alkalmazottal: egy “"Kozepfoku”, egy “Felsofoku”, illetve egy “Alapfoku” tanulmanyokkal
rendelkezovel.

(1.5p) Vezessiink be egy fiiggvényt, amely egy AlkalmazottakListaja tipusi listat kap paraméterként és az
osszes "Kozepfoku” tanulményokkal rendelkezé alkalmazottnak a fizetését megemeli 10%-al.

(1.5p) Vezessiink be egy fliggvényt, amely egy AlkalmazottakListaja tipusi listat kap paraméterként és az
Alkalmazott osztaly toString metédusanak meghivésa altal kiirja a lista tartalmét.

(1p) A program f6 fliggvényében hozzunk létre egy alkalmazottakbdl 8116 listdt a ¢) pontban megadott
fiiggvény meghivasa dltal, {rjuk ki az alkalmazottak listdjdt az e) pontban megadott fiiggvény meghivéisa
altal, alkalmazzuk a fizetésemelést a d) pontban megadott fiiggvény meghivasdval, végil irjuk ki 4jbdl az
alkalmazottak listdjdt az e) pontban megadott fiiggvény meghivasaval.

Megjegyzések:

Minden tétel kotelezo. Minden tétel esetén kérjiik a teljes megoldasokat.
Atmeno jegy az 5-0s dltaldnos.

p 2 1

Altaldnos= g(JegyI. + Jegyll. + JegylIl.) + gJegyIV.

Munkaidé 3 éra.
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SUBIECTUL I. Algebra

L0103 1 pt
1) a) Teorema de caracterizare a subgrupului - enunt . .........o.iuiiii 0,5 pt
b) EXemplu de SIUD .. .outnt ittt 0,5 pt
Exemplu de SUDGIUD ..ottt 0,5 pt
Exemplu de submultime care nu este SuUbGrUD .. ...ttt e 0,5 pt
JUS I CATE . oo 1 pt

Observatie: Pentru exemplele care sunt construite in asa fel incat sa nu fie necesare demonstratii ulterioare,
se acordd punctajul complet (2,5 pt). O astfel de situatie ar fi: In grupul aditiv (Z,+) al numerelor intregi,
subgrupul nul {0} este subgrup (ca, de altfel, in orice grup), iar din teorema de caracterizare de la a) rezulta
ca multimea vida nu este subgrup.

2) a) Folosim faptul c& subspatiul generat de o (sub)multime nevidd este multimea tuturor combinatiilor liniare
de elemente din aceasta multime si avem:
A= {(171, To,X3,T1 + T2 + Ig) | x1,T2,T3 € ]R}

= {‘Tl(lv 0,0, 1) + 332(()’ 1,0, 1) + 1’3(0, 0,1, 1) | Z1,T2,23 € R}

= ((1,0,0,1), (0, 1,0, 1), (0,0, 1,1)) +veeee e e e 2 pt
b) dim A =3, dim B = 2ttt 1pt
dim(A+ B) este rangul matricii formate cu vectorii (1, 0,0, 1), (0,1,0,1),(0,0,1,1) si (1,0, 1,0) (care sunt vectorii
din reuniunea celor doué baze, a lui A si a lui B).

Prin urmare dim(A + B) = 4 si cei 4 vectori formeazd o baz& ......... ... . . i 1 pt
dim(ANB) =dimA+dimB —dim(A+ B) = 1 ... 1pt
(0,1,0,1) € AN B, in consecintd formeazd 0 bazd I AN B ...ttt 1pt
SUBIECTUL II. Analizad matematica
10 1<) L 1 pt

a) D= (-1,1)si f'(z) = =2 2 _ 1 ! oricare ar iz € D 1 pt

= , S _1—£21_$2—1_x—i1 1 OHeeAar e M p
1" —1)! 1" —1)!
Intuirea formulei ™ (z) = )" =D (D" (= 1) oricarear ix €D ........ ...l 1 pt
(z —1)" (z+1)"
si demonstrarea acesteia prin INAUCHIE .. ... ...t 2 pt
M) () — (— 1V (o V1V — 1] — 0 daca n este par

b) f(0) = (-1)"" (n = D!(-1)" = 1] { —9(n—1)! daci n este mpar, T 1pt

— fE(0 p2k+1 ~ —2(2K)! g — 2P
0)=0 = (1o, = Rl = 2N 1pt
£(0) (Tons1f) (@ Z 2k+1 Z(Qkﬂ)!x 2 5T P

=0 k=0 k=0
¢) Din teorema 2.2.2 din manual rezulta ca
Ini=2 4 2z —|—
lim - 1z R =Q
z—0 x
Ini=z 4+ 22 2
deci lim Hﬁi = (L) e 1 pt

x—0 xS 3



Se stie ca

.TS $5 x2n+1

<T2n+1 sin)(z) =z — e + o — (="

deci (aplicand din nou teorema 2.2.2 din manual)

Q(Sinx—x—l—%)

L
. 2sinz — 2z 1
de unde ili)% — 5 — 3 (2) o 1pt
1—x L

Prin adunarea relatiilor (1) si (2) obtine ig% w = —; - é =—1 1pt
SUBIECTUL III. Geometrie Oficitl ...... ..o e e 1 pt
a)
— DefiNitia €lIPSEI . .« ottt 1pt
— Alegerea sistemului de coordonate . ...... ... e 2pt
— Deducerea eCuaiel . ... ...t e 2pt
b)
— Determinarea centrului de greutate al triunghiului MAA" ................ S R RRREEE 2pt
— Determinarea locului geometric. Locul geometric este elipsa de ecuatie: (f())Q + % =1 ... 2pt
SUBIECTUL IV. Informatica ’ ’
L0 1) L 1 pt
a) Definirea clasel ANGAjat ... ... 2 pt
din care
—ABTIDULE .ot 3% 0.25 =0.75 pt
017076 1 5%0.25=1.25pt
b) Definirea clasei ListaDeANGAJAtE .. ..o .ttt 1.5pt
din care
— AT DUbE . 2%0.25=0.5pt
170 T L 4*%0.25 = 1p
¢) Construirea listel de angajatl .. .. .....o.out it 1.5p
din care
—antet MEtOda . ... . 0.5pt
0.75p=3%0.25 —pentru fiecare angajat Creat ..............oueeeentieor e, 0.75p=3%0.25
—returnare rezultat .. ... - 0.25p
d) Functia de aplicare a maririi Salariale .. ...........o.ouieit it 1.5p
din care
antet IEOdA . ... o 0.5pt
- implementare MEtOAA . ... ...ttt e e e 1pt
e) Functia de afigsare lista de angajatfi ..........o.ouiuon it e 1.5p
din care
—antet MetOdA ... .. 0.5pt
—implementare MeEtOAA ... .. ...t e 1pt
f) Functia principald . ... ... 1pt
din care
S HIECATE APEL. ..t 4*0.25 pt.

Nota.

e Orice alta solutie corecta va fi punctata corespunzator.

e Toate subiectele sunt obligatorii. La toate subiectele se cer rezolvari cu solutii complete.

e Media lucrarii se calculeaza ca si medie ponderata: % Media aritmetica a notelor de la cele trei subiecte de
Matematica +%~ Nota de la subiecul de Informatica.



e Pentru o lucrare, nota minima ce asigura promovarea este 5,00.
e Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.



