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Concurs MATE-INFO UBB - 6 aprilie 2019
Proba scrisi la MATEMATICA

NOTA IMPORTANTA:

1) Problemele de tip grild din Partea A pot avea unul sau mai multe raspunsuri
corecte, care trebuie indicate de candidat pe formularul special de pe foaia de
concurs. Notarea subiectului de tip grila se face conform sistemului de punctare
partiala din regulamentul concursului.

2) Pentru problemele din Partea B se cer rezolvari complete scrise pe foaia de
concurs. Acestea sunt evaluate in detaliu conform baremului.

PARTEA A

1. (6 puncte) Fie functia f : R — R definita prin f(z) = 22 + 2(a — 1)z + a — 1, unde
a € R. Ecuatia f(z) = 0 nu are nicio solutie reala daca

aE(l,%); ae(—oo,l); ae(O,l); @ae(%,2).

2. (6 puncte) Numirul termenilor rationali ai dezvoltarii (v/3 + ¥/3)° este

3; 6; O; @2.

3. (6 puncte) Fie sistemul de ecuatii cu coeficienti reali

z + ay + 2z = 1
zr + y + az = 1
r + y + z = a.

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
Exista un singur a € R astfel incat sistemul sa aiba o singura solutie.
Exista un singur a € R astfel incat sistemul sa aiba mai multe solutii.
Exista un singur a € R astfel incat sistemul sa fie incompatibil.

@ Daca sistemul are o singura solutie, atunci y nu depinde de a.

4. (6 puncte) Daca x1,x2,x3 € C sunt radacinile polinomului
f=X34+2X?+3X +4€R[X]
§ia:xi%+%+;%,atunci

a1 Bl -2 Cla-

5. (6 puncte) Limita lim z(m — 2arctg x)
T—r00

este egala cu 1; este egala cu 2; este mai mare decat 7 ; @l nu exista.

; @a:—%.

O~



" +

6. (6 puncte) Fie f: R\ {—1} — R functia definita prin f(z) = lim 27”%, unde n € N.
n—oo <" 4+ 1

Atunci

functia f este continua in 0;

functia f este continua in —1;

limita la stanga a functiei f in —1 este egala cu 0;

@ functia f nu este continua in 1.

7. (6 puncte) Fie [ : (—oo0, —1]U[1,00) — R functia definita prin f(z) = (2o — 7)V22 — 1.
Atunci

f poseda un singur punct de extrem local ;

f poseda trei puncte de extrem local ;

f este strict crescatoare pe (—oo, —1];

@ f este strict crescatoare pe (—oo, —1] U [2,00).

/2
8. (6 puncte) Valoarea integralei / cosz - In(1 + cosx) dx este
0

T T T
e nfs a5 o
9. (6 puncte) Daca punctul A(2,3) este piciorul perpendicularei coborate din origine pe o

dreapta d, atunci ecuatia dreptei d este

[A]22—3y+5=0; [B|3z—2y—17=0; [C|3z+2y—13=0; [D]22+3y—13=0.

10. (6 puncte) Multimea solutiilor ecuatiei sinx 4 cos® x = cos  + sin® z este
{5k ez}

B {Z + kn|k € Z} U{Z + kn|k € Z};

[Cl{tr|k e ZY U{Z + kr|k € Z};

D] {&|k € 2} U {Z + 2kx|k € Z}.

PARTEA B
1. (10 puncte) Se considers inelul (Z[v/2], +, ), unde Z[v2] = {a+bv2 | a,b € Z}. Pentru
orice * = a + bv/2 € Z[/2], se noteaza T = a — by/2. Fie functia f : Z[v/2] — Z definita prin
flz)=2-z.
(a) S& se arate ca f(z1 - 22) = f(z1) - f(22) pentru orice x1,z2 € Z[V/2].
(b) Sa se arate ci dacd € Z[v/2] este inversabil, atunci f(z) € {—1,1}.
(c) Este inelul (Z[v/2],+,-) corp? Justificare.
2. (10 puncte) Sa se determine asimptotele functiei f : R — R definite prin
2
¢ — 3T

flo) = Tt

3. (10 puncte) Intr-un patrulater convex ABCD fie E si F mijloacele diagonalelor [AC] si

respectiv [BD]. Daca AEF = AD — BC , atunci sa se demonstreze ca patrulaterul ABCD este
un paralelogram.

NOTA:
Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
Timpul efectiv de lucru este de 3,5 ore.



Raspunsuri si solutii
PARTEA A

Raspunsuri la probleme:

1. [A|[D]; 2.[A]; s8.[B][D]; 4.[D]; s5.[B][C];
6. [Al[c][D]; 7. [B][Cc]; 8.[A]; 9.[D]; 10.[C]
Solutii la probleme:

1. Ecuatia f(x) = 0 nu are nicio solutie reals < A = 4(a—1)?>—4(a—1) = 4(a—1)(a—2) < 0
< a€(l,2).

2. Termenul general al dezvoltarii este

Tior = Clv37F 93" = ch 37535, ke fo,...,19).

Atunci T4 este rational < k € {0,...,19}, 3|k 1 2|(19 — k) < k € {0,3,6,9,12,15,18} si
2|(19 — k) < k € {3,9,15}. Deci numarul termenilor rationali ai dezvoltarii este 3.

3. Notand cu A matricea sistemului, avem det(A4) = (a—1)2. Deci det(A4) = 0 daca si numai
daca a = 1. Distingem urmatoarele doua cazuri:

e Daca a = 1, atunci sistemul este echivalent cu ecuatia x + y + 2z = 1, deci are o infinitate

de solutii.
1 1 1
e Dacil a # 1, atunci sistemul are o singura solutie. Avem Ay, ={1 1 1| = —(a—1)? deci
1 a 1
Y= %&» = —1 nu depinde de a.
4. Din relatiile lui Viete, 1 + x2 + x3 = —2, 2122 + 2123 + xox3 = 3 §i x1x203 = —4. Deci
0 i+i 1 _ z323 + 2222 + 23ad
x% x% x% ($1552333)2
_ (129 + 2173 + T2w3)? — 2032073 — 2217375 — 2712003
(z12973)?
B (1311’2 + x123 + {L‘21L'3)2 — 21311’21’3(1’1 —+ o + 1‘3) . _l
(z17273)? 16°
5. Aplicand regula lui ’'Hépital, avem
— 2arct 222
lim x(7m — 2arctgz) = lim w = lim QL = 2.
T—00 T—00 ES z—oo 4 + 1

x

6. Daca = € (—1,1), atunci li_>m " =0, deci f(x) = x. Evident f(1) = 1. Daca |z| > 1,
n—oo
atunci . .
f(z) = hmw: im 71’"1:0.
n—oo 21" 4 1 n—oo (1 + ﬁ)

Prin urmare
0, daca z < —1
f(z)=1< =z, daca —1<z<1
0, daca = > 1.



7. Functia f este continua pe (—oo, —1] U [1, 00) si derivabild pe (—oo, —1) U (1,00). Pentru
orice z € (—oo0, —1) U (1, 00) avem
r(2x —7) 4x® —Tx -2

") =2vVz2 -1 =
F@) x2—1 2 —1

Radacinile ecuatiei f/(x) = 0 sunt —1/4 gi 2, iar tabelul care sintetizeaza variatia lui f este
prezentat mai jos.

T —00 -1 1 2 +00
F@ + + + [ 111 - - 0 + + +
f(z) S0 0NN 3V S

Din tabel rezulta ca —1 gi 1 sunt puncte de maxim local pentru f, in timp ce 2 este punct de
minim local pentru f. De asemenea, din tabel rezulta ca f este strict crescatoare pe (—oo, —1],
dar nu este strict crescatoare pe (—oo, —1] U [2, 00).

8. Avem

w/2 /2
/ cosz - In(1 + cosz)dx = / (sinz)"In(1 + cosz) dx
0 0

/2 /2 gin? x /21 — cos?x

+/ dm—/ Locose
0 o l+cosz 0 1+ cosx
/2 7

w/2
/0 (1 —cosz)dxr = (z —sinx) . 5

=sinzIn(1 + cosx)

9. Panta dreptei OA este mpa = %, deci panta dreptei d este mg = — = —

moa
ecuatia dreptei d este d: y — 3 = —%(m —2), adica d : 2x 4+ 3y — 13 =0.
10. Solutia 1. Avem:

Astfel

wino

sinz + cos® r = cosx + sin® 2 < cos® x — sin® z = cosz — sinz <

& (cosz — sinz)(cos? z + coszsinz + sin® z) = cosz — sinz <
& (cosx —sinx)(1l + coszsinz) = cosx — sinz <
& (cosx —sinx) coszsinx = 0.

Cazul I. cosx —sinz =0 & cosz =sinz & x € {§ + knlk € Z}.
Cazul II. coszsinz = 0 & x € {&|k € Z}.

Deci multimea solutiilor este M = {%’r‘k € ZyU{F + kr|k € Z}.
Solutia 2. Avem:

sinz + cos® x = cosx + sin® z & sinz(1 — sin? ) = cos (1 — cos? z) &

& sinz cos? = cos xsin’® x < sinz cos z(cos x — sinx) = 0.

Multimea solutiilor se obtine ca mai sus.



PARTEA B

Solutii la probleme si barem:
1. (a) (3 puncte) Pentru orice x1, 2o € Z[v/2], avem

f(xr-a2) = (21 - 22) - (T T2) = (21 - 22) - (T1 - T2) = (21 - T1) - (22 - T2) = f(21) - f(22),

deoarece inmultirea elementelor din Z[v/2] este comutativa.

(b) (1 punct) Deoarece x € Z[\/2] este inversabil, exista 2’ € Z[v/2] astfel ca z -2/ = 1.

(2 puncte) Deci f(z) - f(2') = f(x-2') = f(1) = 1 conform pct. (a).

(1 punct) Deoarece f(z) € Z, rezulta ca f(z) € {—1,1}.

(c) (3 puncte) De exemplu, fie z = 2 + /2 € Z[/2]. Atunci z # 0 nu este inversabil
conform pct. (b), deoarece f(x) =2 ¢ {—1,1}. Deci (Z[v/2],+,-) nu este corp.

2. (0,5 puncte) Deoarece functia f este continua pe R, ea nu are asimptote verticale.
(0,540,5 puncte) Avem
lim f(z) =00 gi lim f(z)= o0,
r—r—0o0

T—00

deci f nu are asimptote orizontale.

Avem 2 3
2 (1— 2=
(1,5 puncte) m; = lim f(z) — lim ( 2) _,
T—00 I T—00 2.1 N 1
CEQ
2 2
(2 puncte) ny = lim (f(:z) _x) — lim X T x\/ﬁ
_ T o 5
= m;gn; (z—3 2?4 1)
22 —6rx+9—a2—1 . ;p(_6+%)

= lim = lim = -3.

T—00 $—3+1/$2+1 m—>oox<1_%_’_ /1+9%2>

(1 punct) Prin urmare, dreapta y = x — 3 este asimptota oblica spre +oco la graficul lui f.
De asemenea,

f(z) 2® (1-3)

(1 punct) my= lim 2 = lim —— 2L — ]

—— ——
T co X T 00—1‘2 /1_’_117712

2 /22

-3 1

(2 puncte) ny = lim (f(z)+2z)= lim i T vt
T——00 2 +1

— i _ 2 4
= Jm o =8 V)

2 | —6+8
= —lim Z 6;”9 Z — = Jim t(6+:)  _y
T—00 — 3 _ T—00 3 / 1
X T4+ T (1 - + 1 + P)
(1 punct) Prin urmare, dreapta y = —x + 3 este asimptota oblica spre —oo la graficul lui f.

Observatie. Stabilirea existentei asimptotelor oblice urmata de concluzia ca f nu are asimp-
tote orizontale atrage obtinerea punctului aferent calculului limitelor lui f la 4oo.



3. Punctul F este mijlocul segmentului [BD], deci EF = %(Eg+E—5) (2 puncte). Analog,

punctul £ fiind mijlocul lui [AC] avem ca BE = %(B—}H—B?) (2 puncte) si DE = %(ﬁ%—m)
(2 puncte).
Astfel

EF = %(E + CB +E + C"ﬁ) (1 punct)
Pe de alta parte conform ipotezei
\BF — 4D B - D + P,

Deci AB + CD=0 (1 punct), adica AB = DC , ceea ce Inseamna ca patrulaterul ABCD este
paralelogram (2 puncte).



