UNIVERSITATEA BABES-BOLYAI CLUJ-NAPOCA
FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA

Concurs MATE-INFO UBB, 25 martie 2018
Proba scrisd la MATEMATICA

NOTA IMPORTANTA:

1) Problemele tip grila (Partea A) pot avea unul sau mai multe raspunsuri corecte.
Acestea trebuie indicate de candidat pe foaia de concurs. Obtinerea punctajului aferent
problemei este conditionata de identificarea tuturor variantelor de raspuns corecte si
numai a acelora.

2) Pentru problemele din Partea B se cer rezolvari complete pe foaia de concurs.
Acestea sunt evaluate in detaliu conform baremului.

PARTEA A
1. (5 puncte) Functia f: R = R, f(z) = —422 + 20z — 25 are:
un maxim strict mai mic ca 0; [B| un minim negativ; |C| un maxim egal cu 0; @ un minim egal cu 0;

un maxim strict mai mare ca 0.

2

2. (5 puncte) Consideram functia f : R - R, f(z) = T+

functia f admite o asimptota oblica; [B| functia f admite asimptota orizontala atat spre +oo
cat gi spre —oo; |C| functia f nu are nici o asimptota verticala; @ -1 < f(x) <1,Vx € R; [E f este o
functie monotona pe R.

3. (5 puncte) Daca a,b € R, atunci numarul complex a + bi este nenul daca si numai daca:
a-b £ 0; Bl a® + b £ 0; numerele a $i b nu sunt simultan nule; @ a=>b#0;EabeR\{0}.

4. (5 puncte) Daca sina +sin 8 = a si cosa + cos 5 = b, atunci

_ _ _ — 212
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—2
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;cos(oz+6):a2+b2—2.

5. (5 puncte) Valoarea limitei lim (1 + sin %)n
n—oo

nu exista; [B| este %; este e @ este v/e; [E este 2e.

6. (5 puncte) Se considera punctele A(0,0), B(21,0),C(0,21). Cate puncte cu ambele coordonate
intregi sunt in interiorul triunghiului ABC?

242; [B| 190; [C] 231; D] 210; [E] 284.

PARTEA B

1. FieG:{AeMz(R)\detA#O}@iH:{<(1) (11>

a) (4 puncte) G este parte stabila a lui M3(R) in raport cu inmultirea matricelor;
b) (5 puncte) (G, -) este grup (unde cu - s-a notat operatia indusa de inmultirea matricelor

a € R}. Aratati ca:

pe G);
c) (8 puncte) (H,-) este un subgrup al lui (G, -) si este izomorf cu grupul aditiv (R, +) al
numerelor reale.

d) (8 puncte) Fie A = ( L a

01 ) € H si n € Z un numar intreg. Sa se calculeze A™.



2. a) (5 puncte) Fie ABC un triunghi oarecare. Demonstrati ca pentru orice punct M din
planul triunghiului avem relatia

AL -CM + AC - MB + AM - BC = 0.

b) (10 puncte) Rezolvati ecuatia
4sin233 + 43—sin2z — 65, reR.

3. Consideram functia f : R — R definita prin relatia

—2?, z<1
rx—2, z>1

fz) =

a) (6 puncte) Determinati punctele de extrem local ale functiei f.
b) (7 puncte) Determinati primitivele functiei f.

2
¢) (7 puncte) Calculati [ f(z)dz.
0

NOTA:
Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.



BAREM DE CORECTARE

PARTEA A
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PARTEA B

1. a) ABeG < detA#0+#det B= det(AB) =det A-det B #0

S A € G oot 4p
b) Stiind ca inmultirea matricelor e asociativa, din proprietatea precedenta rezulta

VA, B,C e GC MaR), (A-B)-C=A-(B-C) (I G) ervririiiiiiiiiiiiiiiiiiin. 1p
Cum Iy = < (1) 1 ) are determinantul 1, se deduce ca Iy € G si este element unitate in (G,-) ... 2 p

Pentru orice A € G, det A # 0, deci existd A~}
prin urmare existd A~! € G astfel incat A- A~!

det I; = det A - det(A~!) = det(A™!) # 0,

sil=
= A~!'. A = I, ceea ce completeazi demonstratia

faptulul CA G €STe GIUP . ..ottt e e 2p
c) Cum (1) Cll ' =1, Va € R, H este o submultime nevida alui G (Io € H), ..., 1p

care este parte stabila in raport cu - deoarece

1 a 1 6\ (1 a+b
BT N A T S P .

si pentru orice a € R inversa matricei ( (1) (11 ) este < (1) _f > eEH . 2p
Functia f: R — H, f(a) = ( (1) Cll ) este, conform (1), morfism de la (R, +) la (H,-) ........... 2p
Scriind definitiile injectivitatii si surjectivitatii, rezulta imediat ca f este bijectiva ............... 2p
d) Intuirea faptului ca A™ = < é nla > , Y E N 2p
Demonstratia prin inductie a faptului ca A" = ( é nla ) SV EN . 4p

Dacid m € N* atunci A™™ = (A=) = < L m(=a) > = ( L (=m)a ), ceea ce completeaza

AEMONSETALIA. . . .ottt e e 2p
2. a) (5 puncte)

(i) Descompunerea lui OO0 oo 1p
(ii) Descompunerea lui MIB e 1p
(iii) Descompunerea lui BO o 1p
(iv) Inlocuirea in fOrmuli. . ........... oo oo 1p
(v) Efectuarea calculelor si rezultatul final. ... ... . .. ... 1p

2. b) (10 puncte)

(1) Notatia 452 = £ e 2p

(ii) Deducerea ecuatiei de gradul al doilea In expresia Ceruta ...............ooevuiiiiiinennn... 2p



(iii) Rezolvarea ecuatiei de gradul al doilea ........... .. ... i i
(iv) Eliminarea solutiel t = 3 .. ... ..

(v) Solutia finala . ... ... o

3. a) (6 puncte)

(i) Determinarea punctului @1 = 0 ... e
(ii) Demonstrarea faptului ca 1 este maxim local ........ ... ... i i
(iii) Studiul punctulul Ta =1 ...

3. b) (7 puncte)

(i) Determinarea primitivelor pe intervalele (—00,1) g1 (1,00) «.ouvuiiiiiii ...
(ii) Determinarea relatiei intre cele doua constante ................cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiin...
(iii) Forma finala a primitivelor ... ... ... ..

3. ¢) (7 puncte)

(i) Calculul valorilor F'(0) 1 F'(2) . uurnii it
(ii) Folosirea formulei Newton-Leibniz ............ oo
(iii) Rezultatul final . ... ... .

NOTA: Orice altd solutie corectd va fi punctatd corespunzator.



Raspunsuri si solutii
PARTEA A

1. |d; 2. B,[d, D} 3. [B, [} 4. [Al, D}; 5. [C; 6. B

PARTEA B

1. a) A, B € G, deci det A # 0 # det B si astfel det(AB) = det A - det B # 0. In consecintd AB € G.
b) Stiind ca inmultirea matricelor e asociativa, din proprietatea deja demonstrata rezulta

VA,B,C e GC M3(R), (A-B)-C=A-(B-C) (in G). Cum I, = ( (1) (1) ) are determinantul
1, se deduce ca I € G. Astfel I5 este element unitate si in (G, ). Pentru orice A € G, din faptul ca
det A # 0 rezultd ci existda A~!, iar din relatia 1 = det I = det A - det(A™!) deducem det(A~1) # 0,

prin urmare A~' € Ggi A- A7 = A71. A =I5, deci (G, -) este grup.
=1, Ya € R, H este o submultime nevida a lui G (I € H). Pe de altd parte

c)Cum‘é Cll

Va,b € R, Loan (1 b = L a+d € H, deci H este parte stabila in raport cu operatia
01 01 0 1
—a

1 1
7.7 Pentru orice a € R inversa matricei ( 0 ClL ) este ( 0 1

) € H, deci H este un subgrup
1 a
0 1

vmbeR,<é f)-(é ?)-—(é atb>. (1)

f este injectiva si surjectiva, deci f este o bijectie. Astfel (R,+) este izomorf cu (H,-).
d) Demonstram prin metoda inductiei matematice ca

n_ (1 na «
A —<0 1>,Vn€N.

al grupului (G,-). Mai mult functia f: R — H, f(a) = < ) este morfism de la (R,+) la (H,-)

deoarece

. oy o . 1 .
Pentru n = 1 proprietatea este adevarata. Daca m € N* gi A™ = ( 0 n;a > , atunci

1 ma 1 a 1 (m+1a
mAl _ gm 4 _ . _
== 1) (o )= (0 T,

deci relatia este adevarata si pentru m + 1. Astfel pe baza principiului inductiei matematice relatia
este adevarata pentru orice n € N*. Daca m € N* atunci

erewr=(3 )= (2 7

Pentru m = 0 avem A° = Iy, deci

n_ (1 mna
A—(O 1>,Vn6Z. (2)

Observatie: O alta abordare pentru c) si d) ar putea fi: functia F: R — G, F(a) = ( (1) Cll ) este,

conform (1), morfism injectiv de la (R,+) la (G,-) si F(R) = H. Rezulta ca H e subgrup in G, ca
(R,+) ~ (H,-) si cad F(na) = [F(a)]", pentru orice n € Z, adica are loc (2).



2. a) Avem:

CM = AM - AC,
MEB = AB — AM,
BC = AC - AB,

prin urmare
S AB- 0N + 4¢ WB + A1} BC - AT (A0 - 4) +
+a¢ (3B - ) + A0k (3¢ - AB).

Dupa desfacerea parantezelor si folosirea comutativitatii produsului scalar obtinem S = 0.
b) Cu notatia

t = 4Sin 2x
ecuatia devine
64
t + 7 == 65

sau
t* — 65t + 64 = 0.
Radacinile acestei ecuatii sunt 1 = 49 si 64 = 43.
Suntem, astfel, condusi la solutiile

sin2x = 3

care nu convine (deoarece sin 2z < 1), si
sin2x = 0,

care admite solutiile = € { %T k€ Z}.

3. a) Pe intervalul (—oo, 1) functia este f(r) = —x2, deci pe acest interval f’(x) = —2x. Astfel din
ecuatia f’(z) = 0 deducem z7 = 0 si din semnul derivatei (f'(z) > 0 pentru z < 0 i f(x) < 0
pentru 0 < x < 1) rezulta ca x; = 0 este un punct de extrem local pentru f. f fiind derivabila pe
(—o0,1) si ecuatia f'(x) = 0 neavand alte solutii, 1 este singurul punct de extrem local al functiei
situat in intervalul (—oo, 1). Pe intervalul (1, 00) functia este strict crescatoare (fiind de gradul unu si
avand coeficientul termenului dominant pozitiv), deci pe acest interval nu are puncte de extrem local.
Réamane de studiat punctul 3 = 1 in care functia nu este derivabila. f(1) = —1 si pentru z € (—1,1)
—x% > —1, deci

f(x) > f(1), Vo € (—1,1).

Pe de alta parte daca z > 1, atunci z — 2 > —1, deci
f(x) = f(1), Vo € [1,00).

Astfel
f($) > f(1)7 Vo € (_1700)7

adica xo este punct de minim local.
b) Folosind consecintele teoremei lui Lagrange pe intervalele (—oo,1) si (1,00), orice primitiva

F:R—Ralui f are forma
z3
-5 +ci, r<l1
F(z) =4 3 1
T —2x+c, x>1

F fiind derivabila este si continud, deci



Astfel primitivele lui f au forma
3
F(:r):C+{_z3’ vl
c) Folosim formula Newton-Leibniz:
2
/f(z:)dx:F(Q)F(O):24+7O:
0

Observatie: Integrala poate fi calculata si fara forma exacta a primitivei daca o descompunem in

doua:
/Qf(x)dx—/lf(m)dx—&—/zf(a;)dg;,
0 0 1
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