UNIVERSITATEA BABES-BOLYAI CLUJ-NAPOCA
FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA

Concurs MATE-INFO UBB, 1 aprilie 2017
Proba scrisi la MATEMATICA

SUBIECTUL I (30 puncte)

1 1 1 1
. . 2 1 .
1) (15 puncte) Fie matricele A = 4 g L B = 22 ,a€R.
8§ 27 1 a’
x
Discutati in functie de a daca existd matrice X = | y | cu elemente din R pentru care AX = B.
z

In caz afirmativ, determinati matricele X.

2) (10 puncte) Pentru a,b € Q consideram functia f,, : Q = Q, fup(x) = ax + b. Determinati
multimea tuturor perechilor (a,b) pentru care fq; este un izomorfism de la grupul (Q, +) la el insusi.

3) (5 puncte) Rezolvati ecuatia 4z + 8 = 0 in inelul (Z12, +, -).
SUBIECTUL II (30 puncte)
1) (20 puncte) Se da punctul P(0,1) si dreptele d; : © —3y+10=0sgidy : 2¢ +y —8 = 0. Prin P

se duce o dreapta d care intersecteaza d; intr-un punct A si do intr-un punct B. Determinati ecuatia
dreptei d pentru care punctul P este mijlocul segmentului [AB].

2) (10 puncte) Rezolvati ecuatia

sin(z 4+ 30°) + cos(z + 60°) = 1 + cos 2z.

SUBIECTUL III (30 puncte)
1) Consideram functia f : D — R, definita prin relatia

unde D C R este domeniul maxim de definitie al functiei f.

a) (5 puncte) Determinati multimea D.

b) (5 puncte) Calculati f’.

c¢) (5 puncte) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f.

d) (5 puncte) Demonstrati ca
v2016 S V2017
2015 2016

1
1 n
2) (10 puncte) Calculati /\/1 +adrgi lim —— Z Vk+n.
n—oo Ny/n —
0 —

NOTA:

Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
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Barem

SUBIECTUL I (30 puncte)
r+yt+z=1
2r+3y+z=a

1) AX =B & (5) o b Oy bz q? T 2p
8x + 27y + 2z = a*
111 23 1
Cum | 2 3 1 |=2#0,(5) e compatibil & d= 49 1 g2 =0 1p
Lo 8 27 1 a®
d=2(a—1)(a—2)(a—3) =0 a € {1,2,3} .. i 3p
Daca a € R\ {1, 2,3} sistemul (S) este incompatibil, deci nu exista X .....................o...... 2p
Daca a € {1,2,3} sistemul (5) este compatibil determinat.....................ooiiiiiiii. 1p
z+y+z=1
echivalent cu sistemul (5") ¢ 22 43U+ 2 =0 coiriii 1p
4z 4+ 9y + 2z = a®
1 1
r=—(1-a)3—a), y= 5(1 —a)(2—a), z= 5(2 —a)(B =) 3p
0 1 0
a=1=>X=| 0 |,a=2= 0 |,a=3= | 1 | . i 2p
1 0 0

Observatie: Ultimele 6 puncte din barem pot fi redistribuite in cazul in care se trateaza separat fiecare
caz de compatibilitate, acordandu-se 2 puncte pentru fiecare caz.

2) fap endomorfism al lui (Q,+) = fo4(0) =0 = b=0..............co i 2p
VaeQ,Vz,y € Q, fop(x+y)=alx+y) =ar+ay = fop(z)+ fop(y), prin urmare,
fapmorfism < b=0..... ... . 3p

fa,0 bijectie & Vy € Q, 3z € Q unic determinat astfel incat y = f,p(x) = az

S a#0six= Y (unica solutie a ecuatiel ax = Y) ...o.vniini i 4p
a

Observatie: Daca se verifica separat injectivitatea si surjectivitatea lui fq o se acorda cate 2 puncte
pentru analiza corecta a fiecareia dintre ele gi obtinerea conditiei a # 0.

Multimea cautata este {(a,0) | @ € QF b oot 1p
3) 4z +8=0 « 4(z+2)=0.
Folosind tabelul operatiei (tabla inmultirii) deducem x +2 € {0,3,6,9}...............cooe.. 3p

= £ T 2 1)) PR 2p



SUBIECTUL II (30 puncte)
Problema 1 (prima solutie)

forma generala (d) : y = k@ 4 L. oo 2.5p
punctele A gi B In functie de k.. ... 4p
conditia T4 + B = 28P (= 0) oot e it 3p
determinarea Pantel K. .. ... ... e 4p
verificarea faptului cd P e mijlocul lui [AB] . ...t 3p
ecuatia dreptei (d) 1 T+ 4y — 4 = 0 oot e 3p
analiza cazului cand ecuatia dreptei d este £ =0 ...t 0.5p

Problema 1 (a doua solutie)

coordonatele pUNCEUIUL Q) . ... ..ottt e e e e 4p
determinarea vectorului QP . ... ... ... 2p
coordonatele lui A si B in functie de parametri........ ... 4p
determlnarea vectorilor QA §i QB ... 3p
conditia QA F QB =20 .o 2p
determinarea coordonatelor Tui A §1 B ...ttt 3p
ecuatia dreptel AB, (d) : @ +4y — 4 = 0. oo 2p
Problema 2

membrul I al ecuatiei poate fi scris sin(z + 30°) 4 cos(x 4+ 60°) = cosz..............oiiiii 3p
scrierea ecuatiei sub forma cosx (2cosz — 1) = 0. ..ot 3p
scrierea solutiilor ecuatiel coST = 0. .. ... .ot 2p
scrierea solutiilor ecuatiei cosz = % .............................................................. 2p

SUBIECTUL III (30 puncte)

1) 2 L 0 e 2p
P 2p
D = [=1,400) \ {0} « oot 1p
) f/( ) = _#‘ST ............................................................................ 5p
3) S() K OVE € D oo e 3p
[ descrescatoare pe [—1,0) ...t e 1p
f descrescatoare Pe (0, 400) ..ttt e e 1p
4) F(2015) = 2 1p
V2017
FI2016) = Y20LT 1p
f descrescatoare 2()15 <2016 = f(2015) > f(2016) .. vvet et 3p
/\/1+a:dx—/(1+x)2 AT 2p
0
1 5 3l
({(1—1—3}) dr = (L4 )2 oo 2p
3|l 3
2(1+a)2 0:%(22—1) .......................................................................... 2p
L=1 Ly vk = li Ly 1 i 1
_ni)n;omz +n—n1_>rgoﬁz +E .................................................. P
k=1 k=1
n 1
L1 k_
nh_)rglongl L+ of L T A o 2p
3
L= 322 — 1) 1p

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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Solutii

SUBIECTUL I (30 puncte)

A se vedea baremul.

SUBIECTUL II (30 puncte)

1. Solutia 1. Orice dreapta care trece prin punctul P are ecuatia de forma y — 1 = kz sau « = 0.
Dreapta de ecuatie x = 0 intersecteaza dreptele d; si da in punctele A(0, %) si B(0,8). Mijlocul acestui
segment [AB] are coordonatele M (0, %), deci nu coincide cu P. Astfel putem presupune ca dreapta

cautata are ecuatia
(d):y=kx+1,

deci ceea ce trebuie sa determinam este panta k a dreptei d. Derterminam mai intai punctele de
intersectie ale dreptei d cu dreptele date. Astfel, coordonatele lui A sunt solutiile sistemului

{y:k‘m—kl,

r—3y+10=0,
de unde
r—3xk —3410=0,
adica
7
T =
AT 3K 1
si
10k -1
AT 1

Analog, coordonatele lui B sunt date de sistemul

y=kxr+1,
20 +y —8 =0,

care ne conduce la
20+ kx+1—-8=0,

adica
S 7
B= k2
si
_ 8k+2
9B =

Abscisa mijlocului segmentului AB este

(T T\ LT dk+1
=9 \8k—1 " k+2) 2 Bk-1)(k+2)



Dar noi vrem ca aceasta abscisa sa coincida cu abscisa punctului P, adica zg = 0. De aici obtinem

1
k= I Cu aceasta valoare a lui k, obtinem
A= A(-4,2),B= B(4,0)

si se verifica imediat ca P este mijlocul segmentului AB. FEcuatia dreptei care trece prin P si are
panta —1/4 este

—1—1-1
Y= 435

sau
r+4y—4=0.

Solutia 2. Ideea solutiei este sa determinam, mai intai, punctul de intersectie @ al dreptelor date.
Alegem apoi un punct (in prima faza, oarecare) A pe dj si un punct B pe da. Atunci P este mijlocul

—
lui AB dacéa si numai daca QQ? = QA+ Cﬁ . Dreapta pe care o cautam va fi dreapta AB.
Coordonatele punctului ) sunt date de solutia sistemului

z—3y+ 10 =0,
20 +y—-8=0,

ceea ce ne conduce la punctul Q(2,4). Asadar, componentele vectorului Cﬁ’ vor fi (—2,-3).
Fie acum A un punct oarecare de pe dreapta dy. Legatura dintre coordonatele lui A vor fi, atunci,

24 —3ys+10=0.

Dacéio)tém ya = t, atunci x4 = 3t — 10, deci A = (3t — 10,t), deci vectorul care unegte pe @ cu A
va fi QA(3t — 12,¢t — 4).
Analog, fie B un punct de pe dreapta ds, adica

2z +yp—8=0.

Atunci, daca punem zp = s, obtinem B(s, —2s + 8), deci vectorul de pozitie al lui B relativ la @ este
Q?(s — 2,4 —2s).
Prin urmare, ecuatia

—
OA+QB =20P
este echivalenta cu sistemul
3t +s =10,
t—2s = —6.

Solutia acestui sistem este t = 2,s = 4, ceea ce ne conduce la punctele A(—4,2), B(4,0). Ecuatia
dreptei d este ecuatia dreptei AB, adica

r+4 y-—2

4+4 0-2
sau

r+4y—4=0.

2. Ecuatia se poate scrie
sin (x + 30°) + sin (90° — z — 60°) = 1 + cos 2z

sau
sin (x + 30°) + sin (30° — z) = 1 + cos 2z,

de unde
x+30°+30°—x z +30°—30°+x
5 - cos 5 =14 cos2zx

2sin



sau
2sin30° - cosxz = 1 + cos 2z

sau, Inca,
cosx = 1 + cos2x.

Aceasta ecuatie se poate scrie
cosz =1+2cos’z — 1 =2cos? z.
Avem, prin urmare, de rezolvat ecuatia
cosx (2cosx — 1) = 0.
Obtinem, prin urmare:

1. cosx = 0, ceea ce ne conduce la solutia

=g+k:7r,k€Z;

1
2. cosx = 3 ceea ce ne conduce la solutia
T
xz:l:§—|—2k7r, kelZ.

In final multimea solutiilor ecuatiei initiale este
T T
S = {§+kwlkeZ}U{i§+2lm\keZ}.

SUBIECTUL III (30 puncte) 1. Conditia de existenta a redicalului este  + 1 > 0 si conditia de
existenta fractiei este = # 0. Astfel domeniul maxim de definitie este D = [—1, 4+00) \ {0}.

2. Folosim regula de derivare a fractiilor, derivata functiei radical si regula de derivare a functiei
compuse:

1 / rx—2x—2
f,(x):m/xﬂ'w_ $+1: 2+l _ T+ 2 .
22 x2 202/x + 1

3. Daca v € D, atunciz +2 > 2 +1 >0, 22 > 05 Vo +1 > 0. Astfel f/(z) < 0, pentru orice
x € D, deci f este strict descrescatoare pe intervalele [—1,0) si (0, 4+00).
4. f fiind descrescatoare pe intervalul (0,400) putem scrie

2015 < 2016 = f(2015) > f(2016).

Pe de alta parte f(2015) = V2016 si f(2016) = VQ%% , deci VQ%%G > ‘g@.
5.

1
2 3

=—(22 —1).
5(22—1)

0

/\/mczx_/l(ux)% dx §(1+x)%
0

1% /
nl;rgon—\/ﬁzx/k—l—n—nh_)noloﬁz 1—1—— /vl—i—:vda:— (22—1)
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