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FONTOS MEGJEGYZES:

1) Az A. részben megjelend feleletvalasztés feladatok esetén egy vagy tobb helyes
valasz lehet, melyeket a versenyzdk a vizsgalap mellé kapott specialis nyomtatvanyra
kell bejeloljenek. Ezeknek a feladatoknak a pontozasa a verseny szabalyzataban
megfogalmazott parcialis pontozasi rendszer szerint torténik.

2) A B. részben megjelend feladatok esetén a teljes megoldas leirdsa sziikséges.
Ezeket a feladatokat a javiték a megadott javitokulcsnak megfeleléen pontozzak.

A. RESZ

1. (6 pont) Az f : R — R fiiggvényt értelmezziik az f(x) = 22 +2(a— 1)z +a — 1 képlettel,
ahol a € R. Az f(x) = 0 egyenletnek nincs egyetlen valés megoldasa sem, ha

aE(l,%); ae(—oo,l); ae(O,l); @ae(%,2).

2. (6 pont) A (v/3 + /3)! binom kifejtésében a racionélis tagok szama

3; 6; O; @2.

3. (6 pont) Adott az aldbbi valds egytitthatds egyenletrendszer:

z + ay + 2z = 1
zr + y + az = 1
r + y + z = a.

Az aldbbi allitasok koziil melyek igazak?

Egyetlen olyan a € R 1étezik, amelyre az egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van.
Egyetlen olyan a € R 1étezik, amelyre az egyenletrendszernek t6bb megoldasa van.
Egyetlen olyan a € R 1étezik, amelyre az egyenletrendszer osszeférhetetlen.

@ Ha az egyenletrendszernek egyetlen megolddsa van, akkor y nem fiigg a-tol.

4. (6 pont) Ha x1, 29,23 € C az
f=X34+2X?+3X +4 € R[X]
polinom gydkei és a = %5 + 24 + %, akkor
1 3 x3

a1 [Bla—-2 Cla-

5. (6 pont) A lim z(m — 2arctg x) hatdrérték
T—r00

1; 2; nagyobb mint 7 ; @ nem létezik.

; @a:—%.

O~



"™ +

6. (6 pont) Adott az f: R\ {—1} — R fiiggvény az f(x) = lim 2736 képlettel, ahol
n—oo <" 4 1

n € N. Akkor

az f fliiggvény folytonos a 0-ban;

az f fuggvény folytonos a —1-ben;

az f figgvény baloldali hatarértéke a —1-ben egyenl6 0-val;

@ az f fliggvény nem folytonos 1-ben.

7. (6 pont) Legyen az f : (—oo,—1] U [1,00) — R fiiggvény az f(z) = 2z —7)va? -1
képlettel értelmezve. Akkor

f-nek egyetlen helyi szélsGértékpontja van ;

f-nek harom helyi szélséértékpontja van;

f szigorian névekvé a (—oo, —1] intervallumon ;

@ f szigorian névekvé a (—oo, —1] U [2, 00) halmazon.

/2
8. (6 pont) Az / cosx - In(1 + cosx) dx integral értéke
0

T T T
Ry 57 T, oo
9. (6 pont) Ha az A(2,3) pont az origébdl a d egyenesre hiizott meréleges talppontja, akkor

a d egyenes egyenlete

[Al2z —3y+5=0; [B]3x—2y—17=0; [C|32+2y—13=0; [D|2z+3y—13=0.

10. (6 pont) A sinz + cos® z = cosx + sin® z egyenlet megolddshalmaza
{fFlkez};

[B] {2 + kr|k € Zy U {Z + kn|k € Z);
{%'k‘EZ}U{%—FkW‘kEZ};

D] {& |k € Z} U{Z + 2kn|k € Z}.

B. RESZ

1. (10 pont) Tekintsiik a (Z[v/2],+,) gyfiriit, ahol Z[v/2] = {a + bv/2 | a,b € Z}. Minden
r = a+bv2 € Z[V2] elem esetén hasznaljuk a kovetkezd jelélést: Z = a — by/2. Legyen tovabba
az f : Z[\/2] — Z fiiggvény az f(x) = x - T képlettel megadva.

(a) Igazoljuk, hogy f(x1-x2) = f(x1) - f(x2), barmely x1,zo € Z[v/2] esetén!

(b) Igazoljuk, hogy ha az x € Z[v/2] elem invertalhaté, akkor f(z) € {—1,1}.

(c) Test-e a (Z[V2],+,) gyfiri? Indoklas.

2. (10 pont) Hatdrozzuk meg az f : R — R fliggvény aszimptotdit, ahol a fiiggvényt az

alabbi képlettel értelmezziik

x2 — 3x

22 +1
3. (10 pont) Egy ABCD konvex négyszogben legyenek F és F az [AC], illetve [BD] atlok
felez6pontjai. Ha 4ﬁ = zﬁ — B? , akkor igazoljuk, hogy az ABC D négyszog paralelogramma)

fz) =

MEGJEGYZES:
Minden feladat kételez6. Minden részvevének 10 pont jar hivatalbdl.
A munkaidé 3,5 ora.



Valaszok és megoldasok
A. RESZ

Vialaszok:
1.@; 2.; 3.@; 4.@; 5.-;
6. [A][c][D]; 7. [B][c]; s.[A]; 9.[D]; 10.[C]

Megolddsok:

1. Az f(x) = 0 egyenletnek nincs valés megolddsa, ha A = 4(a — 1)? — 4(a — 1) = 4(a —
1)(a—2) <0< ac(1,2).

2. A kifejtés altalanos tagja:

19

T35, kel0,...,19).

19—k 5/=k
Ty = ClpV3 ™ V3" = O3

A Ty tag raciondlis < k € {0,...,19}, 3|k és 2|(19—k) < k € {0,3,6,9,12,15,18} és 2|(19—k)
< k€ {3,9,15}. Tehét a kifejtés racionélis tagjainak szdma 3.

3. Jeldlje A az egyenletrendszer matrixat, ekkor det(A) = (a — 1)?. Tehat det(A) = 0 akkor
és csakis akkor, ha a = 1. Az aldbbi két esetet kiilonboztetjiik meg:

e Ha a = 1, akkor az egyenletrendszer ekvivalens az x +y+ z = 1 egyenlettel, tehat végtelen
sok megoldéasa van.

e Ha a # 1, akkor a rendszer Cramer-rendszer és egyetlen megolddsa van. Ekkor

= —(a—1)?, tehat y = %{JA) = —1 nem fligg a-tol.
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4. A Viete-Osszefliggések alapjan x1 +xo+x3 = —2, r122 +x103+ Toxs = 3 és v1xow3 = —4.
Tehat
11 1 2323+ 2223 + 232}
a="35t 5+ 5= 3
z? 23 2? (z12223)
(7129 + 2173 + T273)% — 2027073 — 2717373 — 2m1x2x§
(x12023)?
22 7
(x122 + T123 + T2T3) r12273(71 + 2 + 23)
(z11923)? 16

5. Alkalmazva a I’Hopital-szabalyt, kapjuk, hogy

— 2arct 272
lim z(7m — 2arctgz) = lim Wfrgfv = lim 293 =
T—00 T—00 = z—oo x4 4+ 1

6. Ha z € (—1,1), akkor lim z" =0, vagyis f(z) = x. Természetesen f(1) = 1. Ha |z| > 1,

n—oo
akkor 14
. 2"+ . o
f(z) = lim ——— = lim —— =0.

n—oo 2" 4+ 1 T n—oo xn (]-—I_xTn)



Tehat
0, haz < —1

flz)=4¢ =z, ha —1<ax<1
0, ha z > 1.

7. Az f fiiggvény folytonos a (—oo, —1]U[1, 0o) halmazon és derivalhaté a (—oo, —1)U(1, 00)
halmazon. Minden x € (—oo, —1) U (1, 00) esetén
r(2x —7) 42%—Tr—2

") =2Vx2 -1+ =
Jz) 2 —1 2 —1

Az f'(x) = 0 egyenlet gyokei —1/4 és 2, az alabbi tébldzat pedig szemlélteti az f fliggvény
valtozasat.

x —00 -1 1 2 400
ffe)| + + + | [ [ 1 = = 0 + + +
fa) | A7 0 T 10N N\ =338 S~ A

A tablazatbdl lathatd, hogy a —1 és 1 pontok helyi maximumpontjai, mig a 2 helyi minimum-
pontja f-nek. Ugyanakkor a tdblazat alapjan lathatd, hogy az f fiiggvény szigorian névekvé a
(—o00, —1]-en, de nem szigortan névekvo a (—oo, —1] U [2, 00) halmazon.

8.

w/2 /2
/ cosz - In(1 + cosz)dx = / (sinz) In(1 + cos ) dz
0 0

/2 /2 gin?g /21— cos?x

+ —dx = —dzx
0 o l4cosz 0 1+cosz
/2

w/2
:/ (1 —cosz)dxr = (z — sinx) == _1.
0 0 2

= sinzIn(1 + cos z)

9. Az OA egyenes iranytényezdje moa = %, vagyis a d egyenes iranytényezbje mg = m_OlA =

—%. Igy a d egyenes egyenlete: d:y —3 = —%(m —2), vagyis d : 2z + 3y — 13 = 0.
10. 1. Megoldas. Atalakl’tjuk az egyenletet:

3 3 3

sinz + cos® x = cosx + sin® 2 < cos® ¥ — sin® z = cosz — sinz <

2

& (cosz — sinz)(cos? z + coszsinz + sin® z) = cosz — sinz <

& (cosx —sinz)(1l + coszrsinz) = cosx — sinz <
& (cosx —sinx) coszsinx = 0.

I eset. cosx —sinz = 0 < cosz =sinz & v € {§ + kn|k € Z}.
II. eset. coszsine =0 & z € {*T|k € Z}.
Tehat a megolddshalmaz {&F |k € Z} U {Z + kr|k € Z}.

2. Megoldds. Atrendezziik az egyenletet:

3 2

sinx + cos® = cosx + sin’® 2 & sinz(1 — sin® 2) = cosx(1 — cos? z) <

2 2

& sinx cos® x = coswsin® x < sinz cos z(cosx — sinz) = 0.

A megoldashalmazt ugyanigy kapjuk, mint az elébbi esetben.



B. RESZ

Megoldas és javitokulcs:
1. (a) (3 pont) Barmely z1, s € Z[v/2] esetén
f(x1x) = (2122)(T172) = (2177)(2272) = f(21) [ (22),

mivel Z[v/2]-ben az elemek szorzdsa kommutativ.

(b) (1 pont) Mivel az z € Z[v/2] elem invertalhaté, kovetkezik, hogy létezik 2’ € Z[v/2],
amelyre zz’ = 1.

(2 pont) Tehat f(x)f(2') = f(za’) = f(1) =1 az (a) alpont alapjdn.

(1 pont) Mivel f(z) € Z, kapjuk, hogy f(z) € {—1,1}.

(c) (3 pont) Legyen példaul z = 2 + /2 € Z[v/2]. Ekkor az z # 0 elem nem invertalhaté a
(b) alpont alapjan, mert f(z) =2 ¢ {—1,1}. Tehat (Z[v/2],+,-) nem test.

2. (0,5 pont) Mivel az f folytonos az R-en, nincs fiiggéleges aszimptotaja.
(0,54-0,5 pont) Ugyanakkor

lim f(z) =00 és lim f(z)= oo,
T—00 T—r—00
tehat f-nek nincsenek vizszintes aszimptotéai.
Kiszamitjuk az alabbi hatarértékeket:
2 3
f(@) 2 (1-3

(1,5 pont) m; = lim —= = lim ——%= =1,
T—00 I T—00 372 1+a%2

2 a2
— 3z — 1
(2 pont) n; = lim (f(x)—x):limx ToIVITE
T—00 T—00 2 +1
- lim — _ 3 a2
= ey i oo Vet )

8
932—69:+9—:E2—1_hm CC(—G—FE) __3

700w — 3422+ 1 *H%(péh/u%)
X X

(1 pont) Tehét, az y = x — 3 egyenes az f grafikonjdnak ferde aszimptotaja +oo felé.

Hasonléan,
2 1— 3
(1 pont) ms= lim 2% _ i 0oy _ 1,
T——00 T T——00 —CL‘Q\/@
2 /2
-3 1
(2 pont) ny = lim (f(z)+z)= lim i rTHave T

T——00 T——00 12 +1
€T
. . _ /3
xE—oo V41 $ll>oo (.I 3 v 1)

2 _ 221 —6+ 8
i © 6 +9 —2x —  lim a:( —I-x)

v p—3-Var+1 ‘H‘X’x(l—iﬂ/ur%)
€T €T

(1 pont) Tehat, az y = —z + 3 egyenes az f grafikonjdnak ferde aszimptotdja —oo felé.

=3.




Megjegyzés. A ferde aszimptotdk meghatarozasa utani azon megallapitas, hogy nem
léteznek vizszintes aszimptotdk, maga utdn vonja annak az 1 pontnak az elérését, mely az f
fliggvény hatarértékeinek doo-beli kiszdmitasa utdan jart volna.

3. Mivel F felezépontja a [BD] szakasznak, felirhatjuk, hogy EF = %(ﬁ—i—EB) (2 pont).
B B4 . BO
Hasonléan, mivel E felezépontja [AC]-nek, frhatjuk, hogy BE = (BA + BC) (2 pont) és

D?/: %(ﬁl + lﬁ) (2 pont).

Igy
EF = %(ﬁJr(TB)Jr@Jr@). (1 pont)
Ugyanakkor a feltétel alapjan

AEF = AD — BC = AD + CB.

Tehat 1@ + C"ﬁ = 0 (1 pont), vagyis ﬁ = 178, ami azt jelenti, hogy az ABCD négyszog
paralelogramma (2 pont).



