BABES-BOLYAI TUDOMANYEGYETEM, KOLOZSVAR
MATEMATIKA ES INFORMATIKA KAR

MATE-INFO UBB verseny, 2018. marcius 25.
MATEMATIKA irasbeli vizsga

FONTOS TUDNIVALOK:

1) A feleletvalasztés feladatok (,,A” rész) esetén egy vagy tobb vélasz lehet helyes.
A helyes valaszokat a vizsgalapon kell feltiintetni. Egy feladathoz tartozé pontszamot
csak akkor lehet megkapni, ha az Gsszes helyes valasz fel van tiintetve, és csak a helyes
valaszok vannak feltiintetve.

2) A ,,B” rész feladatai esetén a vizsgalapon kérjiik a megoldasok részletes kidol-
gozasat. Ezeket a javitdkulcs alapjan értékeljiik.

»A” rész
1. (5 pont) Az f: R = R, f(z) = —4x? + 20x — 25 fiiggvény:

maximuma szigorian kisebb, mint 0; B minimuma negativ; |C| maximuma 0; @ minimuma 0;

maximuma szigorian nagyobb, mint 0.

2
7932, Va € R fliggvényt.

2. (5 pont) Tekintjik az f: R = R, f(z) = T
x

f-nek van ferde aszimptotdja; B| f-nek van vizszintes aszimptotdja +oo felé is és —oo felé is;
f-nek nincs fliggdleges aszimptotaja; @ —1< f(z) < 1,Vz € R; E f monoton R-en.

3. (5 pont) a,b € R esetén az a + bi komplex szdm pontosan akkor kiilénbozik 0-t6l, ha:
a-b;é(];az—i—bz;é();azaésbnemegyszerre();@a:b;éo;a,bER\{O}.
4. (5 pont) Ha sina + sin § = a és cos a + cos 8 = b, akkor

_ _ _ — 212
cosazﬁzi%\/ﬁ—i—b?;cosa2ﬂ::t\/a2—b2;cosazﬂ::l:\/u‘

L, a?+ b 7’
b —2
D] cos (o — B) = ato -2
2
5. (5 pont) Az lim (14 sin %)n hatérérték
n—oo

nem létezik; g; e?; @ Ve; [E 2e.

6. (5 pont) Tekintjiikk az A(0,0), B(21,0),C(0,21) pontokat. Hény olyan pont van az ABC
haromszog belsejében, amelynek mindkét koordinataja egész szam?

242; [B| 190; [C] 231; D] 210; [E] 284.

»B” rész

;Cos(oz+5):a2+b2—2.

1. AdottakaG—{A€M2(R)|detA7é0}éSH_{(g) C1l>

a) (4 pont) Igazold, hogy G zart részhalmaza Mo (R)-nek a métrixok szorzasara nézve!

b) (5 pont) Igazold, hogy (G,-) egy csoport (ahol ,,-” a matrixok szorzdsa altal indukalt
miivelet G-n)!

c) (8 pont) Bizonyitsd be, hogy (H,-) részcsoportja (G, -)-nak, és izomorf az (R, +) cso-

a€ R} halmazok.

porttal!
1 a

d) (8p0nt)AzA:<0 1

) € H matrix és n € Z egész szam esetén szamitsd ki az A"

matrixot!



2. a) (5 pont) Adott az ABC haromszog. Bizonyitsd be, hogy a haromszog sikjanak tetszéleges
M pontja esetén teljesiil a kovetkez6 egyenldség:

AL -CM + AC - MB + AM - BC = 0.

b) (10 pont) Oldd meg a
4sin2z + 43—sin2w — 65, reR

egyenletet!
3. Tekintjik az f: R — R,
2
—z4, <1
)=

r—2, z>1
fliggvényt.

a) (6 pont) Hatdrozd meg az f szélséértékpontjait!

b) (7 pont) Szamitsd ki az f primitiv fliggvényeit!

2
c¢) (7 pont) Szamitsd ki az [ f(z)dx integrélt!
0
MEGJEGYZES:

Minden feladat kotelez6. Hivatalbdl 10 pont jar.
Munkaidé 3 ora.



JAVITOKULCS

»B” rész

1. a) ABeG < det A#0# det B= det(AB) =det A-det B#0

S A B € G oo 4p
b) Mivel a matrixok szorzasa asszociativ, az elébbi tulajdonsdg alapjan

VA,B,C € GC M3(R), (A-B)-C=A-(B-C) (G-ben)......coouuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiin.. 1p
Mivel I, = < (1) (1) > determindnsa 1, kovetkezik, hogy I € G és igy Is a (G, ) semleges eleme. 2 p

Ha A € G, akkor det A # 0, tehét létezik A1 és 1 = det Iy = det A-det(A~!) = det(A~1) # 0, vagyis
A=l € G. Teh4t létezik A~! € G, amelyre A-A~' = A~1. A = I, vagyis (G, ") csoport. ........ 2p

c) Mivel

1 .. .
0 Cll =1, Ya € R, a H egy nemiires részhalmaza G-nek (I € H),................... 1p
amely zart is a szorzasra nézve mivel

1 a 16\ (1 a+b
s em (2 0) (50 = (Y el o

Ugyanakkor Va € R esetén az < (1) Cll ) matrix inverze < (1) _f > € H, tehat (H,-) részcsoportja
(G, ) AR, 2p
Az f:R— H, f(a) = < (1] Cll ) fiiggvény morfizmus (R, +) és (H,-) kozt, az (1) alapjén........ 2p
Az f bijektivitasa az értelmezések alapjan ellendrizhetd. ......... ... i 2p
d) Annak megsejtése, hogy A" = ( (1) nla > LV EN 2p
Az A" = < (1) nla ) ,Vn € N Osszefliggés bizonyitasa a matematikai indukcié modszerével . ... ... 4p
Ha m € N*, akkor A= = (A~1)™ = Lom(=a) \ (L (mja 2p
0 1 0 1
2. a) (5 pont)
—

(1) CM feIDONEASA ..o ettt et ettt 1p
(ii) MIB FeIDOIVASA « oo e e 1p
(iii) BO LEIDOIEASA <+« oo oo e 1p
(iv) Az Osszefliggésbe vald visszahelyettesités ........ ... i 1p
(v) A miiveletek elvégzése és a végs6 kovetkeztetés ... ... 1p

2. b) (10 pont)

(1) A 45027 = GEIOL6S . .o oottt 2p

(ii) A t-ben masodfoki egyenlet felirdsa .......... ... 2p



(iii) A maésodfoki egyenlet megoldasa .. ... .. ...t
(iv) At =3eset KIZATASA. . . ..ottt e

(v) A megoldds végsd alakja ...

3. a) (6 pont)

(1) Az x1 = 0 pont meghatadrozasa ... .........ouiiuiii
(ii) Annak igazoldsa, hogy 21 lokdlis maximumpont .................cooiiiiiiiiiiinnnnan...
(iii) Az x2 = 1 pont vIzSgAlata . ...... ...t

3. b) (7 pont)

(i) A primitiv meghatérozdsa a (—oo, 1) és (1, 00) intervallumokon ............. ... ... .. ...
(ii) A két konstans kozti Osszefiiggés meghatdrozasa. .........c..oovuiiiiiiiiiiiii ...
(ifi) A primitivek végst alakja ... .....ooiii

3. ¢) (7 pont)

(1) F(0) és F(2) KISZAMIEASA ..ottt e ettt ettt e e e e e e e e
(ii) A Newton-Leibniz-tétel alkalmazasa ........ ...
(i) A VEZEredmEOIY . ... ...t

Megjegyzés: Az el6bbiektol eltéré megoldasokat is pontozzuk.



Valaszok és megoldasok

»A” rész

1. |d; 2. B,[d, D} 3. [B, [} 4. [Al, D}; 5. [C; 6. B

»B” rész

1. a) Ha A, B € G, akkor det A # 0 # det B és igy det(AB) = det A - det B # 0, vagyis AB € G.
b) Mivel a matrixok szorzésa asszociativ, az el6bbi tulajdonsag alapjén VA, B,C € G C My(R), (A-

B)-C=A-(B-C) (G-ben). Mivel Iy = ( Lo

01 > determindnsa 1, kovetkezik, hogy I» € G és igy I

a (G, -) semleges eleme.
Ha A € G, akkor det A # 0, tehat 1étezik A1 és 1 = det I, = det A-det(A™!) = det(A™1) # 0, vagyis
A leq. Tehét létezik A~! € G, amelyre A-A~' = A~1. A = I, vagyis (G, -) csoport.

c) Mivel =1, Ya € R, a H egy nemiires részhalmaza G-nek (I € H),

0 1
amely zart is a szorzasra nézve mivel

1 a 1 b\ (1 a+b
wver (3 2)(L0)= (2 ) en w

Ugyanakkor Va € R esetén az < (1) Cll ) matrix inverze < [1)
(G, -)-nak.
Az f:R— H, f(a) = < (1] Cll ) fiiggvény morfizmus (R, +) és (H,-) kozt, az (1) alapjan.

—a

1 > € H, tehét (H,-) részcsoportja

Az f bijektivitdsat az értelmezések alapjan ellenérizziik.

d) A matematikai indukcié médszerével igazoljuk, hogy

n_ (1 na «
A —<0 1 ),VnGN.

1 ma
0 1

1 ma 1 a 1 (m+1a
m+1l _ gm _ . —
arstmara= (o) (5 ) =0 )

tehdt az Osszefliggés igaz (m + 1)-re is. fgy a matematikai indukcié elve alapjan igaz barmely n € N*
esetén. Ha m € N*, akkor

e (360)- ()

Ha m = 0, akkor A? = I, teh4t

n = 1 esetén a tulajdonsag igaz. Ha m € N* és A™ = < ) , akkor

n_ (1 na
A _<O 1 ),VnEZ.

Megjegyzés: Egy més megkozelités lenne a ¢) és d) esetén ha az F' : R — G, F(a) < )

figgvényrol igazoljuk, hogy injektiv morfizmus (ez az (1) alapjan igaz) (R, +)-rdl (G, -)-ra és F(R
H. Igy (H,-) részcsoportja (G, -)-nak és (R,+) ~ (H,-), illetve F(na) = [F(a)]™, bdrmely n € Z.



2. a) A haromszogszabaly alapjdn

CM = AM - AC,
MEB = AB — AM,
BC = AC - AB,

tehat
sz@.m+mm+m.@:@.@_@>+
+AC - (AB — AM) + AM - (AC - AB).

A zéardjelek felbontésa utén a skaldris szorzat kommutativitdsat és az Osszeaddsra vald disztribu-
tivitasat hasznalva azt kapjuk, hogy S = 0.

b) A |
t = 4sin 2x

jeloléssel az egyenlet a kovetkezo alakba irhaté:

64

t+ — =65.
+t

Ez ekvivalens a
t? — 65t + 64 = 0.

masodfoki egyenlettel, amelynek megoldasai 1 = 4° és 64 = 43.
Ez alapjan a
sin 2z = 3,

illetve a
sin2x = 0
egyenleteket kell megoldanunk. Az els6nek nincs megoldasa, mert sin 2z < 1. A masodik megoldasa
km

3. a) A (—oo,1) intervallumon f(x) = —z2, tehat ezen az intervallumon f'(z) = —2x. Az f'(z) =0
egyenletnek x1 = 0 az egyetlen megolddsa és mivel f'(z) > 0, ha x < 0, illetve f'(z) < 0,ha0 <z <1,
az x1 = 0 lokdlis maximumpont. f derivdlhat6 (—oo, 1)-en és az f'(x) = 0 egyenletnek mds megoldésa
nincs, ezért x; az egyetlen lokalis széls6értékpont a (—oo, 1) intervallumban. Az (1, 00) intervallumon
f szigortan novekvd (elséfoku és az x egyiitthatéja szigorian pozitiv), tehét ebben az intervallumban

nincs lokalis szélsGértékpontja. Az xo = 1 pont vizsgdlata sziikséges, mert ebben a pontban f nem
derivdlhaté. f(1) = —1és z € (—1,1) esetén —z% > —1, tehdt

f(:l?) > f(l)v Va € (_17 1)
Ugyanakkor x > 1 esetén z — 2 > —1, tehat
f(z) > f(1), Vx € [1, 00).

Tehat
f(l‘) > f(l)) Vz € (*1700)7
vagyis xo lokdlis minimumpont.
b) A Lagrange-tétel kovetkezményét alkalmazzuk a (—oo,1) és az (1,00) intervallumon. Igy a f
minden primitivie F': R — R,

—ﬁ—l—c z <1
F(a:): x23 b
T —2rx+c, x>1



alakd. Mivel F' derivalhaté, folytonos is, tehat

1 3
F(l):—§+61:—§+02.

Ez alapjan a f minden primitivje
1133
-5 z <1
Fx)=C+ 37
(z) {3322—2:5—1—(75, x>1

alaki. A Lagrange tétel kovetkezménye alapjan az elébbi F' fliggvények derivalhaték R-en és F'(x) =
f(z),Vz e R.
c) A Newton-Leibniz-tétel alapjan:

2
/f(l‘)d$=F(2)—F(0):2—4_|_7_0:_
0

Megjegyzés: Az integral értéke kiszamithaté a primitiv fiiggvény kiszamitdsa nélkiil is, ha fel-
bontjuk a kiszamitandé integralt:

/Qf(az)dx:/lf(m)d:c+/2f(:v)d:p.
0 0 1



