BABES-BOLYAI TUDOMANYEGYETEM, KOLOZSVAR
MATEMATIKA ES INFORMATIKA KAR

MATE-INFO UBB verseny, 2017. aprilis 1.
Irasbeli vizsga MATEMATIKABOL

I. TETEL (30 pont)

1 1 1 1
2 3 1 a (oo
1) (15 pont) Adottak az A = 49 1| B = o2 matrixok, ahol a € R.
8 27 1 a’
x
Térgyald az a paraméter fliggvényében, hogy létezik-e olyan X = | y | matrix, amelynek az elemei
z

valés szamok, és amelyre teljesiil az AX = B egyenl6ség!
Ha létezik az el6bbi feltételeket teljesité X matrix, akkor szamitsd is ki X-et!

2) (10 pont) a,b € Q esetén tekintjitk az fop : Q = Q, fop(z) = ax + b fiiggvényt. Hatarozd meg
azokat az (a,b) szamparokat, amelyekre f,; egy izomorfizmus a (Q,+) csoportrél sajat magara!

3) (5 pont) Oldd meg a 4z + 8 = 0 egyenletet a (Z12,+, ) gyliriben!
II. TETEL (30 pont)
1) (20 pont) Adott a P(0,1) pont és a dy : x — 3y + 10 = 0, illetve dy : 22 + y — 8 = 0 egyenes. A P

ponton athaladé d egyenes a di egyenest az A pontban, a do egyenest a B pontban metszi. Hatarozd
meg a d egyenes egyenletét, ha P az [AB] szakasz felezépontjal

2) (10 pont) Oldd meg a kovetkezd egyenletet:

sin(x 4+ 30°) + cos(z + 60°) = 1 + cos 2z.

III. TETEL (30 pont)
1) Tekintjik az f : D — R,

fliggvényt, ahol D C R az f fiiggvény maximalis értelmezési tartomanya.
a) (5 pont) Hatarozd meg a D halmazt!
b) (5 pont) Szamitsd ki az f’-t fliggvényt!
c¢) (5 pont) Hatdrozd meg az f fiiggvény monotonitési intervallumait!
d) (5 pont) Bizonyitsd be, hogy
V2016 _ /2017
2015 > 2016 °

1
1 n
2) (10 pont) Szamitsd ki az /\/1 + x dz integralt és a lim —— Z Vk + n hatarértéket!
n—oo n\/ﬁ P
0 -

MEGJEGYZES:
Minden tétel kotelezd. Hivatalbdl 10 pont jar.
Munkaidé 3 éra.



MEGOLDAS

I. TETEL (30 pont)

Lésd a javitokulcsot.

II. TETEL (30 pont)

1. Elsé megoldds. A P-n dthaladd egyenesek egyenlete y — 1 = kx vagy x = 0. A mésodik esetben
az A és B koordinatai A(0, 13—0), illetve B(0,8). Igy AB felez6pontja nem P, tehit a d egyenletének
meghatdrozdsihoz elégséges az egyenes k irnytényezojét meghatarozni. Az A pont koordinatai az

y=kx+1,
z—3y+10=0,

rendszer megoldéasai. Ez alapjan
r—3xk —34+10=0,

tehat
T
AT gE 1
és
10k -1
AT g1
Hasonldéan a B koordinatai az
y=kx+1,
{233 +y—-8=0,

rendszer megoldasai, tehat
20+ kx +1—-8=0,

ahonnan
T

R )

és
8k +2

A

Az [AB] szakasz felezOpontjanak a koordinatai
1 7 7 7 4k +1
=5 <3k—1 +k+2> T2 Bk-1)(k+2)

tehat zo = 0 pontosan akkor teljesiil, ha k = —i. Erre az értékre

A= A(—4,2), B = B(4,0)

és valéban az [AB] felez6pontja P, tehat a keresett egyenes irdnytényezije —1/4 és az egyenlete

S
y=—7

vagyis
r+4y—4=0.
Maésodik megoldas. Jeldljitkk Q-val a dy és do metszéspontjit. Ha A a d; egyenes, és B a do egyenes

tetszOleges pontja, akkor az [AB] szakasz felez6pontja pontosan akkor P, ha 2QP = QA + QB.
A @ pont koordinatai az

rz— 3y + 10 =0,
2r+y—8=0,



rendszer megoldasai, tehat Q(2,4). Igy a Q? vektor komponensei (—2, —3).
Ha A € d; tetsz6leges, akkor
T4 —3Yya+10=0.

Az y4 = t jheloleéssel x4 = 3t — 10, tehat A = (3t — 10,t), vagyis a 674 vektor komponensei
(3t — 12,¢ — 4).
Hasonlé médon ha B € da, akkor
2¢+yp —8=0.

Az xp = s jeloléssel B(s,—2s + 8), tehat Q? komponensei (s — 2,4 — 2s).

A
—
QA+ QB =2QP
egyenl6ség ekvivalens a
3t + s = 10,
t—2s=—6
rendszerrel, ahonnan ¢t = 2, s = 4, vagyis A(—4,2), B(4,0). A d egyenes egyenlete
r+4 y-—2
4+4 0-2
vagyis
z+ 4y —4=0.

2. Az egyenlet rendre a kovetkez6 ekvivalens alakba irhato:

sin (x + 30°) +sin (90° — z — 60°) = 1 + cos 2z

sin (z + 30°) + sin (30° — z) = 1 + cos 2z,

28111I+30 ;30 _I-Cosx+30 ;30 +gg:l—kcos23:

2sin30° - cosxz = 1 + cos 2z

cosx = 1 + cos2x.

cosz=1+2cos’z —1=2cos’x.

Igy a
cosx (2cosx — 1) = 0.

egyenlethez jutunk.

1. Ha cosx = 0, akkor
T = z—H’mr, ke Z;

1
2. ha cosz = 5 akkor
xzi%+2hykeﬂ



tehat az eredeti egyenlet megolddsainak halmaza M = {% + kn|k € Z} U {:l:% + 2kr|k € Z}
III. TETEL (30 pont)

1. A négyzetgyok létezési feltétele z+1 > 0 és a tort 1étezési feltétele = # 0, tehat D = [—1,+00)\

{0}.
2. A gyokfiiggvény, az Osszetett fliggvény és a tort derivélasi szabalyat alkalmazzuk

1 / r—2x—2
f/(x)ZZx/z-i-l.x_ $+1: 2+l _ T+ 2 .
22 x2 222z + 1

3. Hax € D, akkor z +2 > 2 +1>0, 22 > 04és vz +1 >0, tehat f/(x) < 0, minden z € D. Igy

f szigorian csokkend a [—1,0) és a (0, 4+00) intervallumokon.
4. Mivel f csokkend a (0, 4+00) intervallumon, irhatjuk, hogy

2015 < 2016 = f(2015) > f(2016).
V2017 tehat V2016 > \/2017.

Masrészt f(2015) = Y210 és f(2016) = L2, o e
5. X 1
1 2 3 3
/vl—l—azdﬂc—/(l—l-x)?d :§(1+x)2 =-(22-1)
0
0

nlggom—rzx/k—i—n—nhﬁ\l{)loﬁzwl—i—— /vl—i—a?dx— (22—1)



Javitokulcs

I. TETEL (30 pont)

r+y+z=1

B 20 4+3y+z2=a

1) AX=B & (9) Bob Qybzma? 2p
8x + 27y + 2z = a*

SRy
Mivel | 2 3 1 |=2#0,(S) pontosan akkor osszeférhetd, ha < d = L9 1 a2|7 0....1p

$ol 8 27 1 ad
d=2a—-1)(a—2)(a—3) =0 a {1,283} . o 3p
Ha a € R\ {1,2,3} az (S) rendszer Osszeférhetetlen, tehat nem létezik olyan X, amely teljesitené a
Kért feltételeket . ... o 2p
Ha a € {1,2,3}, az (S) rendszer sszeférhetd és hatdrozott, ............ ..., 1p

z+y+z=1
valamint ekvivalens az (S”) 2¢ 4+ 3y + 2z =a rendszerrel, amelynek a megoldasai ........... 1p
4z + 9y + z = a?
1 1
r=—(1-a)3—a), y= 5(1—(1)(2—@), z= 5(2—a)(3—a) .................................. 3p
0 1 0
a=1=X=|0),a=2=1]10],a=3= T o o 2p
1 0 0
Megjegyzés: Az utolsé 6 pont egyenléen szétoszthatd, ha a hiarom esetet kiilon-kiilon targyaljuk.
2) fa(Q,+) endomorfizmusa = f(0) =0 = b=0....cc0uiriiiiiiiiiiiiiii . 2p
VaeQ,Vz,y€Q, fl(x+y)=alr+y) =ar+ay = f(xz)+ f(y), tehdt
fap morfizmus < b=0..... ... . 3p
fa,0 bijekcié < Vy € Q,3 pontosan egy = € Q, amelyre y = f(z) = ax.
S a#0six= LTSRN 4p
a

Megjegyzés: Az injektivitds és a sziirjektivitas kiilon-kiilon ellenérzése esetén 2-2 pont jar mindkét
tulajdonsag helyes igazolaséért.

A keresett szimpdrok halmaza {(a,0) | a € Q*} .................................................. 1p
N4z +8=0 © 4@4+2)=0 © 2+2€{0,3,6,0) ..eriirii 3p
S 0 A, T IO e 2p

II. TETEL (30 pont)

1. Els6 megoldas

Az x = 0 egyenletli egyenes VIzZSgAlata ... ... ..ot 1p
() 1y = k4 L 3p
az A és B koordindtai k flggvényében ....... ... .o 4p
az xA +axp =2xp(=0) feltétel .. ... 3p
A k MEGRatATOZASA . . .« 4p
annak ellenérzése, hogy P valéban az [AB] felezépontja ..... ..., 3p
a(d):z+4y —4 =0 egyenes egyenlete . ... ... ... 3p
Masodik megoldas

a ( pont KOOTAINATAL. . . . ..o e 4p
a QP veKtor KOMPONEISEI . . . .\ttt ettt et e et et e 2p
az A és B pontok koordindtai a paraméterek fliggvényében...... ... ... .. .o il 4p
a QA és Q? vektorok KOmponensei .. ......... i 3p

8 QA+ QB = 20P felttel. . . ooo oo 2p



az A és B koordindtdinak meghatarozadsa. . ... ...t 3p

az AB egyenlete (d) : @ 44y —4 =0 ..ot 2p
Problema 2

a sin(x + 30°) 4 cos(x 4 60°) = cos T OSSZEIUGEES . ..o\ttt 3p
acosz (2cosz — 1) = 0 alak megtaldldsa ......... ... i 3p
acosx = 0 megoldAsal .. ... ..o 2p
acost = % MEZOLAASAL ..ottt e 2p

III. TETEL (30 pont)

1) 4 L > 0 2p
O e 2p
D =[- 1+oo)\{0} ............................................................................. 1p
\/ﬁ rz—2x—2

2) f'(x) = b e DL = —Qxfj/'a%. ................................................. 5p
3) JIm) SONVE € D o 3p
FesORKENS [—1,0) oottt 1p
FeSOKKENE (0, 4-00) o ee ettt e 1p
4) F(2015) = 0 1p
F(2006) = T 1p
f esokkend 0 < 2015 < 2016 = f(2015) > f(2016) ... ouininiett e 3p

1 1

/\/1+xd$—/(1+$)2 AT o 2p

0
1 1 9 3|l
Of(1+ac)5d = S(L4@)2| 2p
1
%(1+x)%0:§2%—1) ......................................................................... 2p
1< . k
L= lim — \/k:—i-n:hmfz L — 1p
n—o0 N/MN n—oo 1 n
k=1 k=1
n 1

hm%Zwl—f—%:f Lo de o 2p
L= 2(22 = 1) 1p

Megjegyzés: Az el6bbiektol eltérd helyes megolddsokat is pontozzuk.



