UNIVERSITATEA BABES-BOLYAI CLUJ-NAPOCA
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CONCURS DE ADMITERE, 12 septembrie 2018
Proba scrisi la MATEMATICA

NOTA IMPORTANTA:

1) Problemele tip grila (Partea A) pot avea unul sau mai multe raspunsuri corecte.
Acestea trebuie indicate de candidat pe foaia de concurs. Obtinerea punctajului aferent
problemei este conditionata de identificarea tuturor variantelor de raspuns corecte si
numai a acelora.

2) Pentru problemele din Partea B se cer rezolvari complete pe foaia de concurs.
Acestea sunt evaluate in detaliu conform baremului.

PARTEA A
1. (5 puncte) Intersectia cu axa Oz a graficului functiei

:r:2_ X
fRSR, f(x)z{Q 4, dacax <2

T —2, daca = > 2

este multimea vida; este o multime cu un element; este o multime cu doua elemente;
este o multime cu trei elemente; [ este o multime cu patru elemente.

2. (5 puncte) Consideram tripletul (R, +, ), unde R este multimea numerelor reale si +, - sunt
operatiile uzuale de adunare si inmultire. Stabiliti care dintre afirmatiile de mai jos sunt adevarate:

(R, +,-) este un grup; B| (R, +, ) este un inel; |C| (R, +, ) este un corp; @ (R, +,-) este un inel
care nu este corp; [E (R, +, ) nu este inel.

In(1 + sin
3. (5 puncte) Valoarea limitei lim In(1 + sin” 2) este
=0 1z -tg(2z)

1
_0035;2;@—%00;0.

4. (5 puncte) Intr-un reper cartezian xOy, se considerd un triunghi echilateral OAB de latura ¢
astfel incat varful A si apartind dreptei de ecuatie  — v/3y = 0. Coordonatele varfului B pot fi:

(0,£); <€\2/§> _§> ; IC] (0, —0); @ <_£\2/§7 g) : <_€\2/§’ _§>

v . .o . . ™
5. (5 puncte) Daca cos 3 este media geometrica a numerelor sin« si cosa, unde 0 < «, 5 < 5

atunci cos 2/ este egal cu:
—25sin? (% — a); —2cos? (% —i—oz); 2 sin® <% +a); @ 2 cos? (% — a); 2 sin® (% — a).
6. (5 puncte) Consideram functia f : R* — R, definita prin
2
flx) =2 +=, VazcR.
x

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

f nu are asimptota oblica; B| f are un singur punct de minim local; |C| ecuatia f(z) = 3 admite
solutia x = 1; @ f este monotona pe R*; [E| f este convexa pe R*.

PARTEA B

1. a) (8 puncte) Sa se gaseasca toate perechile de numere reale cu proprietatea ca atat suma
cat si produsul numerelor este —2.



a a a 1
b) (12 puncte) Si se determine rangul matricei A = [ a a®> 4 1 |. Discutie dupa
a —2 -2 1
parametrul real a.

2. a) (8 puncte) Fie P si ) mijloacele diagonalelor [AC], respectiv [BD] ale unui patrulater
convex ABCD.

1. Demonstrati ca ]@ = % (E — B?)

2. Demonstrati ca daca zﬁ + C@ = 3@, atunci patrulaterul ABCD este un paralelogram.

b) (7 puncte) Demonstrati egalitatea:

1 V3

sin10°  cos10°

3. Fie a,b numere reale. Consideram functia f : R — R definita prin

2> +ar+b, <0
f(x)—{ x—1, x>0

a) (10 puncte) Determinati numerele a,b pentru care f este derivabila si f’ este continua.
b) (8 puncte) Determinati primitivele functiei f in cazul in care acestea exista.

1
c¢) (7 puncte) Calculati integrala [ f(z)dz in cazul a =1 i b= —1.
1
NOTA:

Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.



Raspunsuri si solutii
PARTEA A

1. [D}; 2. [B, [ 3. B} 4. [A] B], [d], D}; 5.[A], [B; 6. [A], [B], [C]

PARTEA B

1. a) Doua numere a,b € R verifica proprietatea din enunt, daca gi numai daca

a+b=-2
ab= -2

ceea ce e echivalent cu faptul ci a si b sunt cele 2 radacini ale trinomului X2 4+ 2X — 2.
Folosind formula de rezolvare a ecuatiei de gradul 2 gasim aceste radacini:

.1‘1:—1+\/§, :E2:—1—\/§
Prin urmare, (a,b) € {(z1,x2), (r2,21)}, iar perechile cautate sunt
(=143, -1 —V3) si (-1 —V3,—1+V3).

Observatie: In cazul in care rationamentul nu este organizat ca un sir de echivalente, completarea

solutiei se face prin verificarea rezultatelor obtinute.
1

4
-2 1

Bordarea acestui minor cu elemente din coloana 1 conduce la minorul de ordinul 3

1. b) Intrucét =6 # 0, avem rang A > 2.

a a 1
a 4 1
a —2 1

care este nul deoarece are doua coloane proportionale.
Asadar, pentru a afla rangul matricei A avem de calculat determinantul

a a 1
d=| a* 4 1
-2 -2 1

Scadem ultima linie din prima si obtinem ca factor pe a + 2, iar pentru a calcula determinantul ramas,
adundm dublul primei linii la ultima si dezvoltam determinantul obtinut dupa ultima linie. Obtinem
succesiv:

a+2 a+2 0 1 1 0 1 10
d=| a* 4 1]=(a+2)] &> 4 1|=(a+2)]|a® 4 1|=
-2 -2 1 -2 -2 1 0 01

=(a+2)4—d*) =2+4+0a)*2-a).

Cum d = 0 daca si numai daca a € {—2,2}, avem:
i) pentru a € {—2,2}, rang A = 2,
ii) pentru a € R\ {—2,2}, rang A = 3.

2. a) 1. Fie O un punct oarecare al planului. Putem scrie

PG =0G - OP.

Dar OP este mediana triunghiului OAC, care pleacd din O, asa cum OQ este mediana triunghiului
OBD care pleaca din O, de aceea avem

of = (04 +a0)

1
2



si

0@2%(0?+5ﬁ).

Asadar,

PG =

Pe de alta parte,

(08 +0B) - L (04 +0¢) = L (0B - 04 - (0¢ - B) ).

1
2
0B -0A=aB s o¢ - 0B= 50

Po= (4B 59).

2. Din punctul precedent rezulta ca
AD - BC = AD + CB = 2PG.

Daca, pe de alta parte, conform ipotezei, avem

AD +CB = 3P0,

deducem ca 2]@ = 3]@, adica I@ = 0 sau P = @. Prin urmare, diagonalele patrulaterului convex
ABCD se injumatéatesc, adica patrulaterul este un paralelogram.

2. b) Inmultim ambii membrii cu numérul (evident, diferit de zero) sin10° - cos 10°. Egalitatea dats
este, prin urmare, echivalenta cu egalitatea

deci

1
2

c0s 10° — v/35in 10° = 4sin 10° - cos 10°. *)

Mai departe, egalitatea (*) se poate scrie
1 3
2 (2 cos 10° — \2[ sin10°> — 4sin10° - cos 10°

sau
sin 30° cos 10° — cos 30° sin 10° = 2sin 10° - cos 10°

sau, 1n final,

sin 20° = sin 20°.

3. a) Pentru ca f sa fie derivabila pe R, trebuie sa fie continua. In punctele xg # 0 f este continua,
fiind o functie polinomiala intr-o vecinatate suficient de mica a lui zy. Pentru xg = 0 avem lir% f(x) =0,
T

z<0
hII(l) f(z) = —1, deci f este continua daca si numai daca b = —1. Pe intervalul (—oo,0) functia este
r—r
>0

f(x) = 2% +ax +b, deci pe acest interval f'(x) = 22+ a, fiind o functie de gradul doi pe acest interval.
Pe intervalul (0, +00) functia este f(z) = x — 1, deci pe acest interval f'(z) = 1. Cum lir% f'(z) = a,
Tr—r
<0

hn% f'(x) =1, pentru a # 1 functia f nu este derivabild in punctul z = 0 (daca ar fi derivabila, atunci
z—
>0

[’ ar avea proprietatea lui Darboux, deci nu ar admite punct de discontinuitate de speta I1.). Pentru

a =1 din consecinta teoremei lui Lagrange obtinem ca f este derivabila in = 0 si f/(0) = 1, deci in

acest caz f este derivabild pe R si f’ continua pe R. Astfel f este derivabild daci si numai dacid a = 1

gi b= —1 iar in acest caz f’ este continua.

b) Pentru ca f sa admita primitive trebuie sa aiba proprietatea lui Darboux. Din relatiile ili% f(x) =0,
x<0

hII(l) f(x) = —1, deducem ca f are proprietatea lui Darboux daca gi numai daca b = —1. Pentru b = —1
Tr—r
x>0



functia f este continua, deci admite primitive. Folosind consecinta teoremei lui Lagrange pe intervalele
(—00,0) si (0,00), orice primitiva F': R — R a lui f are forma

T bl st 2<0
5 a2 r+c, T

2

%—x—i—c;;, x>0

F fiind derivabila este si continua, deci

Astfel primitivele lui f au forma

z3 z?
3 + a? —z, <0
F(x)=c+ )
% -z, x>0
c) In cazul b = —1 functia f este continua, deci este integrabila gi admite primitive. Astfel putem
folosi formula Newton-Leibniz:
1
1 1 1 5
dz=F(1)—F(-1)==—1—(—=+-+1)=-2.
[1@ds=F) - Fey =g -1 (54 541) =3

Observatie: Integrala poate fi calculata si fara forma exacta a primitivei daca o descompunem in

doua:
1 0

/f(w)dx=/f(a:)d:c+/1f(a;)dx.
0

-1 -1



BAREM DE CORECTARE

PARTEA A

, .................................................................................... 5p

.,, ................................................................................. 5p

PARTEA B

EEEE
[FI&]
@l
=l
n
fo)

1. a) Doua numere a,b € R verifica proprietatea din enunt daca si numai daca

a+b=-2 9
{48 :
ceea, ce e echivalent cu faptul c& a si b sunt cele 2 radacini ale trinomului X2 +2X —2........... 2p
Folosind formula de rezolvare a ecuatiei de gradul 2 gasim aceste radacini:
$1:—1+\/§,$2:—1—\/§ ................................................................ 2p

Prin urmare, (a,b) € {(z1,z2), (x2,x1)}, iar perechile cautate sunt

(“14+V3,=1—=V3) si (1= VB, —1+V/3)...... 2p

Observatie: In cazul in care rationamentul nu este organizat ca un sir de echivalente, completarea
solutiei se face prin verificarea rezultatelor obtinute.

1. b) Intrucat ‘ _Z; i =6F#£0,avem rang A > 2 ... 3p
Bordarea acesicui minor cu elemente din coloana 1 conduce la minorul de ordinul 3
a a
a 4 1 | care este nul deoarece are doua coloane proportionale........................... 2p
a —2 1
a a 1
Asadar, pentru a afla rangul matricei A avem de calculat determinantul d = | o> 4 1
-2 =21
a+2 a+2 0 1 1 0 1 10
Avem d "= | a2 4 1|=(a+2)| o> 4 1 fat2h (a+2)|a® 4 1|=
-2 -2 1 -2 -2 1 0 01
= (a4 2)(4—a%) = (24 a) (2 = @) et 4p
=0 & a € {2 2 1p
Pentru a € {—2,2}, rang A = 2. ..ot 1p
Pentrua € R\ {—2,2}, rang A = 3 ... o 1p

2. a) 1. Fie O un punct oarecare al planului.

(1) PO = 00 — OP. oo 1p

(ii) OP si OQ sunt medianele din O in triunghiurile OAC, respectiv OBD ..................... 1p

(iii)ﬁ’z%(ﬁ—%@)gi@z%(@—k@). ............................................. 1p
(iv)Pﬁ: <O?+O?>—%<O—z>4+ﬁ)z (O?—O—Zl—(O?—O?)) .................. 1p

1 1
2 2

COA=AD §i OC—0B=BC . oo 1p
|
2



2.

(i) AD — BO = AD 4 CB = 2P0 + .o oo e 0.5p
(ii) E + C@ = 3@ = 2@ = 31@ = 1@ =0sau P =Q = ABCD - paralelogram. ...1.5p
2. b)

(1) SINT0% - COST0% F5 0. ottt 1p

(ii) Egalitatea data este echivalenta cu cos 10° — v/3sin 10° = 4sin 10° - cos 10° ................. 1p
1 3

(iii) sau cu 2 <2 cos 10° — { sin10°> = ASIN10° - €05 10° ot 2

(iv) sau sin30° cos 10° — cos30°sin 10° = 2sin 10° - cos 10° . .....ooieiiiiiii i 2p

(v) sau, In final, sin 20° = SIN20°. .. ...t 1p

3. a) Pentru ca f si fie derivabila pe R, trebuie s& fie continua. In punctele zg # 0 f este continui,
fiind o functie polinomiala intr-o vecinatate suficient de mica a lui zy. Pentru xg = 0 avem lin%) f(x) =0,
T—

<0

lin% f(x) = —1, deci f este continua daca i numai daca b= —1. ..., 4p
T—
>0

Pe intervalul (—oo,0) functia este f(z) = 2%+ ax + b, deci pe acest interval f'(z) = 2z + a, fiind o
functie de gradul doi pe acest interval. Pe intervalul (0, +00) functia este f(xz) = x — 1, deci pe acest
interval f'(z) = 1. Cum lir% f'(x) = a, lir% f'(x) = 1, pentru a # 1 functia f nu este derivabila in

z—> z—>

<0 >0
punctul z = 0 (daca ar fi derivabild, atunci f’ ar avea proprietatea lui Darboux, deci nu ar admite
punct de discontinuitate de speta L.). .. ... .o 4p
Pentru @ = 1 din consecinta teoremei lui Lagrange obtinem ca f este derivabila in o = 0 si
1(0) =1, deci in acest caz f este derivabila pe R i f/ continuad pe R. .......................... 1p
Astfel f este derivabild daca si numai dacid @ = 1 si b = —1 i iar acest caz f’ este continua. .1 p

b) Pentru ca f sa admita primitive trebuie sa aiba proprietatea lui Darboux. Din relatiile lir% f(x) =0,
T—
<0

lin% f(x) = —1, deducem ca f are proprietatea lui Darboux daca gi numai daca b = —1. Pentru b = —1
z—
>0
functia f este continui, deci admite primitive. ........ ...t e 2p
Folosind consecintele teoremei lui Lagrange pe intervalele (—oo,0) si (0,00), orice primitiva
3
x x
g—i-a?—x—i-cl, z <0
F:R—Raluif are forma F(x) = ¢ €2, =0 4p
2
5~ T+ c3, x>0
F fiind derivabila este i continua, deci F'(0) =2 = €] = €3+ «vvvviririniiiiiiiii . 1p
3
T
£} + a? -z, <0
Astfel primitivele lui f au forma F(z) = c+ ) e 1p
% -, x>0
c) Pentru b = —1 functia f este continua, deci este integrabila si admite primitive. ............. 2p

1
Folosim formula Newton-Leibniz: [ f(z)dz = F(1)— F(-1)=41-1—(-14+3+1)=-3. 5p
-1

Observatie: Integrala poate fi calculata si fara forma exacta a primitivei daca o descompunem in

doua:
1 0

/f(w)dx=/f(a:)d:c+/1f(x)dx.
0

-1 -1



In acest caz se vor acorda cate 2 puncte pentru descompunerea integralei si pentru calculul celor
doua integrale, iar 1 punct pentru rezultatul final.

NOTA: La toate problemele din partea B orice alta solutie corecta va fi punctata corespunzator.



