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2018 januar 20.

. Adott az ABCD tetraéder, hatdrozzuk meg:

a) AB + BD + DC
b) AD + CB + DC
¢) AB + BC + DA+ CD

Adott az ABCD tetraéder. Igazoljuk, hogy zﬁ + B? = ﬁ + ,@, majd bizonyitsuk be, hogy
ez igaz barmely négy pontra a térbdl.

Egy derékszogl koordinata-rendszerben adottak az A(2a,a) és B(2b,b) pontok, ahol a # b valés
paraméterek. Hatarozzuk meg az M (x,y) pontot, ha teljesiil az AM = 3M

A sikban felvett Ozy derékszogld koordinata-rendszerben adottak A(0,8), B(—4,0), C(Gﬂ,
H(0,3) pontok. Legyen O az ABC héaromszog koré irt kor kozépontja. Fejezziik ki az OA,

@ ) O? , 07} Vekt%kat az Ox és Oy tengelyek 7, illetve fegységvektorainak fliggvényében, és
mutassuk ki, hogy OA + O? +0C =0H.

—
Az ABC héaromszogben jeloljiilk M-mel a BC' felez6pontjat. Bizonyitsuk be, hogy 2AM =

AB + AC

Az OAB haromszoghben az AB-t k aranyban oszté M pontra igaz, hogy m =k- M§ Bizo-
OA— k- OB

nyitsuk be, hogy O—]\>4 = 17

Legyen ABC' egy éltalanos haromszog és G az ABC haromszog sulyponja. Ha O egy tetsz6leges
pont a térben, akkor bizonyitsuk be, hogy:

a) O?:é(O—IZH—O?%-O?)
b) GA+GB+GC =0

Legyen O az ABCD konvex négyszog atléinak metszéspontja. Az OAB, OBC, OCD és OAD
haromszogek sulyponjat rendre G, H, I és K jeloli. Igazoljuk, hogy GHIK paralelogramma.

Legyen ABC egy altalanos haromszog, H a haromszog magassagpontja, O a haromszog koré
irt kor kozépontja és A’ az A-nak dtmérdsen ellentett pontja, illetve G' a haromszdg silyponja.
Mutassuk ki, hogy:

a) HB + HC = Iﬁ

b) HA+ HB + HC = 2HO

¢) OA+0B+0C = OH

d) HA + HB + HC = 3HG

e) a H, G, O pontok kollinearisak (Euler féle egyenes) és 2G0 = HC

Adott az ABCD paralelogramma Valamin_t>a P, Q, R, S pontok, amelyeket az /TP> =k- zﬁ,
Bﬁ =k- B?, Cﬁ =k- @ és lﬁ = k- DA egyenlGségek hataroznak meg, k € R*.

a) Készitsiik el a rajzot k = —1 esetén.

b) Igazoljuk, hogy PQRS paralelogramma, Vk € R* esetén.

Adott A1 AsAs ... A, sokszdg az O kozéppontd koérben. Igazoljuk, hogy Z 0A; =0.

>
A=
=1
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12. Az ABC haromszog sikjaban felvessziik a P, () pontokat, igy hogy: ﬁ = 53? és @ = Zﬁ

a) Fejezziik ki a ]@ vektort az E és @ vektorok fiiggvényében.
b) Bizonyitsuk be, hogy a P, @ pontok és az AB oldal C’ felez6pontja egy egyenesen vannak.

AD AFE 3 —=—= —_—
13. Adott cgy ABC haromszdg. Tudjuk, hogy 57 = = = 7, EE| = 3BE, illetve DD, = 3CD.
D e AB,E € AC,E; € (BE,D; € (CD. lIgazoljuk, hogy Dy, A és E; kollineéris pontok.

14. Az ABC héromszogben legyen MN || AB, M € (AC), N € (BC). Jelolje D és E az [MN],
illetve az [AB] felezopontjat. Igazold, hogy C, D és E pont kollinearis.

— 1
15. ABCD paralelogramma oldalegyenesein felvessziik az M és N pontot, amelyekre: BM = 51@
és Zﬁ =3 zﬁ Bizonyitsd be, hogy az M, C' és N pontok kollinearisak.

Ha kérdésetek van, email-ben szivesen vélaszolok.
emoke.s123@yahoo.com



Vektoralgebra

1. Ertemezés. Az irdnyitott szakaszokat vektornak nevezzik, ami egy olyan fizikai mennyiség, amelyet ird-
nya, irdanyitdsa és nagysdga jellemez.

7= AB AB kotétt vektor

e irany: a vektor tartéegyenese adja
e irdnyitas: a kezd&ponttol a végpont fele mutat

e nagysag: a kezddpont és végpont kozdtti tavolsag. Jele: ||@H

2. Ertemezés. Két vektor eqyenld, ha irdnyitdsuk és nagysiguk megegyezik, tartdegyeneseik pedig eqybeesnek
vagy pdrhuzamosak.

5_ 1A - BB —
1. Megjegyzés. Szabadvektor:,csisztathats”; Nullvektor: 0 = AA = BB; Ellentett vektor: BA =
—A

Vektorok 6sszeadasa:

Paralelogramma szabaly /

Haromszog szabaly




Vektorok kivonasa:

AB — AC = AB + CA =
= AC +CB+ CA =
- CB

Vektorok kivonasa esetén ,a nyil mindig a kissebitend6 fele mutat”.

AB—AC=AB+CA=CA+AB=C

Vektorok skalarral vald szorzasa:

a >0

o AB|| = |a] - | AB]|

a - AB iranya megegyezik az 1@ irdnyéaval.

a - AB iranyitasa megegyezik AB iranyitasaval, ha a > 0, kiilénben ellentétes iranyitéasu.
ha a = 0 akkor a.- AB =0

2. Megjegyzés. Az A, B és C' a sik hdrom kiilonbizd pontja.
A, B, C kollinedris pontok < Jk € R* : B =k-A

( FELADAT: 1. 2. )

Vektorok analitikus jellemzése:

Legyenek ;,j az Origd kozépontti koordinata rendszer egységvektorai.
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Kezd6pontjuk az O: i L7; ||7]| = ||7]| = 1
((2,7) ortonormalt bazis)
VieVyredx,y e R v=x-14+1y-j, ahol x és y a ¥ koordinatai.

Miveletek:

Legyenek 0 =z -i+vy-j< v(z,y) ésu=12"-i+vy -5 < ul,y)
Vti=(e-i+y- )+ @ ity -j)=@+2)-i+@y+y) j=>0+iz+2,y+y)
U—t=(z-1+y-g)— (& i+y-j)=(e—2) i+ —y) j=>0—tdlr—2"\y—y)
a-v=a-it+a-j=a Ula z,a y),aholaeR

( FELADAT: 3. J. )

Pont helyzetvektora:

=Y

R
Az M pont helyzetvektoran az OM vektort értjiik és el jeloljiik.
OM = s+ yar - J = o (@ar. yar)



—

= MN(zNy — Zp, YN — Yum)
(FELADAT: 5.)

Szakaszt adott aranyban oszt6 pont helyzetvektora:
(FELADAT: 6.)




