Solutii - Varianta II1

SUBIECTUL I (30 puncte)

1. Varianta 1: Conditiile de existenta ale radicalilor z +7 >0 gi z — 1 > 0, adica x € [1,00). Prin
ridicare la patrat, ecuatia devine x + 7+ 2 — 14+ 2y/(z+7)(z—1) =16 & Va?+6x —7 =5 — .
Egalitatea poate avea loc numai daca —x + 5 > 0. Prin urmare, = € [1,5]. Prin ridicare la patrat,
obtinem x? + 6z — 7 =22 — 102 +25 < 162 =32 & = = 2.

Varianta 2: Conditiile de existenta ale radicalilor x +7 > 0 gi 2 — 1 > 0, adica = € [1,00). Functia
f:[1,00) = R este strict crescatoare (fiind suma a doua functii strict crescatoare), deci ecuatia poate
avea cel mult o solutie. Pe de alta parte x = 2 este solutie, deci x = 2 este singura solutie.

Observatie: Indiferent de metoda de rezolvare aleasa, in lipsa conditiilor care permit pastrarea
sirului de echivalente, cele 4 puncte acordate pentru stabilirea acestora se vor acorda daca a fost
facuta verificarea solutiilor obtinute.

2. a) Folosind regula de inmultire a numerelor complexe scrise in forméa trigonometrica avem

flz+y) =cos(2(z+y)m) +isin(2(x + y)m) = (cos(2zm) + isin(2x7)) - (cos(2ym) + isin(2ym)) =

:f((E) f(y)a V:U,ye]R,

deci f este un morfism de grupuri intre (R, +) si (C*,-).

b) f nu este injectivd deoarece f(x + k) = f(x), Vk € Z*. f nu este surjectiva deoarece nici un
numar complex nenul de modul diferit de 1 nu apartine multimii f(R).

o) [f(@)*=1% f(z) € {cos ™ 1 isin AT | k€ Z} & 2 € {4 | k € Z}.

d) Presupunand ca ar exista un izomorfism g : R — C*, ar exista a € R astfel incat g(a) = —1,
prin urmare g(0) = 1 = (=1)? = [g(a)]? = g(2a), ceea ce implici 2a = 0, adicd a = 0. Dar atunci
1 =g(0) = g(a) = —1, contradictie.

SUBIECTUL II (30 puncte)

Solutia problemei 1. (a) Avem
R B e Yorcle VB v R P

—
(b) O varianta de solutie este s& demonstram ca vectorii PC” si ]@ sunt coliniari. Avem

— — 1 1 1 1 1 2
deci cei doi vectori sunt coliniari.
A doua varianta a solutiei foloseste reciproca teoremei lui Menelaus. Este usor de constatat ca

A
BC’ ’
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cpr 3
iar __
Q@4
AQ
Asgadar, -
AC" BP CQ
Bic’ﬁﬁ_ ,

iar din reciproca teoremei lui Menelaus rezulta coliniaritatea celor trei puncte. O



Solutia problemer 2. Ecuatia se mai poate scrie
(2m —1)(2cos?z — 1) —9cosz +m —5 =0
sau
2(2m — 1) cos®’z — 9cosx — (m +4) = 0.
Presupunem, mai intai, ca m # 1/2.
Punem cosx = t. Ecuatia devine
2(2m — 1)t* — 9t — (m +4) = 0.
Discriminantul ecuatiei este

A =81+8(2m —1)(m+4) =81 +8(2m? +8m — m — 4) = 16m? + 56m + 49 =

= (4m+17)%

Radacinile ecuatiei sunt
f_9=dAm—T 1
YT am -1 2
9+4m+7 m+4
ty = = .
42m—-1) 2m—1

Prima solutie ne conduce la

1
COST = ——
27

de unde 5
x:igmkw, ke

A doua solutie ne conduce la

m+4

2m —1°

COST =

Solutia acestei ecuatii este

m+4
r = Farccos + 2km, k € Z.
2m —
Solutia exista daca gi numai daca argumentul arccosinusului este intre —1 gi 1, adica daca este verificata

dubla inegalitate
m+4

2m —1

adica sistemul de inegalitati
3(m+1)
2m —1
—5 )
>0
2m —1 —

>0

ceea ce ne conduce la m € (—oo, —1] U [5,00). Dacd m nu este In aceastd multime, ecuatia are doar
prima solutie.
Daca m = 1/2, ecuatia se transforma in

9
-9 ~ 2 =0
cos x 5 ,

ceea ce ne conduce, din nou, la

1
cosT = ——.
2

In concluzie pentru orice m € R obtinem solutia x = i%’r + 2km, k € Z, iar pentru m € (—oo, —1] U

[5,00) avem si solutia = + arccos 2";;141 + 2k7, k € Z. O




SUBIECTUL III (30 puncte)

1. f(—z) = f(x), Vz € R, deci functia este para si este suficient sa studiem proprietatile functiei
pe intervalul [0, 00) si in punctul 0. Pentru z > 0 si  # 1 avem

1
fl(z) =~ 1—x2+§x(1—x2)_§(—2x): V1— 2 =

.. ’ o . . o 1 _ _ 3—5a2
si ili%f (z) = 1. f fiind functie para avem f'(—z) = —f'(z) = 33/ pentru z > 0,z # 1,

x>0
deci lin%) f/(z) = —1. In punctul 0 f nu este derivabila deoarece este continua intr-o vecinatate,
T—
<0
exista f’ pe aceastd vecindtate, cu exceptia punctului xg = 0 si lin%) fl(x) # lin}) f'(x) (se
r—r Tr—r
>0 <0

aplicd consecinta teoremei lui Lagrange). Astfel domeniul maxim de derivabilitate este D =
(—OO, _1) U (_1>O) U (07 1) U (17 OO) §i

3—5z2
- T _1
( 530 <0,z #
J 1’) 3—5x2
x>0,x#1

33/(1—22)2’

2. Determinam intervalele de monotonie pentru z € (0, c0):
/ 2 3
fix) <0< 3 -5z §0<:>1‘6[\/;1>U(1,oo).

Folosind paritatea functiei obtinem ca functia este crescatoare pe (—oo7 —\/é) , descrescatoare

pe (—\/é, 0) si crescatoare pe (0, \/g) , descrescatoare pe (\/g, oo) , adica are doua puncte

de maxim in 7 = — % §ixg = \/g Pe de altd parte
3\2 (2\3 2537
3 2

f(xLZ) = <5> : <5> = 5% )

deci
25 .33
flx) < —, Vz eR
56

3. Calculam derivata a doua pentru z > 0,z # 1:

gy — W0/ A =P = (3 5aM)(1L = a?) 7 (-20)
o A=) -
. 22 (522 — 9)
— 9(1_1,2)3 (1_1;2)2.

Pentru z < 0,z # —1 obtinem

2z(5x2 — 9)
9(1 — 22) /(1 — 22)?’

(@) = f"(-a) = -

deci in multimea D obtinem punctele de inflexiune i1 = % si iy = —%. Pe de alta parte

f"(z) < 0, pentru x € (0,1) si f’(x) > 0, pentru = € (1,%), deci i3 = 1 este punct de

inflexiune. In mod analog si 74 = —1 este punct de inflexiune, deci functia f admite 4 puncte de
_3vh ~1.1 ﬂ}
5 y 4y 7H .

inflexiune {



4. Folosind paritatea functiei avem

1 1 1
1
/f(m)da;—2/a:\3/l—xQda:—/(l—t)édt— —2(1—t)% = Z
1 0 0 0
2%.33

5. Folosim inegalitatea demonstrata la punctul 2). Notam M = . Din inegalitatea

5
56

0< f(x) <M, Ve € [-1,1]

deducem
0<z?f(x) < M-z*, Vo € [-1,1]
deci .
2M
0< /xQ”f(a:)dx < 1’ Vn > 1.

-1

Folosind criteriul majorarii rezulta

lim [ z*"f(x)dz = 0.
n—oo
-1



