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Kronecker-modulusok

Tegezek

Meghatarozas

Egy Q tegez egy irdnyitott multigraf (két csomépont kézétt tobb
irdnyitott él is lehet, illetve hurkok létezése is megengedett).
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Utak a tegezben

Meghatarozas

Legyen Q egy tegez és a, b csomdpontok. Egy { > 1 hosszisagi dt
a-bdl b-be egy olyan (a | a1, 00,...,0 | b) élsorozat, ahol minden
a; élre igaz, hogy az a; nyil eleje egybeesik az o1 nyil végével.
Minden a csoméponthoz hozzarendeliink egy £ = 0 hossziisagi utat,
a trividlis vagy staciondrius utat.
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Tegez Gtalgebréja

Meghatarozas

A Q tegez kQ dtalgebrdja egy olyan k-algebra, ahol a
k-vektortérnek a bazisat az (a | a1,0,...,0; | b), £ >0 utak
alkotjék és ahol két bazisvektor szorzata a megfelel6 utak
Osszetevését jelenti. Vagyis az (a | o1, 0,...,04 | b) és

(c| B1,B2,..-,Bk | d) utak szorzata

(a | 01,02,...,0 ’ b)(C | Blaﬁ%'-wﬁf | d):
:6bc(a | a17a27’"7af7317B27'”7Bk | d)

(ahol dp. a Kronecker-delta).
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Tegez reprezentaciéja

Meghatarozas

Legyen Q egy véges tegez. A Q k-linedris reprezenticidja (vagy
csak egyszeriien reprezenticidja) a kdvetkez6t jelenti:

(1) Q minden egyes a csomdpontjahoz egy M, k-vektortért
rendeliink.

(2) Minden egyes o : a — b élhez egy megfelel6 ¢y : My — M,
k-linearis fiiggvényt rendeliink.
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A Kronecker-tegez és a Kronecker-algebra

Meghatarozas

A Kronecker-tegez: o o.
-
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A Kronecker-tegez és a Kronecker-algebra

Meghatarozas

|

A Kronecker-tegez: o o.
-

Meghatarozas

A Kronecker-algebra izomorf a Kronecker-tegez italgebrajaval.
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A Kronecker-tegez és a Kronecker-algebra

Meghatarozas

|

A Kronecker-tegez: o o.
-

Meghatarozas
A Kronecker-algebra izomorf a Kronecker-tegez italgebrajaval.

A Kronecker-algebranak [ 152 2 } alakd elemei vannak, vagyis

2 X 2-es ( (u Vu ) |?v ) alaki matrixok, ahol v, w € k,
1, U2

(u1,up) € k2. A szorzas a kovetkezé médon torténik:

d 0 f 0\ df 0
(u1,u2) ¢ (vi,v2) e ] \ (nuf+wvic,uaf +wc) ce )
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A Kronecker-modulus

Meghatarozas

A Kronecker-modulus egy véges dimenziés jobboldali modulus a
Kronecker-algebra f6l6tt.
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A Kronecker-modulus

Meghatarozas

A Kronecker-modulus egy véges dimenziés jobboldali modulus a
Kronecker-algebra f6l6tt.

Minden M Kronecker-modulust azonosithatunk a

¢1
Kronecker-tegeznek egy ( Xj = Xz ) reprezentacidjaval. Itt X;
P2

és X, véges dimenzids k-vektorterek és ¢, @o k-linearis
figgvények, amiknek felirhatjuk a matrixszat a kanonikus bazisban.
A reprezentaciébdl a Kronecker-modulust a kdvetkez& médon
kapjuk vissza: a vektortér M = X1 @ X, a jobboldali csoporthatas
pedig - : M x A— M, ahol

(X1,X2)< (ulﬂfw) 2 > = (xiA + @1 (x2)u1 + @1 (x2) 2, X2 ).
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Felbonthatatlan Kronecker-modulusok

A felbonthatatlan Kronecker-modulusok harom csalddba sorolhaték:

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Kronecker-modulusok

Felbonthatatlan Kronecker-modulusok

A felbonthatatlan Kronecker-modulusok harom csalddba sorolhaték:

© . preprojektivek,
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Felbonthatatlan Kronecker-modulusok

A felbonthatatlan Kronecker-modulusok harom csalddba sorolhaték:

© . preprojektivek,

© a regularisok,
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Felbonthatatlan Kronecker-modulusok

A felbonthatatlan Kronecker-modulusok harom csalddba sorolhaték:

© . preprojektivek,
© a regularisok,

© a preinjektivek.
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Felbonthatatlan Kronecker-modulusok

A felbonthatatlan Kronecker-modulusok harom csalddba sorolhaték:

© . preprojektivek,
© a regularisok,

© a preinjektivek.

A Kronecker-modulusok kategoériajanak jeldlése: mod-kK.
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Matrixnyalabok

Felbonthatatlan Kronecker-modulusok

(E,0)
PI'EIIl]ektiV L, : k™ Z EnTl <y E, - egységmatrix
(0 Ey) &
( o ) % n €N
En 7}

Preprojektiv p,: in+' = k" <— Y nedrendtiJordan-blokk
( e ) (0 sajatértékkel)
pEn—FJé") En

Regularis R,(n): k" k" és Reo(n): k" Z__ k" peck
E, Jim
<0

(ha a test algebrailag zart)
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Kronecker-modulusok felbontésa

Tétel (Krull-Schmidt)

Minden in M € mod-kK Kronecker-modulus a kdvetkezé médon bonthaté fel
egyedi médon (izomorfizmus erejéig):

M= (Pe,®:-®Pe,)® (®pept Ro(1)) & (Ig, © - ®1a,,),
ahol:

© (c1,...,cn) véges, nemnegativ egész szamokbdl 4ll6 névekvs sorozat,

Q ulP) =(uy,...,u) particis, ahol p € Pi (vagy p € kU{}) és
Rp(ﬂ(p)) = Rp(1) ® - ® Rp(Ke),

© (di,...,dm) véges, nemnegativ egész szamokbol allé csokkens sorozat.
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Kronecker-modulusok felbontésa

Tétel (Krull-Schmidt)

Minden in M € mod-kK Kronecker-modulus a kdvetkezé médon bonthaté fel
egyedi médon (izomorfizmus erejéig):

M= (Pe,®:-®Pe,)® (®pept Ro(1)) & (Ig, © - ®1a,,),
ahol:

© (c1,...,cn) véges, nemnegativ egész szamokbdl 4ll6 névekvs sorozat,

Q ulP) =(uy,...,u) particis, ahol p € Pi (vagy p € kU{}) és
Rp(ﬂ(p)) = Rp(1) -+ @ Rp(ut),

© (di,...,dm) véges, nemnegativ egész szamokbol allé csokkens sorozat.

Meghatarozas

Az elébbi (1), (2), (3) pontoknal felsorolt egész szamokat nevezziik az M modulus
Kronecker-invariansainak. Ezek az invaridnsok (izomorfizmus erejéig) meghatarozzak
az M Kronecker-modulust.
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Hom(X, Y)

Hom(R,P) =Hom(/,P) =Hom(/,R) =0.

_U
x| x| \|©

x| NN =D
NN

Sz5ll&si Istvan
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P—P = [«

Tétel (Szanté Cs.)

Legyen P:=Py @ ...® Py, és P':= P, ®...® P, ahol
0<c<..<cpés0<d; <..<d,. Akkor P— P —

Yo <q(di+1) <(ci+1)+...+(cm+1) minden i€ {1,...,m}-re.
(co = —1 és az iires Gsszeg értéke 0).
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P—P = [«

A kovetkez8 multiplikativ jeldlést hasznalva:

P =(agPy)®...® (apPy) & ...
P=(byPo)®...D (bsPn)D...

azt kapjuk, hogy P’ < P akkor és csak akkor, ha
ag+2a1+...+(n+1)a, < bg+2by+...+(n+1)b,

2a1+...+(n+1)a, <2b1+...+(n+1)b,

(n+1)a, < (n+1)b,.
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| — [

Tétel (Szanto Cs., Szoll6si 1.)

Legyenek di > ... > d, >0 és c; > ... > ¢y > 0 csokkend sorozatok.
ls, .01y, ®dly = I, ®...® I, ®clh < d<cés

di+...+dp < Y. ,<q; ¢ minden i ={1,...,n}-re (az iires &sszeg
értéke 0).
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| — [

A kdvetkezé multiplikativ jeldlést hasznalva:

I"=(aoh)®...®(anl)®...,
I'=(bolo)®...®(bnly)® ...

azt kapjuk, hogy I’ < | akkor és csak akkor, ha
ao < bo

a<bh

a1 +2a < by +2b

ai+2ar+...+na, < by +2b>+...+nb,.
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Rovid egzakt sorok

[M] - az M € mod-kK izomorfizmusosztalya.
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Rovid egzakt sorok

[M] - az M € mod-kK izomorfizmusosztalya.

Tétel (Szanté Cs.)

Legyenek /; és I; felbonthatatlan preinjektiv Kronecker-modulusok. Akkor és
csak akkor létezik egy 0 — [; — | — I; — 0 rdvid egzakt sor, ha

e {lie ]} i—j>-1
{[Ij@li]a [ijl 2] Ii+1]»--~u [Ij,[i%"] D I;+[.%]]} i_j <-1'
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Rovid egzakt sorok

[M] - az M € mod-kK izomorfizmusosztalya.

Tétel (Szanté Cs.)

Legyenek /; és I; felbonthatatlan preinjektiv Kronecker-modulusok. Akkor és
csak akkor létezik egy 0 — [; — | — I; — 0 rdvid egzakt sor, ha

e {lie ]} i—j>-1
{[Ij@li]a [ijl 2] Ii+1]»--~u [Ij,[i%"] D I;+[.%]]} i_j <-1'

Tétel (Szanto Cs.)

Legyenek P; és P; felbonthatatlan preprojektiv Kronecker-modulusok. Akkor és
csak akkor létezik egy 0 — P; — P — P; — 0 rdvid egzakt sor, ha

(Pl {[Pi& P;]} == =l
{[PjEBPI']?[Pj+1®Pi71]7"’>[Pj+[?] 69P,',[%]]} i—j>-1 .
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Rovid egzakt sorok

Tétel (Szanté Cs., Szollssi I.)

Legyenek a; > ..., >0, by >---> b, >0és ¢; > --- > ¢, > 0 cs6kkend
sorozatok. Akkor és csak akkor létezik egy

0—>IbleB~--eBlbn—>ICIEB--~@IC,—>Ial@---@lap—>0

alaka révid egzakt sor, ha r=n—+p, 3 :{1,....,n} = {1,...,n+p},
Ja: {1,...,p} — {1,...,n+ p} szigoraan novekvé fliggvények gy, hogy
ImoNImPB = 0 és EiijO, 1<i<n, 1<j<p gy, hogy

Ve e {1,...,n+ p}-re teljesiil a kdvetkez$ Osszefiiggés:

bi — Y g(i)<a() m where i = B71(¢) (€Imf

= 1<j<p .
4 aj +Zﬁ(l)<a(j) mj’" Where J = a_l(g) g S Imo
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Matrixnyalabok

Rovid egzakt sorok

Pelda
0—)Ig@l@@l4—>I7EBI5EBI5@I4@I4@I4@I2@11—>I7EBI3EBIQEBI1@I0—)O.

9 6 4 75544421 73 210
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Rovid egzakt sorok

Tétel (Szoll6si 1.)

Legyenek a3 >...ap >0, by >---> b, >0, ¢1 > --- > ¢, > 0 cs6kkend sorozatok és
Bj={le{0,....n}|Th 1 bx+Xh_;ak> Zf;’l ¢k} minden 1 <j < p-re. Akkor és csak
akkor létezik egy

Oalblea---ealbn ﬁl%lal@n-@lap —0
alaku révid egzakt sor, ha [[]=[lc, ®--- @I, ], r=p+n Yi_sc =Y 3+ Y, b,
Bj #0, aj < Coj és b; > cp; minden 1 <j <p és 1</<n értérke, ahol

o — min By +1 j=1
g max{oj_1 +1,minBj+j} 1<j<p

és
Bi = min{/ € {1,...,r}|l #aj,1 <j< p} i=1
T min{/ € {Bi_1+1,...,r}|/ #0;,1 <j<p} 1<i<n’
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Matrixnyaldbok

Rovid egzakt sorok

9 6 4 755 44421 73210

Megjegyzés: Linearis idejii algoritmussal eldonthetd, hogy egy

adott kdzéps6 tag megfelel-e a tételben szerepls kdvetelményeknek.
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Rovid egzakt sorok

3 2 1 0

o] (1) b9l ) ) s
(9] ] 9] 2] 2] 2
o 18] 2] ) )
s19) 6] 29 3] [
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Rovid egzakt sorok

7T 3 2 1 0
0 1) ) 1l )
3] 9] 9] ) 2l 2
1l 2l 5] ] [z [z
4

19] 0] (2] ] 2] 32

75 5 4 4 4 2 1

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Kronecker-modulusok

Rovid egzakt sorok

7 3 2 1 0
B[ ol ) ) [
9] 9] 1ol ) 2] [
5] 2 2] 2 ) 2
4

19] 0] (2] ] 2] 32

75 5 4 4 4 2 1
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Rovid egzakt sorok

7 3 2 1 0
#5101 ) [
9] 9] 9] ) 2]
5 2 23] ] ) 29
4

1] 0] 20 3 2] )

75 5 4 4 4 2 1
0 7
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Rovid egzakt sorok

7T 3 2 1 0
o) ) 12 )
3] ] 9] ) 2l
5l 2l 5] 2] [z o
4

1] 0] 20 3 2] )

75 5 4 4 4 21
0 7 12
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Rovid egzakt sorok

7T 3 2 1 0
o) ) 12 )
3] o-50] 1) 2l
5l 2l 5] 2] [z o
4

1] 0] 20 3 2] )

75 5 4 4 4 21
0 7 12 17
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Rovid egzakt sorok

7T 3 2 1 0
o) ) 12 )
3] o-fop-a1] 2|
5l 2l 5] 2] [z o
4

1] 0] 20 3 2] )

75 5 4 4 4 21
0 7 12 17 21
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Rovid egzakt sorok

7T 3 2 1 0
o) ) 12 )
3] o) 2l o
5| 2l 5] 2] [z o
4

1] 0] 20 3 2] )

75 5 4 4 4 21
0 7 12 17 21 25

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Kronecker-modulusok

Rovid egzakt sorok

7T 3 2 1 0
o) ) 12 )
3] o) 2l o
5] @) ol 3 )

9| ol o] 94 2] 32

75 5 4 4 4 21
0 7 12 17 21 25 29
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Matrixnyalabok

Rovid egzakt sorok

7T 3 2 1 0

#4101 ) [
. (8] -6 (2]
5 2 (5] ) b
4

19] 6] (20) B (32

75 5 4 4 4 21
0 7 12 17 21 25 29 31
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Matrixnyalabok

Rovid egzakt sorok

7 3 2 1 0
NCETENENE
2] -3 (2] 2
RENEENE T
") ] 2] el

75 5 4 4 4 21
0 7 12 17 21 25 29 31 32

J
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Matrixnyalabok

Rovid egzakt sorok

7T 3 2 1 0

o] (1] 12] (1] [13]
K1

q
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Az algoritmus

Algorithm 1: IsPreinjectiveExt(/’, 1", 1)

input : Preinjective Kronecker modules I’, I” and I, where I’ = Ib:l. ﬂ%w%lbn, I”:Ia1 DD lam
I=ley ®@lep and m,n,p>0.
True if I is a midde term in Ext*(1”,1")
output: i .
False otherwise

if m+n p then return False
s.msbqsc «0;
Ji+1;

for t+ 1 to p do

Sc + Sc+cr;
if j <m and aj<ce and Sa+Sb+al- > Sc then
Sa <« Sa+a;;
Jji+l
else if i <n and b; > c¢ and Sa+Sp+bj > Sc then
Sy < Sp + b;;
.b . b ’
i—i+1;

else return False;

if Sa+Sp, # Sc then return False;
else return True;
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Az Osszes kozépsé tag generalasa

o Az Osszes kozépsé tag (bdvités) generalasara backtracking
algoritmust hasznalhatunk.
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Az Osszes kozépsé tag generalasa

o Az Osszes kozépsé tag (bdvités) generalasara backtracking
algoritmust hasznalhatunk.

@ A megoldastér az s szam r hosszlisagu particidinak halmaza,
vagyis a megoldast ¢; > --- > ¢, > 0 alak( sorozatok koézt
keressiik, ahol r=p+nés )| cx=5s= Zle aj+Yi b
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Az Osszes kozépsé tag generalasa

o Az Osszes kozépsé tag (bdvités) generalasara backtracking
algoritmust hasznalhatunk.

@ A megoldastér az s szam r hosszlisagu particidinak halmaza,
vagyis a megoldast ¢; > --- > ¢, > 0 alak( sorozatok koézt
keressiik, ahol r=p+nés )| cx=5s= Zle aj+Yi b

o Az el6bbi tétel (explicit verzigjat) hasznalva kisziirheték a nem
megfelel§ sorozatok.
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Az Osszes kozépsé tag generalasa

o Az Osszes kozépsé tag (bdvités) generalasara backtracking
algoritmust hasznalhatunk.

@ A megoldastér az s szam r hosszlisagu particidinak halmaza,
vagyis a megoldast ¢; > --- > ¢, > 0 alak( sorozatok koézt
keressiik, ahol r=p+nés )| cx=5s= Zle aj+Yi b

o Az el6bbi tétel (explicit verzigjat) hasznalva kisziirheték a nem
megfelel§ sorozatok.

@ Legrosszabb eset: generaljuk ki az 6sszes kdzépss tagot a
0— mly — I — I, — 0 rovid egzakt sorban, ahol m > n.
Ebben az esetben a lehetséges tagok szama

P(n) ~ 4{117 eVE (Hardy-Ramanujan-képlet).
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Az Osszes kozépsé tag generalasa

Példa

Izomorfizmus erejéig dsszesen 18 kiilénbéz6 Kronecker-modulus

szerepelhet kézépsd tagként egy

0—-hdhLhaohdhbdh =1 —=14,L5DhH® L — 0 alaki révid

egzakt sorban:

Ol OBOBOBLOLOLhOhL Dl
SO BOROheh®h®hdl,
Ol ®Bdh®h®h®h®h®h,
Lholhdlhdhhdhdohdhdhdh,
LSl DI DBROLSLELOh®h,
Lolhbdhdhohohohoh o,
Lol OBEOBOLSLOLOhH®h,
LobohBboBh®hBdhL®L®h®h,
Ldohdohohohohohohoh,

Sz5ll&si Istvan

OlhohdB®BOh®h®h®h,
SIS BEBSLSLOLOL TN,
LbOLOlLhdhddhdh®lh@l,
hdlhSlhdhdhbhdhdhbdhl,
LOlholhShOhShShdhol,
Lol oSS LELOL®h,
LSlhSBEhShSh®hdhdh,
hoheohohdhdheh®hdh,
Lhehehohdhdheh®dhdh.
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Az Osszes kozépsé tag generalasa

QO A0 b hoD oDkl =1 = oD lisDldLdh®l —0
rovid egzakt sorban a lehetséges kbzépss tagok szama 102501 (2
mdsodperc).

Q A0 D hoPhs@ho DD hEDhdh —1—
he ®hi1®lh®le®h®dh®h&lyg— 0 révid egzakt sorban a
lehetséges k6zépsd tagok szama 3322698 (2 perc).

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Kronecker-modulusok

Legéltalanosabb eset

Az a1,...,an,¢1,...,cn €N, g > --- > ¢, >0, n> 2 feltételek
mellett

e @ ®le,] € {[lay]} %+ {[la,]}

akkor és csak akkor, ha 30 € ., permutacié és Im’ > 0 egészek,
1<j<i<n dgy hogyVte{l,....,n}

g

0)-1

o
€t = ag(r) + Z mo(f) — Z m; (/)
i=o(f)+1 J=

és telj_'esii/nek a kovetkez6k:
(i) m; >0 = o (i) < o7 '())
(ii) a; > a; = o~ 1(i) > o7 1(j).

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Kronecker-modulusok

Legaltalanosabb eset (példa)

5269123

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Kronecker-modulusok

Legaltalanosabb eset (példa)

5269132

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Kronecker-modulusok

Legaltalanosabb eset (példa)

5269312

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Kronecker-modulusok

Legaltalanosabb eset (példa)

5269321

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Kronecker-modulusok

Legaltalanosabb eset (példa)

5287321

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Kronecker-modulusok
Matrixnyalabol

Legaltalanosabb eset (példa)

5647321

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Kronecker-modulusok

Legaltalanosabb eset (példa)

5665321

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Kronecker-modulusok

Legaltalanosabb eset (példa)

6565321

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Kronecker-modulusok

Legaltalanosabb eset (példa)

6655321

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Kronecker-modulusok

Rovid egzakt sorok ekvivalenciaja

Tétel (SzollGsi 1.)

Legyenek g >n>0,d1 >--->dg>0,c1>-->C4 n>08é0<a;<---<a,
sorozatok, | = Ic, @---@Icqﬂ, és |I' = lgy 69---69/4,,. Akkor és csak akkor létezik a

0 Pay® - ®Ps, =1 —1'>0
alakd rovid egzakt sor, ha létezik egy
0= 1) o O ) sy ari1) @ B lg_(apr1) = 0

révid egzakt sor, ahol a,+1<d eN és /(+d) .= ly1d® - ®ley_,vd,

TS UL TR Y P

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Kronecker-modulusok
Matrixnyalabok

Rovid egzakt sorok ekvivalenciaja

0= ho®lh@l = IRl lElbBlS Bl =L L®IH—0

0 — - =0

12 9 8 6 6 555 4 4 3210

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Kronecker-modulusok

Rovid egzakt sorok ekvivalenciaja

Létezik a
0> PyBPiBPdPs— kbl > bDbhdh®hdh®hdlh—0
révid egzakt sor, mert felirhaté a kévetkezé:

O_>I12@I9@/8_>l6@l6@/5@ls@/5@l4@l4—)/3@/2@/1@/0—)0.

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Kronecker-modulusok

Rovid egzakt sorok ekvivalenciaja

Tétel (Szoll6si 1.)
Legyen k egy algebrailag zart test, 0 < a; <--- < a, ndvekvs sorozat, P, P’ és

P" =P, @---®P,, preprojektiv, I,1" és 1" =1, 2, ®-- D la,—a, , ®lo preinjektiv,
illetve R, R’ regularis modulusok mod-kK-ban. Akkor és csak akkor létezik egy

0 Pay® - ®Ps, > POROI P OR ®I' -0
alaki rovid egzakt sor, ha létezik a
0+ PeRaIG) PR R GIH) 51, L &0, ®lo — 0,

n—ap-1

révid egzakt sor, ahol a,+1<d €N és R” € mod-kK tgy, hogy Hom(R',R") =0 és
dimR” = ((o/ —dI' + n)d,(d1 — dI' + n)d).

Egy dimM = (a,b) dimenziéji M € mod-kK Kronecker-modulus defektusa oM = b — a.

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Linearis matrixnyalabok

Meghatarozas

Egy A+AB € Mmn(k[A]) alaki matrixot linearis matrixnyalabnak
neveziink (vagy csak egyszeriien matrixnyaldbnak).

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Linearis matrixnyalabok

Meghatarozas

Egy A+AB € Mmn(k[A]) alaki matrixot linearis matrixnyalabnak
neveziink (vagy csak egyszeriien matrixnyaldbnak).

Meghatarozas

Két A+ AB,A'+AB' € Mmn(k[A]) matrixnyalab szigorian
ekvivalens, ha léteznek a konstans, nemszinguléris P € M m(k) és
Q € (k) matrixok gy, hogy A+ AB' = P(A+AB)Q. A szigori
ekvivalenciat A + AB' ~ A+ AB jelsli.

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalabok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Résznyalabok

Meghatarozas

Egy A'+ AB’ matrixnyaldb akkor és csak akkor résznyalabja
A+ AB-nek ha léteznek a A1a +ABia, Ap1 +ABo1, Axa+ABy
nyalabok dgy, hogy

A—i-}LBN( A/—FAB/ A12+7LBlQ )

A1 +ABo1 Ax+ABx

Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a kisebbik matrixnyaldb
kiegészithet6 a nagyobbikban.

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Résznyalabok

Meghatarozas

Egy A'+ AB’ matrixnyaldb akkor és csak akkor résznyalabja
A+ AB-nek ha léteznek a A1a +ABia, Ap1 +ABo1, Axa+ABy
nyalabok dgy, hogy

A—i-}LBN( A/—FAB/ A12+7LBlQ )

A1 +ABo1 Ax+ABx

Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a kisebbik matrixnyaldb
kiegészithet6 a nagyobbikban.

Sorkiegészitésrsl beszéliink, ha az A1y, Biy, Asp, Bop matrixokat
elhagyjuk, és oszlopkiegészitésrdl, ha az Az1, Br1, Az, B
matrixokat hagyjuk el.

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Nyitott kérdés

Nyitott kérdés

Ha A+AB, A'+ A B’ matrixnyalabok C felett, adjuk meg a
klasszikus Kronecker-invariansok fiiggvényében a sziikséges és
elégséges numerikus feltételrendszerét annak, hogy az A'+ A B’
résznyalabja legyen A+ A B-nek. Szerkessziik meg az Ajs + A By,
Ar1 + ABo1, Axx+ ABo kiegészitéseket is.

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Matrixnyalabok kanonikus alakja

Minden matrixnyalab szigordan ekvivalens egy kanonikus
blokkdiagonalis alakkal, amit a kdvetkezé klasszikus
Kronecker-invariansokkal jellemezhetiink:

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Matrixnyalabok kanonikus alakja

Minden matrixnyalab szigordan ekvivalens egy kanonikus
blokkdiagonalis alakkal, amit a kdvetkezé klasszikus
Kronecker-invariansokkal jellemezhetiink:

@ sor-minimalis indexek

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Matrixnyalabok kanonikus alakja

Minden matrixnyalab szigordan ekvivalens egy kanonikus
blokkdiagonalis alakkal, amit a kdvetkezé klasszikus
Kronecker-invariansokkal jellemezhetiink:

@ sor-minimalis indexek

@ oszlop-minimalis indexek

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Matrixnyalabok kanonikus alakja

Minden matrixnyalab szigordan ekvivalens egy kanonikus
blokkdiagonalis alakkal, amit a kdvetkezé klasszikus
Kronecker-invariansokkal jellemezhetiink:

© sor-minimalis indexek

@ oszlop-minimalis indexek

© véges és végtelen elemi oszték

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Matrixnyaldb <= Kronecker-modulus

Matrixnyalab Matrixpar A Kronecker-tegez
reprezentaciodja
A
A+ABc A,B € Mmn(k) k™= k"
M m.n(k[A]) 5

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



o] 5 A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben
Matrixnyalabok E P J g gy saj

Matrixnyalabok mint Kronecker-modulusok

Klasszikus Kronecker- A modulus
Kronecker- invariansok tipusa
invariansok
Sor-minimélis indexek | A (ci,...,cp) novekvd
sorozat
Oszlop-minimalis A (di,...,dn)
indexek csbkkend sorozat
Véges és végtelen Au®P peckesr” regularis
elemi oszték nemnulla particiék
Felirhaté a Meghatarozzak a
matrixnyalab a Kronecker-modulust
kanonikus alakban (izomorfizmus erejéig)

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalabok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Példa

Egy matrixnyalab kanonikus alakban:

0
0
A1
A10
011
3
1
A+AB = 01
+ 110
012
001
Al
01
A+2 1
0 A+42

A megfelelé Kronecker-modulus:

(Po® Po® P2)®(Ro(2)®Ra(2)® Ru(3)) (b ® h @ o)

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Matrixnyalabok mint Kronecker-modulusok

] Matrixnyalabok \ Kronecker-modulusok ‘
A
A+AB € Mmn(k[A]) Map: kM=~ k".
B
A+AB~A +AB Mapg = My g
A+ AB' résznyalabja A+ AB-nek | Ma g részfaktora Ma g-nek

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalabok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Matrixnyalabok mint Kronecker-modulusok

] Matrixnyalabok \ Kronecker-modulusok ‘
A
A+AB € Mmn(k[A]) Map: kM=~ k".
B
A+)LBNA/+)LB/ MA7BgMA/7B’
A+ AB' résznyalabja A+ AB-nek | Ma g részfaktora Ma g-nek

Meghatarozas

My g részfaktora Ma g-nek, ha létezik egy N modulus igy, hogy
Mu g «= N — Ma g vagy (ekvivalens médon) ha létezik L dgy,
/‘)Ogy MA’,B’ — L« MA,B-

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

A résznyalab-probléma modularis megkozelitése

Otlet:

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

A résznyalab-probléma modularis megkozelitése

Otlet:

@ Tanulmanyozzuk a Kronecker-modulusok kdzt felirhaté rdvid
egzakt sorokat

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalabok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

A résznyalab-probléma modularis megkozelitése

Otlet:

@ Tanulmanyozzuk a Kronecker-modulusok kdzt felirhaté rdvid
egzakt sorokat

o Jellemezziik a lehetséges kdzépsd tagokat explicit numerikus
feltételekkel

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalabok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

A résznyalab-probléma modularis megkozelitése

Otlet:

@ Tanulmanyozzuk a Kronecker-modulusok kdzt felirhaté rdvid
egzakt sorokat

o Jellemezziik a lehetséges kdzépsd tagokat explicit numerikus
feltételekkel

o Szerkessziik meg az ,0sszekdté modulust” (egy olyan L
modulust, amire teljesiil: Ma g — L «~ Map)

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

" |« "

Tétel (Szanté Cs., Szollssi I.)

Legyenek I' = apl, @D aoly és | = cpln®--- S colo (m > 1) preinjektiv
Kronecker-modulusok. /" akkor és csak akkor részfaktora /-nek (vagyis 3L igy, hogy

I"< L« 1) ha
1 n n
b1§§ Z(i+1)c,-72(i+1)b,- és bg > ag,
i=1 i=2
ahol
P oli+1)c—Yr (i+1)b; k=0
Y7 jiai—XY! ,ib; k=1
by = , . , . .
. Z;’:k ’ai’):;':k ibj ):;':k(’JFl)Ci*):;':k (i+1)b;
{mln( = e 2<k<n
min(an,cn) k=n

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Példa

A100

0A10

00A1

A100
A+AB = 0410 € .M1014(C[A])
A100
0Al0
00A1
Al

Mpap=hohLohdh

Sz5ll8si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Példa

A +AB =

cocco>
coo>—
co>»+—o
o>»—oo
SRrooo
—~roocoo

€ ///3712((:[1]).

A10
011
A1l

Mayp =k®hohdlh

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Példa

0
:
Li+AL, = /Ol /11 (1) € ;//f&m(@[l]).
A10
0A1

co>
o>
Y =)

1
A
Al

L=hKEDhdhdh®hhdl

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Példa

cooco>

coo>H

co>»—o

o>~ oOo

>S>—ooo

= l=k=k=)
=Y

Dy(A+AB)C' =

o>

>
= O

Al
A

:< A +AB A+ ABio )

—_

A +ABy1 Axp+ABx

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Példa

A2 +AB1p = , A21-|-1321—(2

cooocoroOo
cooco»o00
OP
—=o
oo
oo
oo
oo
SN—

An+ABx=(]})

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Kronecker-modulusok

Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Példa

D, =

OO0 OOOOOOR
[elelelolelolole] o]
[slelelelelele] e lo]
OO0 OCOOHOOO
OOO0OOHOOOO
(ol Jelelelelelelelw]
HOOOOOOoOOOo
OOO0OOHOOOOO
OOOHOOOOOO
[ole) Jolelelelelelw]

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Matrixnyalabok

Kronecker-modulusok

Példa

@GO
=
NOJ
o

CO0OHOOOOOOOOO
COOHOOOOOOOOOO
(olelolololelolelololelalel )
(alalalolalelelelololelal )
COO0O0O0OO0OOOOHOO
CO0O0O0O0O0OOOHOOO
CO0O00COOOOHOOOO
COO0O0O0COHOOOOOOO
COOCO0OHOOOOOOOO
COO—H—HOOHOOOOOO
OCOHOOOOOOOOOOO
OHOOOOOOOOOOOO
HOOOOOOOOOOOOO
COOO0O0COCOOHOOOOO

I
[

Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok

Sz5ll&si Istvan



Ellenpélda

Kronecker-modulusok

Matrixnyalabok

A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben
(3 i 1 00) cc (6220

A (Defps™ o
LC“ AN

e G,
()‘A) 2) “‘"‘5 (Q‘

n(\\ c I

S -
,‘,L)yt.“..‘a

m=0G

)

s gl ’M.,MM(\)-J
- &5\ ”\(m,,) e[
B =

'-‘ L d=3) mese rmﬂ_T‘(\ 1o 52

RN &1 hs{n

)
Al‘ LA

2 A

e,

vt - S’i
- (0,22 A,m 0,0,0)

™ P
,(_(&es-'?-—.hl =3 ->I6S wd 5¢S
z -.o,.>ZA Z_J-op-o->s-{‘|
{_\'7’1 :

e yradifa u’;-oﬂ_ => ¢- bludede

Z.‘ ey ;-4>2 :;. z_l;'ﬁ' 00 =
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A
és alkalmazasok



Matrixnyalabok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Alkalmazasok

A résznyalab-problémanak mérndki alkalmazasai vannak:

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Alkalmazasok

A résznyalab-problémanak mérndki alkalmazasai vannak:

o Kontrollelméletben (linearis dinamikai rendszerek)

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Alkalmazasok

A résznyalab-problémanak mérndki alkalmazasai vannak:

o Kontrollelméletben (linearis dinamikai rendszerek)

o Fizikaban (dramkordk tervezése, bizonyos folyamatok
modellezése, stb.)

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok



Matrixnyalbok A résznyalab-probléma teljes megoldasa egy sajatos esetben

Alkalmazasok

A résznyalab-problémanak mérndki alkalmazasai vannak:

o Kontrollelméletben (linearis dinamikai rendszerek)

o Fizikaban (dramkordk tervezése, bizonyos folyamatok
modellezése, stb.)

o Az A— Al sajatérték-probléma 4ltalanositasa

Sz5ll&si Istvan Kronecker-modulusok kombinatorikaja és alkalmazasok
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