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Fraktal fliggv ények

Fraktal interpolacio

Legyen (X, d) egy teljes metrikus tér, D(X) az X nem
Ures, kompakt részhalmazainak a halmaza.

(D(X), h) teljes metrikus teret alkot a Hausdorff
metrikaval: h: D(X) x D(X) - R

h(A,B) := sup{sup |nf d(a,b),sup mfd(a b)}

acA b beB acA
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Fraktal fliggv ények

lteralt fUggveény rendszer (IFR)

Legyen N )N >1ésw;: X - X:ie{l,..,N}
folytonos fuggvények. Ekkor {X ,w; : i =1,....N} egy
iteralt figgvény rendszer (IFR).

Ha megadhat6 olyan 0 < k < 1, amelyre tetsz6leges
i€{1,..,N} esetén

d(w;i(x),w;i(x)) < kd(x,x"), ¥x,x" € X,

az IFR hiperbolikus.
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Fraktal fliggv ények

Legyen W : D(X) — D(X)

W(A) := Ui wi(A),

ahol w;i(A) = {w;(x) : x € A}.
Akkor W egy kontrakcio, ha az IFR hiperbolikus:

h(W(A), W (B)) < kh(A,B)VA,B € D(X).

G € D(X) esetén amelyre W(G) = G, az IFR
attraktor anak nevezik.
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Fraktal fliggv ények

Theorem

(Hutchinson) Legyen {X,w; ,i =1,...,N} egy hiperbolikus
IFR. Ekkor egyértelmiien megadhat6 egy kompakt
halmaz G C X, (gy, hogy W (G) = G, és

G := lim W"(E), E € D(X),

n—oo
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Fraktal fliggv ények

Fraktal interpolacios fuggvények

Legyen {(xi,y;) € R?,i =0,1,--- /N} adottak, | = [Xo, Xn]-
Az f | — R, fuggvények, amelyek eleget tesznek az
f(x) =vyi, i =0,1,...,N, interpolacios feltételeknek és
amelyek grafikonja az IFR attraktorai, fraktal interpolacios
flggvényeknek nevezzik.
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Fraktal fliggv ények

Legyen X =1 x [a,b], In = [Xn—1, Xn]
Uy : I = Ip, ne{1,2,...,N}, olyan homeomorf
leképezések, amelyekre

Un(Xo) := Xn_1, Un(Xn) :=Xpn, VN € {1,--- /N}.
lun(c1) —un(c2)| <ljcy —cyf, €1,c2€1,0<1 <1
vy : X — [a, b] folytonosak, és
Vn(X0,¥0) :=¥Yn-1, Va(Xn,YN) :=Yn, VN € {1, |N}.
[Va(C, d1)—Vn(C, d2)| < an|di—da|, ¢ €1, dy,dz € [a,b],0 < an <
Legyenw, : X = X, ne {1,2,...N}
Wn(X7y) = (Un(X),Vn(X7y)).

{X,wp,:n=1,2 .. N} egy IFR, amely nem mindig
hiperbolikus.
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Fraktal fliggv ények

Theorem

(Barnsley) Az el6bbi {X,w, :n=1,2,.... N} IFR-re,
megadhato6 egy olyan az Euklideszi metrikaval ekvivalens
d metrika, amelyre az IFR hiperbolikus. Ekkor az IFR
egyértelmiien létez6 G attraktora ugyanakkor a grafikonja
annak az f : | — R flggvénynek, amely interpolalja az
{(xi,y;) € R?,i =0,1,--- /N} adatokat.
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Fraktal fliggv ények

{(xi,yi) €R2i=0,1,--- N},N>1

min)= (3 g ) (3 )+ (%)

ahol |d,| < 1 adottak, a,, ¢,, en, f, valos szamok,
amelyekre

Wn(Xo, Yo) := (Xn-1,Yn-1), Wn(Xn,YN) := (Xn,¥Yn)
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Fraktal fliggv ények

innen kovetkezik, hogy

Xn — Xn—1
an = ——_ >
XN — Xo
Cn — Yn —Yn1 dn(yN — yo)
" XN — Xo XN — Xp
o XNXn—1 — XoXn
n XN — Xo
f_ XNYn-1 = XoYn dn(XnYo — XoYn)
" XN — Xo XN — Xo '

Frakt al interpol acio



x10°

Tiaffic (bytes)

Se e @

p

Ml 42l ek it L ‘w..."um.JM LT Y
32 1.325 133 1.335 134 1.345 ;1 1.385 136
Linux time(ms)

x10°

Figure: Fraktal interpolacios figgvény
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Altal anositott Hermite frakt &l interpol acio

Hermite fraktal interpolacio

Legyen
G=1{9:1—R|g fol ytonos,g(t) = Xo,d(tn) = Xn }.
Tekintjuk G-n a kovetkezd metrikat

p(9,h) = [[g —hll, = max{|g(t) - h(t)[ : t € 1},vVg,h € G.

A (G, p) teljes metrikus teren tekintjuk a
Read-Bajraktarevi¢ operatort:

Tg(t) = va(u* (1), g(uy* (D)), t €ly,n=1,2,...N. (1)

A T operator folytonos a [t,_1,t,], n=1,2,..,N
intervallumokon és

ITf =Tl <lofe |If =9l



Altal anositott Hermite frakt &l interpol acio

ahol |a|w = max{|an|,n =1,2,...N} < 1,tehataT
operatornak egyértelmien létezik egy f fix pontja.

A (1) alapjan a fraktal interpolacios figgvény eleget kell
tegyen a kovetkez6 6sszefliggésnek:

f(Un(t)) = Va(t,F()),t €1,n = 1,2, ...,N.

A leggyakrabban hasznalt fraktal interpolacios fliggvény a
kovetkezd IFR altal értelmezett:

Un(t) - ant +bn
Vn(t,X) = oanX + qn(t)7n = 1727 Tt N (2)

ahol o, a skalazasi tényez0,
Wn(t,X) = (Un(t),vn(t,x)),n=1,2 ... N és
a = (aq,ap,...,an) az IFR skalazasi vektora.
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Altal anositott Hermite frakt &l interpol acio

A h folytonos filggvényhez egy a-fraktal fliggvény
megszerkesztéséhez legyen qn(t) = h o up(t) — anb(t),
ahol b egy valos folytonos fiiggvény ugy, hogy

b # h,b(to) = Xo, b(tn) = XN €s h-ra teljesiljon

h(t,) = Xi, i = 1,2, e N.

Theorem ([3])

Uloo
I~ bl < 5=~ bl

Frakt al interpol acio



Altal anositott Hermite frakt &l interpol acio

Tekintjik a th,x*), k = 0,1, ..., —1,n=0,1, ...,N,
to < t; < ... <ty valés szamokat. Ekkor egyértelm{en
létezik egy olyan H polinom, melynek fokszama
r=-14+>1 ,r,ésamelyre

H(t,) =x,v=0,1,...r, —1,n=1,2,...,N.

Ekkor a klasszikus Hermite interpolacios polinom

ahol a H, x polinomok meghatarozasahoz tekintjik a
kovetkez6 segéd polinomokat
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Altal anositott Hermite frakt &l interpol acio

t—t)< r /t—t\"
|nk(t):% H ( J) ,0<n<N,0<Kk <rp,

- th — 1

j=0j#n N
Hnr-1=lr-1, N =0,1,....N és rekurzivan
k — rn _2,rn _3,...,0

Legyen a kovetkez0 egyenldkozl pontrendszer
to <t <..<tyeés
{xr(]k), k=0,1,...r,—1,n=0,1,...,N}. A skalazasi
tényezére, oy m=1,2,...,N
1
lam| < N max{r,,n=0,1,...N} — 1.
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Altal anositott Hermite frakt &l interpol acio

Ekkor tetszbleges k = 0,1, ...,r, — 1 és rogzitett n esetén
leétezik egy HS, fraktal fliggvény Ggy, hogy

(HEY P (tn) = (Hu ) (tn),m =0,1,..,N;» =0,1, ..., p.
Tekintjuk a kovetkez0 IFR-t:
{(Lm,FM™),m=1,2,...,N},

ahol L (t) = & + b, mivel ap = ~ és

FIK(t,X) = amX + qk(t) Ggy, hogy

7% (t) = Huk © Li(t) — ambuk ().
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Altal anositott Hermite frakt &l interpol acio

p
Z HY (to)Fo, (1) + > HE (tn) An o (1),
v=0

ahol Ho,y és HNW fundamentalis Hermite polinomok,

F'i,v(t) = E,V(t) - i ’ri(v’sf)(ti)ﬂi’s(t)

s=v+1

TS Gl (I R S O e (e
0w vl to - tN >N vl tN - to ‘

Az altalanositott Hermite fraktal interpolacios fliggvény
He a kdvetkezdképpen értelmezett:

N rm-1

DDA

n=0 k=0
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Spline frakt al interpol acié

Kodbdos spline fraktal interpolacio

Legyen u,(X) = anx + by

€S Vn(X,Y) = any + 0n(X)

ahol -1 < oy, < 1.

Az f egy kdbos spline fraktal interpolacios figgvény, az

{(Xi,Vi),i =0,1,...,N},Xo < X1 < ...Xn adatokra, ha:
1. f € C?[xg, Xn],
2. f(xi) =vi,i =0,1,...,N,
3. {R%wy(x,y),n=1,2 .. N}, ahol
Wn(X,Y) = (Un(X), Va(X,Y)).
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Spline frakt al interpol acié

A spline fraktal fliggvényt a momentumok segitségével
Mn =f"(xn), n=1,2,...,N szerkesszilk meg. A fraktal
interpolacios fuggvény fix pontja a Read-Bajraktarevic
operatornak

Tf(X) = Va(u, (%), f(u 2(x))) = f(x),n=1,2, ...

A spline fraktal interpolacios fliggvény a momentumok
segitségével a kovetkez6képpen irhato fel
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Spline frakt al interpol acié

f(un(x)) = a2 {anf(x) + (Mr _G?QL\AE)S)_ XO)+

(Mn,]_ — anMo)(XN — X)3 B (MnflanMO)(XN — XO)(XN — X) )

6(Xn — Xo) 6
(MN — anMN) (XN — X0)(X — Xo) Yn-1 XN — X
+ — OnYo -
6 az XN — Xo
Yn X — Xo
—_ — =1,2 ... N.
+ (a% OénYN) XN _Xo} 7n y & )
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Spline frakt al interpol acié

A momentumok meghatarozasahoz a kdvetkezé
rendszert kell megoldani

Af'(Xo) + AnMo + tMp_1 + 2M,, +
+ )\Mn_H_ + B,My + B;f,(XN) =
_ 6[(Ynts — Yn)/Nnss — (Yn — Yn-1)/hn]

o hn + hn+1
6(3n+104n+1 - anan) YN — Yo
hn + hnJrl XN — XO’

ahol x, — x,_1 =h,,n=1.2...,N, és
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Spline frakt al interpol acié

A — _Gan+lan+1
" hy+h ’
n n+1
A — _(Oénhn + 205n+1hn+1)
" hn + hn+l 7
6 1-)
(8% — _— —_ —_
n hn + hn+1 ) Mn n»
B. — _(Zanhn + an+1hn+1)
" hn + hn+1 7
64,
B: = %M n_12 .N.
hn + hnJrl
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Spline frakt al interpol acié

A momentumok segitségével az IFR:
{RZ;WH(Xay) = (Un(x)avn(X>Y))a n= 17 27 L) N}? (4)
ahol up(x) = anx + by és

(Mp — anMy) (X — X°3)+

Vn(X,y) = a2 {anf(x) +

6(XN — Xo)
(Mn—l — O{nMo)(XN — X)3
* 6(Xn — Xo)
B (Mn,]_()énMo)(XN — XO)(XN — X) B (MN — anMN)(XN — Xo)(X —
6 6

Yn-1 XN — X Yn X — Xo —
— — — n=1N.
+ ( a% OénYO) XN — Xo + (a% OénYN) XN — Xo} ) )
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Spline frakt al interpol acié

Figure: Kobos spline fraktal interpolacio
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Spline frakt al interpol acié
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Spline frakt al interpol acié
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Spline frakt al interpol acié

1427

555555

sima0

‘\Nﬂ i

J/ {WHNMM )\Ifw
w i

y V_N/,\’V’\/
S el

Figure: Fractal interpolation: for internet traffic data

Frakt al interpol acio



	Fraktál függvények
	Általánosított Hermite fraktál interpoláció
	Spline fraktál interpoláció

