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Torricelli-féle pont altalanositasa

Riemann- és Finsler-terek

@ Alexandru Kristdly, Gheorghe Morosanu, Agoston Réth, 2008. Optimal
placement of a deposit between markets: a Riemann-Finsler geometrical
approach, Journal of Optimization Theory and Applications,
139(2):263-276, irn05 = 0.860, RIS ~ 1.1188589540412.
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Torricelli-féle pont altalanositdsa

Riemann- és Finsler-terek

Matsumoto-féle sik/lejtd

y2+y2

Fo (}’17)’2) = ’
vA/YZ + Y2 + §yisin (@)

(v1,¥2) € R?\ {(0,0)}.

da (P, P;) = Fa (p} — P!, P2 — p?),
da (Pi,P) = Fa (p' — P}, P? — p?),
i=1,2,3.

3
Cf (p) = Z da (p7 pl) s
i=1

3
Cy(p) = Z da (pi, P) -
i—1



Torricelli-féle pont altalanositasa

Riemann- és Finsler-terek

Matsumoto-féle sik/lejté




Torricelli-féle pont altalanositdsa

Riemann- és Finsler-terek

Ertelmezés (Finsler-sokasag)
o Tekintsiik az Osszefiiggd, m-dimenzids, C*° simasdgii M sokasiagot és ennek a
TM = Upepm TpM érinté vektornyaldbjat!
e Haaz F: TM — [0, o) folytonos fliggvény

o C-osztilyi a TM\ {0} halmazon,
o elséfokian pozitiv homogén, azaz

F(p,ty) = tF (p,y), Vt > 0, Vy € TpM,

1
g (y) == [EFyfy/} (y)
Hesse-matrixa pozitiv definit minden y € Tp M esetén,

akkor az (M, F) pérost Finsler-sokasagnak nevezziik.

Megjegyzés

Ha az (M, F) Finsler-sokasag esetén az F fiiggvény abszolit homogén

(F (p, ty) = |t| F(p,y), Vt > R, Yy € TyM), akkor a sokasigot reverzibilisnek
(megfordithaténak) nevezziik.



Torricelli-féle pont altalanositasa

Riemann- és Finsler-terek

Ertelmezés (Integralhossz)

e Ac:[0,r] = M szakaszonként C°°-osztalyl gérbe integralhosszat az

LF[c]:/OrF(c(t),t':(t))dt

funkcionadl értéke adja.

Jel6lés (Ugyanazokra a végpontokra illeszkedd, szakaszonként végteleniil
sima gorbecsalad)

Mo (p,a) = {c € € ([0,1], M) : € (0) = p, c(r) = a}

Ertelmezés (Kvazimetrika)

A
dF : M x M —[0,00), dr (p.q) = inf Le[c]
celp,(p;q)
leképezés teljesiti a dr (p,q) > 0 és dr (p,r) < dr (p,q) + dr (q,r) egyenl8tlenségeket
minden p,q,r € M pont esetén, &ltaldban viszont nem teljesiti a dr (p,q) = dr (q,p)
szimmetridt, mert F csak pozitiv homogén fliggvény.



Torricelli-féle pont altalanositdsa

Riemann- és Finsler-terek

Megvalésitott célkitiizések
Sziikséges és elégséges feltételeket szerkesztettiink a

Cr (pisn,s)(p) =Y _di (p,pi), PEM

i=1

Cy (pi,n,s) (p) = de (pi,P),PEM
i=1

koltségfiiggvények minimumpontjainak |étezésére és elhelyezkedésére nézve, ahol
neN,s>1, [p]; € Min,(M) régzitett adatok.



Torricelli-féle pont altalanositdsa

Riemann- és Finsler-terek

Finsler-Poincaré kormodell
M = {(xl,x2) : x12 —|—X22 < 4} R
x1 = rcosf, xo = rsinf,

1o} 0
v_p87+q8 € T(,Q)M

F((r,0),v P2+ r2q?
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p1 = (1.6,170°),
p2 = (1.3,250°),

pr=p1 # tr ~ (1.9999,171.5237°) ,
Cr (p,', 2, ].) (pf) = 2.32507 > C¢ (p,'7 2, 1) (tf) ~ 2.32079,

pp ~ (0.8541, 212.2545°)
# t, ~ (0.4472, 212.5589°) ,
Cp (p,', 2, 1) (Pb) ~ 1.26 > C; (p,', 2, 1) (tf) =~ 0.950825.



Busemann-osszefiiggéssel kapcsolatos rigiditdsi sejtés

Nempozitiv gorbiiletii Finsler-terek

e Alexandru Kristaly, Agoston Réth, 2009-2013. From metric properties to
a rigidity conjecture on Finsler manifolds via a geodesic detecting
algorithm, manuscript.

Nyitott kérdés

Ha a nem feltétleniil reverzibilis (M, F) Finsler-sokasag esetén az (M, dr)
Finsler-tér Busemann értelemben nempozitiv gorbiiletii, akkor (M, F)
kotelezéen Berwald-tér.



Busemann-osszefiiggéssel kapcsolatos rigiditdsi sejtés

Nempozitiv gorbiiletii Finsler-terek
ee[-1,1),pe M=B"(0, 1)={pERm: lpl <1},ye€ T,B"(0,1)

¢|y|2 — (PEIYE = (.v)®) + oy) ey /lyF =2 (PP = (p.y)?) +2* (puy)

Fe b = — el

(a) (b)

e = 0.1, po(0.0,0.0,0.9), p1(0.5,0.5, —0.5), p2(—0.5, —0.5, 0.5),
(a) dr. (po, p1) = 1.14416728, dr, (po, p2) = 0.679288454, dr, (p1,p2) = 1.23015501,
dr. (m1, m;) = 0.921800308,
(b) dr. (Po, 1) = 1.28109422, dr, (po, p2) = 1.23015501, df, (p1, p2) = 0.679288454,
dr. (m1, my) = 0.312663329.



Busemann-osszefiiggéssel kapcsolatos rigiditdsi sejtés

Nempozitiv gorbiiletii Finsler-terek

M = {(Xl,)Q) :x12 +x22 < 4} , X1 = rcosf, x, = rsinf,

o o 1 pr
V=p_—+q— € T, oM, F((r,0),v) = >V P>+ r’g® + 3
or o0 1- o 1- 4
y ¥y
Ve N ”/ N\
/ /[ N
/ P~ | P / o \
/ \\ \ / im, \
f i |, ] N \
\ -] R R
\ } \ )\ /
[ om, \ L.
\ & \ \ /
O M P/
\\\\ / g /'//

(a) (b)
(a) po(1,1), p1(—1, -1), po(—1,1),
dr (po, p1) = 3.5254963, dr (po, p2) = 2.88728397, dr (p1, p2) = 2.88728399,
dr (my, my) = 1.71860536,

(b) po(1,0), p1(1,1), p2(1, —1),
dr (po, p1) = 2.07878347, dr (po, p2) = 2.07878333, dr (p1, p2) = 2.88728393,
dre (m7;.m») = 1.70407783.



Busemann-osszefliggéssel kapcsolatos rigiditdsi sejtés
Nempozitiv gorbiiletii Finsler-terek

M = {p: ((xa,%2),%3) € RP X R" 2. x2 4+ < 1},

\/(_XZYI +xy2)? + Y2 (1= x¢ — x3) — (—xey1 + x1y2)

y = ((r1,52),¥3) € oM =R", F(p,y) = 1 ) )
—X X

m=3,

po(—0.25, —0.5, —1.0),
p1(—0.4975,0.5,1.0),
p2(0.995, 0.0, 0.5),

dF (pg, p1) = 2.28325263,
dr (po, p2) = 1.59552717,
dr (p1,p2) = 1.63538395,
dF (m1, m2) = 1.03707673.




Elliptikus egyenletek megoldasainak kozelitése

Kritikuspont-analizis

° Agoston Réth, Alexandru Kristaly, 2005—-2013. Multiple solutions of
elliptic equations by means of stochastic algorithms, manuscript®.
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u(x) = 30 V|u(x)] - arctan (u(x)), x € [-2,2]

© u(=2) = u(2)=0

1. .tovabbi bevont személyek: Bodé Zaldn, Farkas Csaba



Elliptikus egyenletek megoldasainak kozelitése
Kritikuspont-analizis

S(x) = —15—6~sin2(u(x)),xe[—5,5]
u(=5) = wu(5)=0




Elliptikus egyenletek megoldasainak kozelitése
Kritikuspont-analizis

u'(x) = —% In (14 u2(x)) , x € [-5,5]

u(=5) = wu(®)=0




Elliptikus egyenletek megoldasainak kozelitése

Kritikuspont-analizis

e Adott az ) # Q C RY korlatos tartomany (d > 1),
® a A\ > 0 valds paraméter,

e tovabbd az f : R — R folytonos fiiggvény, mely esetén:

o léteznek oo > 0 és 8 € (0,1) skaldrok gy, hogy teljesiil az

£ ()] §a<1+\t\ﬂ>,Vt€R

egyenl8tlenség (masképpen fogalmazva, f szublinedris novekedésii a
végtelenben),

® igaz a

lim @ =0
t—0 t

hatdrérték (azaz f szuperlinedris az origéban).
e Ekkor létezik a A C (0, 00) nyilt intervallum gy, hogy barmely A € A paraméter
esetén a
Au(x) = —A-Fu(x), x€Q

ul g0 0
elliptikus egyenletnek van legaldbb harom gyenge megolddsa.



Elliptikus egyenletek megoldasainak kozelitése

Kritikuspont-analizis

e Az emlitett gyenge megoldasok bizonyos stabilitasi feltétellel rendelkeznek:
valéjdban az

E, [u] = %/Qwu(x)PdX_A./Q (/OU(X)f(t)dt) dx

energiafunkciondl kritikus pontjainak felelnek meg (ketté koziiliik lokalis
minimum, mig a harmadik mountain pass tipusi kritikus pont).



Kontrollpont-alapti modellezés

Gorbék interaktiv leirasa

Szamitégéppel segitett geometriai tervezésben (CAGD-ben) a gorbék
legelterjedtebb megadasi médja

{ c:[ab] =R’ 6>2,
c(u) = 221 di Fi(uw),
alaki, ahol a d; € R® vektorokat a
[di]7_y € M1t (di)

kontrollpoligont meghatdrozé kontrollpontoknak nevezziik, mig az
Fi: [a, b] — R fliggvények &ltaldban egy fiiggvénytér normalizilt bazisit
alkotjak.

e Ha az F; fliggvényeket megfelelden valasztjuk meg, akkor a generdlt gorbe

koveti a kontrollpoligonjanak alakjat, azaz a kontrollpoligon egy intuitiv
tervezési eszkozt biztosit a modellezé szamara.

o A legismertebb ilyen gorbék a Bézier, a raciondlis Bézier, a B-spline és a
NURBS gorbék.



Kontrollpont-alapti modellezés

Feliiletek interaktiv leirasa

Szamitégéppel segitett tervezésben a feliiletek altalanos leirdsa az

s: [a, b] x [c,d] = R,
{ s(u,v) = 2210 20 diFi(u) Gi(v),
képlettel torténik, ahol a d; € R® pontok egy kontrollhdlét hatdroznak meg.
o Az

{Fi : [a, ] = R},
és

{Gj i [c,d] = R},
fliggvényrendszerek ugyanazokat az el6nyos tulajdonsdgokat teljesitik,
mint amelyeket a gorbék esetében vazoltunk — annak ellenére, hogy

kiilonboz6 fliggvényterek bazisai is lehetnek, gyakorlatban szinte mindig
azonos tipusuak.

o Az ilyen eléallitasu feliileteket tenzor szorzattal leirt feliileteknek nevezziik.



Bézier vonalfeltiletek interaktiv el6allitasa
Kontrollpont-alapu sziikséges és elégséges feltételek

® Imre Juhasz, Agoston Réth, 2008. Bézier surfaces with linear
isoparametric lines, Computer Aided Geometric Design, 25(6):385-396,

IFp00g = 1.512, RIS ~ 1.54403.
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Bézier vonalfeltiletek interaktiv el6allitasa
Kontrollpont-alapu sziikséges és elégséges feltételek




Bézier vonalfeluletek interaktiv eldallitasa
Kontrollpont-alapu sziikséges és elégséges feltételek




Bézier vonalfeluletek interaktiv eldallitasa
Kontrollpont-alapu sziikséges és elégséges feltételek




Bézier vonalfeliletek interaktiv elallitisa
Kontrollpont-alapu sziikséges és elégséges feltételek




A csonkolt Fourier-sorok terének ciklikus bazisa
2009 - 2010

(3] Agoston Roéth, Imre Juhdsz, Josef Schicho, Miklés Hoffmann, 2009. A
cyclic basis for closed curve and surface modeling, Computer Aided
Geometric Design, 26(5):528-546, iry0o = 1.330, RIS ~ 1.54403.

o Agoston Réth, Imre Juhdsz, 2010. Control point based exact description
of a class of closed curves and surfaces, Computer Aided Geometric
Design, 27(2):179-201, iry10 = 0.859, Ris ~ 1.54403.

@ Imre Juhdsz, Agoston Réth, 2010. Closed rational trigonometric curves
and surfaces, Journal of Computational and Applied Mathematics,
234(8):2390-2404, iFy0 = 1.029, RIS ~ 0.93261.



Kontrollpont-alapti modellezés

A csonkolt Fourier-sorok terének ciklikus bazisa

Ciklikus bazisfiiggvények (2009)

A

2n
i=0

C = {C;,n(u) = % (L+cos(u+iX,)":ue [/1,,/1,+27r]} ,n>1

fiiggvényrendszer a
Vi = (1, cos(u),sin(u), . .., cos(nu), sin(nu))

fliggvénytérnek (azaz a legfeljebb n-edfokd trigonometrikus polinomok terének)
bazisit alkotja, ahol:
[ ] )\n = #11

® a ¢, normalizalé szerepet betdltd konstans teljesiti a

egy faziseltolas;

2
a = 3,
2n
Ch = 331Cn—1, N >2
rekurziot;

e 1 € R egy rogzitett valés paraméter.



Kontrollpont-alapt modellezés
Zart ciklikus gorbék

Uj tervezési eszkoz zart gorbék modellezésére (2009)

A
d=[d]", € Misnis (R‘s) 5>

kontrollpoligon és a
C={Cin(u): u€lup+2r}, n>1

ciklikus bazis az
2n
ap(u) = Zd,-C;,,,(u)7 u € [u, p+ 27
i=0

n-edfoku ciklikus gorbét hatdrozzdk meg.



Kontrollpont-alapti modellezés
Ciklikus gorbék fobb tulajdonsagai

Ciklikus szimmetria
A gorbe alakja nem viéltozik, ha a kontrollpontjait ciklikusan permutaljuk.

Szingularitas nélkiili paraméterezés

A gorbe minden regularis pontban C°°-osztdlyd, mig szinguldris pontokban a
jobb és bal derivaltak léteznek és szintén nem vélnak nullvektorokka.

Affin transzformacidkkal szembeni zartsag
A gorbe alakja invaridns a kontrollpoligonjanak affin transzformacidira nézve.

Konvex burok tulajdonsag
A gorbe a kontrollpontjainak konvex burkdban van.



Kontrollpont-alaptd modellezés
Ciklikus gorbék fobb tulajdonsagai

Pszeudo-lokalis valtoztathatdsag




Kontrollpont-alaptd modellezés
Ciklikus gorbék fobb tulajdonsagai

Hulldmzascsokkentd tulajdonsag Konvexitds megorzés




Kontrollpont-alaptd modellezés
Ciklikus gorbék fobb tulajdonsagai

Fokszamnovelés

(a) (b)



Kontrollpont-alaptd modellezés

Véges fokszamu trigonometrikus polinomokkal leirt zart gorbék ciklikus
reprezentacidja

Kontrollpont-alapu egzakt leiras

(a) (b)



Kontrollpont-alaptd modellezés
Ciklikus feliiletek

Uj tervezési eszkoz zart feliiletek modellezésére (2009)
A

d = [dg]757y € Mans1omi (R3>
kontrollhdlé és a

Co = {Gun(u):uepp+2r]}y, n>1
G = {Gm(v):ve [1/,u—|—27r]}f:0, m>1

ciklikus bazisok az

2n 2m

Sn,m(u, v) ZZdUC, n(U)Cim(v), (u,v) € [u, p+ 27] X [v,v + 27]

i=0 j=0

(n, m) fokszamd ciklikus feliiletet hatdrozzdk meg. A hullamzdscsokkentés
kivételével a ciklikus feliiletek oroklik a ciklikus gorbék osszes elényos
tulajdonsagat.



Kontrollpont-alaptd modellezés
Ciklikus feliiletek

Ciklikus feliiletek fokszam novelése

n=m=1 n=l,m=2

n=2.m=4 n=4.m=8



Kontrollpont-alaptd modellezés

Véges fokszamu, szétvalaszthaté valtozéja trigonometrikus polinomokkal leirt
feliiletek ciklikus reprezentacidja

(a) (b)



Kontrollpont-alaptd modellezés

Véges fokszamu, szétvalaszthaté valtozéja trigonometrikus polinomokkal leirt
feliiletek ciklikus reprezentacidja

(a) (b)



Kontrollpont-alapt modellezés

A C ciklikus bazis racionalis kiterjesztése

Racionilis trigonometrikus bazisfliggvények (2010)
A

W= [Wi]?io
nemnegativ stlyvektor és a C ciklikus bazis az

2n

w; Ci,n(u)
> Wi Gin(u)

racionalis trigonometrikus bazist hatdrozzak meg.

R:{R,-,,,(u): :ue[u,u+27r]}

i=0



Kontrollpont-alaptd modellezés

Zart racionalis trigonometrikus gorbék

Uj tervezési eszkoz zart racionalis trigonometrikus gorbék modellezésére
(2010)
A

d= [di],?io € Mi2n11 (R(S) ,n>1,6>2

kontrollpoligon, a
w = [Wi]go
nemnegativ stlyvektor, és az
R = {Rin(u) : u € [m,p+2n]}70,

raciondlis trigonometrikus bazis, az

2n

ta(u) =Y diRin(u), u € [, p+ 2]
i=0

n-edfoku zart trigonometrikus gorbét hatarozzak meg. A ciklikus szimmetria
kivételével, ezek a gorbék oroklik a ciklikus gorbék elényos tulajdonsigait.



Kontrollpont-alapt modellezés

Zart racionalis trigonometrikus feliiletek

Uj tervezési eszkoz zart raciondlis trigonometrikus felliletek modellezésére
(2010)

A
d= [dke]iléfzzo € Many1,2mi1 (R3) ,

kontrollhald, a
w' = (w3l w' = [w/ T3,

nemnegativ stlyvektorok, és az

R = {Renw):ue up+2miiy n>1

R, = {Rem(v):v e[y, v+ 2] fTO,m21

raciondlis bazisok az

2n 2m

Som(U,v) = Y " dieRin(U)Rem(v), (u,v) € [, o+ 2] x [v, v + 27]
k=0 £=0

(n, m) fokszdmd z3rt racionalis trigonometrikus feliiletet hatarozzak meg.



Kontrollpont-alapti modellezés

Zart racionalis trigonometrikus feliiletek

Rugalmas tervezési eszkdz zart raciondlis felliletek modellezésére (2010)

A
d= [dke]ilg,”é:o € Mony12mi1 (R3)

kontrollhald, a
2n,2m
w= [Wkg]kzo)g:0 € Mantiomi1 (Ry),

nemnegativ stlymatrix az

2n 2m
) = d Wie Cie,n (1) Co,m(v) ,
snlenV) = DD b s L

(u,v) € [u,p+27] X [v,v+27],
n > 1. m>1

(n, m) fokszdmd zart racionalis trigonometrikus feliiletet hatarozzak meg.



Kontrollpont-alaptd modellezés

Véges fokszamu, szétvalaszthaté valtozéja, raciondlis trigonometrikus
polinomokkal leirt zart gorbék/feliiletek kontrollpont-alapu reprezentacidja

Kontrollpont-alapti egzakt leirds (projektiv geometriai szemlélet)

w=0



Kontrollpont-alaptd modellezés

Véges fokszamu, szétvalaszthaté valtozéja, raciondlis trigonometrikus
polinomokkal leirt zart gorbék/feliiletek kontrollpont-alapu reprezentacidja

Kontrollpont-alapi egzakt leirds (projektiv geometriai szemlélet)




Kontrollpont-alaptd modellezés

Véges fokszamu, szétvalaszthaté valtozdju, racionalis trigonometrikus
polinomokkal leirt zart gorbék/feliiletek kontrollpont-alapu reprezentacidja

Kontrollpont-alapt egzakt leirds (projektiv geometriai szemlélet)

@
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Kontrollpont-alaptd modellezés

Véges fokszamu, szétvalaszthaté valtozéja, raciondlis trigonometrikus
polinomokkal leirt zart gorbék/feliiletek kontrollpont-alapu reprezentacidja

Kontrollpont-alapt egzakt leirds (projektiv geometriai szemlélet)

(a) (b)



Feltleti rekonstrukcié Monte Carlo mdédszerekkel

Négyszoghalok generdlasa pontfelhék alapjan

® Agoston Réth, Imre Juhész, 2009. Quadrilateral mesh generation from
point clouds by a Monte Carlo Method, In The 17th International
Conference in Central Europe on Computer Graphics, Visualization and
Computer Vision (eds. Min Chen, Vaclav Skala), 97-104, ISBN
978-80-86943-93-0, Publisher University of West Bohemia in Pilsen
(indexed by SCIE Thomson-Reuters).




Fellileti rekonstrukcié Monte Carlo médszerekkel
Négyszoghalok generdlasa pontfelhdk alapjan




Fellileti rekonstrukcié Monte Carlo médszerekkel
Négyszoghalok generdlasa pontfelhdk alapjan




Fellleti rekonstrukcié Monte Carlo mddszerekkel
Négyszoghalok generdlasa pontfelhdk alapjan




Fellleti rekonstrukcié Monte Carlo mddszerekkel
Négyszoghalok generdlasa pontfelhdk alapjan




Fellleti rekonstrukcié Monte Carlo mddszerekkel
Négyszoghalok generdlasa pontfelhdk alapjan




Feltleti rekonstrukcié Monte Carlo mdédszerekkel
Négyszoghalok generdlasa pontfelhék alapjan




Fellleti rekonstrukcié Monte Carlo mddszerekkel
Négyszoghalok generdlasa pontfelhdk alapjan




Fellleti rekonstrukcié Monte Carlo mddszerekkel
Négyszoghalok generdlasa pontfelhdk alapjan




Feltleti rekonstrukcié Monte Carlo mdédszerekkel
Négyszoghalok generdlasa pontfelhék alapjan




Feltleti rekonstrukcié Monte Carlo mdédszerekkel
Négyszoghalok generdlasa pontfelhdk alapjan




Sima interpoldlé feluletek funkciondlis optimalizalasa

[7) Agoston Réth, Imre Juhdsz, 2011. Constrained surface interpolation by
means of a genetic algorithm, Computer-Aided Design, 43(9):1194-1210,

IFy011 = 1.234, RIS = 1.31898.




Sima interpoldlé feluletek funkciondlis optimalizalasa
NURBS bazisfiiggvények




Sima interpoldlé feluletek funkciondlis optimalizalasa
NURBS bazisfiiggvények. Minimalis felszin




Sima interpoldlé feluletek funkciondlis optimalizalasa
NURBS bazisfiiggvények. Minimdlis Willmore-energia




Sima interpoldlé feluletek funkciondlis optimalizalasa
NURBS bazisfiiggvények. Minimdlis umbilikus eltérés




Sima interpoldlé feluletek funkciondlis optimalizalasa
NURBS bazisfiiggvények. Minimalis teljes gorbiileti energia
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NURBS bazisfiiggvények. Minimalis silyozott Mehlum—-Tarrou energia
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NURBS bazisfiiggvények. Minimalis /sulyozott Mehlum-Tarrou energia
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Sima interpoldlé feluletek funkciondlis optimalizalasa
Ciklikus bazisfiiggvények. Izoperimetrikus probléma 6tvézése minimalis

\/stlyozott Mehlum-Tarrou energiaval




Sima interpolalé feliiletek funkciondlis optimalizdldsa
Algebrai trigonometrikus B-bazisfiiggvények

(a) ()



Haromszogii (raciondlis) trigonometrikus foltok

o Agoston Réth, Imre Juhdsz, Alexandru Kristdly, 2010-2013. Triangular
(rational) trigonometric patches, manuscript?.

2 _tovabbi bevont személyek: Andras Szildrd, Lukics Andor, Somogyi lldiké
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Célkitiizések

Célkituzések

e Tekintsiik a maximalisan n-edfokd (n > 0) trigonometrikus polinomok
(m3sképpen csonkolt Fourier-sorok)

Fsy, = span {cos (iu),sin (iv) : u € [0, ]},
terét, ahol a € (0, ) tetszbleges rogzitett alakparaméter!

e Sanchez-Reyes igazolta3, hogy az F5, fliggvénytér normalizalt B-bdzisat a

2n . — .
{Ag‘n,(u) Tu€E [O,a]} = {czan ;sin?n =i (u) sinf = ue [O,a]}
’ i=0 ’ 2 2
fliggvényrendszer adja, ahol a

3]

1 n i—r ayi—2r
= = ( )( ><2cosf> ,i=0,1,...,2n
20 sin?n & ; i—r/\ r 2

2n

i=0

konstansok egyrészt normalizacids szerepet toltenek be, masrészt pedig a
e O P
Sn,i = CQnon—i> I = 0,1,...,n

szimmetridt is teljesitik.

3Sa’nchez—Reyes, J., 1998. Harmonic rational Bézier curves, p-Bézier curves and trigonometric
polynomials. Computer Aided Geometric Design, 15(9), 909-923.
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Célkitiizések

Célkitiizések — folytatas

e Célunk, hogy meghatarozzuk az 75 fiiggvénytér megszoritdsos haromvéltozds
kiterjesztését az
QY ={u,v,we[0,a]:u+v+w=a}
tartomany felett, azaz, hogy megszerkessziik a
Vi =span V¥
fliggvénytér nemnegativ normalizilt bazisat, ahol a V* fliggvényrendszer a
n,n,n

{cos (ru + gv + bw),sin (ru+ gv + bw) : (u,v,w) € Qa}rzo,gzo,bzo .

fliggvényrendszer legnagyobb linedrisan fiiggetlen részhalmazat jeldli.



Haromszogii (raciondlis) trigonometrikus foltok
Eddigi eredmények

El6zmények...
e W.-Q. Shen és G.-Z. Wang az n = 1 és 2 sajatos esetekhez tartozé
F3' = span{l,cos(u),sin(u): u € [0,a]},
illetve
F; = span {1, cos(u),sin(u),cos (2u),sin (2u) : u € [0,a]}
:iilggvényterek haromszégii kiterjesztését hataroztak*:®> meg az Q® tartomany
elett.

o A szerzdk dolgozataikban mindenfajta magyarazat nélkiil az n = 1 és 2 esetekben
61 =7, illetve 52 = 19 darab haromvaltozés fiiggvényt vezettek be...

® ..mi tobb, a bevezetett fliggvényrendszerek tulajdonsdgait nagyon mesterkélt,
komputeralgebrai programokra épitett bizonyitdsok soran |atjdk be, és meg is
jegyzik, hogy egyrészt az altalanos esetben a feladat ilyenfajta kezelését
reménytelennek tartjdk, masrészt hangsilyozzik, hogy a szakirodalomban nem
taldlnak idevagd fogalmakat, eszkdztdrakat.

“Shen, W.-Q., Wang, G.Z., 2010. Triangular domain extension of linear Bernstein-like
trigonometric polynomial basis. Journal of Zhejiang University Science C (Computers &
Electronics), 11(5), 356—-364.

5Shen, W.-Q., Wang, G.Z., 2010. The triangular domain extension of Bézier-like basis for
5-order trigonometric polynomial space. Journal of Computer-Aided Design and Computer
Graphics, 22(5), 833-837.
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Altalanos eset: a fiiggvényrendszer megszerkesztése

Multiplikativan silyozott iranyitott graf

& = sin" L k= ——sin §-cos§ =———sin-cosy # = tan
2 sin & sin 4§ :
2 2
gy 1 - 1 - u
O = sin" 4 A= ——-sin L -cos¥ ——sin ¥ -cos 4 * =tany
in 2 2 2 sin £ 2 2 2
sin 4 sin
2 2
oy 1 - w 1 - v .
A = sin™ L k= ——:sin £ cos¥ ¥ =——-sin L. cos¥ #=tan¥
2 sin & 2 2 o 2 2 2
sin 4 sin §

(a) o= sin'£sinLsin' % (b)
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Altalanos eset: a fiiggvényrendszer megszerkesztése

Az RS, G5, és B3 alrendszerek

2n’
_iu . w i Vo svmn
{RZn 2n—i,j (U5 v, W)} = {sinz" "~ sin' = cos' ™ ~ sin/ 7}
j=0,i=j 2 2 2 2 S0,
j —1,2n—
n—1,2n—j —1,2n—j W op_ju _ . n j
{RZ(: 2n—ij(’-” v,w)po = {Rzn ij (w, v, u)} = {slnl Zsin2n 1 2 c052" i- st } R
5 P Jj=0,i=n+1 Jj=0,i=n+1 2 2 2 2 j=0,i=nt1
a n
{Gan2n—i;% (v, WG = {R2n on—ij (Wsu, V)}j 0
—iw .V i—i Cu)mn
= {sin2n " —sin' = cos' ™/ — smj —}
2 2 2 2S00
n—1,2n—j n—1,2n—j PV _w . u  ;uyn—l2n—j
{Gzoi, on—iyj (U, v, W)}. Y {620; i uw, v)}_ o {sin' Zsin®" 1 2 cos?" S = sind 7} ,
N B j=0,i=n+1 s b, j=0,i=n+1 2 2 2 2 j=0,i=n+1
ey n,n B
{an,anf.j (u, v, W)}j:O,i:j = {Rzn on—ij (v, w, U)}J 0.1

n,n

;v o ju i Liw
= {sinzn " —sin' —cos' T/ — smj 7} s
2 2 2 2 ) j=0,i=j

n—1,2n—j n—1,2n—j pu _jVv _i—iw P w
{B;I‘, on_i i (uyv, W)} - {Bz(\n i (v, u, W)} T dsint Dsin2n i L g2t i Dgini ©
’ o Jj=0,i=n+1 o) j=0,i=n+1 2 2 2 2

n—1,2n—j

Jj=0,i=n+1
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Altalanos eset: a fiiggvényrendszer megszerkesztése

Az R3,, Gsi és BS alrendszerek megfeleld egyesitése

o —
T2 n -

U RS vy w) = 6

2n,n,n

(uyv,w) = B35,

{Rzan,zn—i,j (U, v, w) s G o j (U v W), By oy (u v, w) s (0, v, w) € Qa}

u,v,w) =sin" 4si
2

@ @ @ @ @ @ @
Ry, 60 Ra.s‘o_ Rsuo Reao. R Rﬁ,l,ﬂ_ - Gigo
@ a a «
Rs,mI Rogn|  Ropa|  Rean G5
R “ o 65,0
- 6,4,2 Rﬁ,a,z GM.2 ;
6,10 Rl &m B}
B oD G
6,21
B, Y
6,2,0 B 6,3,3 Gm»l
- \6a2 o
" B, o
B, @
63,0 B Giay,
o \ 642 ;N
B -
Biao
@
a
By 6,10
a
Biso

ES

n—1,2n—1—j
j=0,i=j

in" & :(u,v,w)eﬂo‘}.
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Kontrollpontok elrendezése

. 1w . 1 : ,
& = sin” 2 =———sin%-cos ¥ H=——7sing-cosg #* = tan
sin 4 sin & 2

s 1w . 1w
@ = sin" 4 A= ——sin g cost y=——7-siny-cosy * =tand

s 3 sm > -
= v = X = . ., w — w
A = sin” = gn L Singcosy Sz Sing-cosy # =tan;

sin 4 sin 4
(a) (b)

1 Ty

nHln

b.’n 2n,0
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Haromszogii n-edfoku trigonometrikus foltok értelmezése

Ertelmezés (n-edfoki trigonometrikus hdromszogfoltok)
Azs%: Q% — R®,

n—12n—1—j
o _ S . po
Sp (Ll, v, W) - f2n,n ”Rln.n.n (u7 v, W) + E E r2"‘2"*"JR2n,2n—i,j (U, v, W)
=0 =
n—12n—1—j n—12n—1—j

T~ e
+ E E 82n.2n—1,jGopon—ij (U v, W) + E E b2n.2n—ijBan on—i j (U, v, w)
=0 5 =0 5

megszoritdsos hdromvaltozés vektorfiiggvényt n-edfoku (n > 1) trigonometrikus
haromszogfoltnak nevezziik, ahol az
2n—1—j —1,2n—1—j —1,2n—1—j 3
{rzn,znﬂ',j}j’-;o'?,-:j v {g2n,2n7r',j}j,":07,':; ‘U {b2n.,2n7,7j}j'-1:o,,-:; JCR

vektorok a folt kontrollhdléjat hatdrozzdk meg.



Haromszogi (raciondlis) trigonometrikus foltok
Példa harmadfoki trigonometrikus haromszoégfoltra
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Fokszamnovelés




Haromszogii (raciondlis) trigonometrikus foltok
Kontrollpont-alapu egzakt leiras

— — _ _ _
8140 =81430= 8120=8110= b4,4,0 =Ti40
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Kontrollpont-alapt egzakt leiras
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n-edfoku racionalis trigonometrikus haromszoégfoltok értelmezése

Ertelmezés (n-edfokd raciondlis trigonometrikus hdromszogfoltok)

® A nemnegativ és azonosan nem nulla po, , ,, {PZn,zn—i,j}J’-’:_ol’,’-i;_l_j, {WZn,Zn—f,j}f:_;J%}i;_l_j'
{Banan—ij }J’.’:}ly;i;’flff skalarok (siilyok) hasznélatéval racionalis altalanositashoz jutunk.
® AqY:Q® — RS
n—12n—1—j

ﬁ'z\n.n.n (u, v, w)

ay (u,v,w) = /’2/7,17./7'2/7./7./7W + Z Z P2n,2n—i,j"2n,2n—i,j

ﬁgn,2n—/‘,j (u, v, w)

T (u, v, w)

=0 =
2n,2n—i,j82n,2n—i ] — =
e 7o (u, v, w)
"i“"i*f Bonon—i (u, v, w)
+ Ban,2n—i jb2n2n—ij— = —F—————
e T (uy v, w)

megszoritasos haromvaltozés vektorfiiggvényt n-edfoki (n > 1) raciondlis trigonometrikus
haromszogfoltnak nevezziik, ahol az

n,2n—1—j n—1.2n—1—j n—1.2n—1—j 3
{ranon—i bz my U AB2n 20030010 U Aban e ST CR
vektorok a folt kontrollhdléjat hatdrozzdk meg, mig
n—12n—1—¢
_ Sa Ba
To(u,v,w) = pon o nRo, (U v, w) + Z Z P2n,2n—k, e Ron 2n—k e (u, v, w)
£=0 k=t
n—12n—1—¢ n—12n—1—¢

+Z Z ’Y2n.2n—k,£6;,.,2n_k,1/, + Z Z i’Zn.Zn—k,éég);:Qn_k_a (u, vy w).
=0 k=¢ =0 k=~
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Kontrollpont-alapu egzakt leiras
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Nyitott kérdések

Pillanatnyilag megvalaszolatlan kérdések

@ Az n-edfokd normalizicids egyiitthatdk altaldnos alakja.

® Altaldnos fokszamnovelés egzakt vagy rekurziv képlete.

© Sorozatos felosztasos algoritmus kidolgozasa.

© A multiplikativan sdlyozott irdnyitott graf kiterjesztése (raciondlis)
trigonometrikus térfogatmodellek (pl. inhomogén témor testek) leirdsdhoz.



Koszonom a figyelmet!
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