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1 Introducere

In realizarea partii de algebra a acestei brosuri s-a incercat alcatuirea unui material care
s& poata fi utilizat independent de alte surse bibliografice. Totusi, nu am reusit pe deplin
acest lucru, aga ca recomandam studentilor ca acolo unde au nevoie de completari sa
apeleze la titlurile din bibliografia de la finalul acestui material. In acest sens, precizim
ca demonstratia Teoremei 3.32 folosegte instrumente care nu au fost predate in liceu si nu
sunt discutate aici, de aceea am mentionat alaturat, intr-o paranteza, ca este facultativa.
De asemenea, discutia despre sisteme de ecuatii liniare se bazeaza pe cateva rezultate
referitoare la determinanti gi rangul unei matrice cu coeficienti intr-un corp comutativ K
pe care din motive de spatiu nu le putem prezenta aici in detaliu. Ele au fost prezentate
in liceu in cazul K € {Q,R,C} si pot fi gasite in cazul general in capitolul VI din [5].
Din aceste motive am ales ca aici doar sa le amintim. De altfel, Sectiunea 4.3 contine
destul de putine rezultate teoretice. Am considerat ca cititorului ii va fi mai folositoare
o abordare in care insistam mai mult pe descrierea metodelor prezentate de rezolvare a
sistemelor si ilustrarea lor prin exercitii rezolvate.

Cele 4 capitole de dupa Introducere abordeaza céate o tema care ar putea fi (sau chiar
a fost) predatd pe durata unui curs de 2 ore. Fiecare dintre aceste capitole corespunde
cate unui punct din tematica propusa pentru examenul de licenta. Astfel, tematica
propusia pentru specializarea Matematica este acoperita de capitolele 2, 3, 4
si 5, iar tematica propusa pentru specializarea Matematica informatica este
acoperita de capitolele 2, 3 si 4 din acest material. Bibliografia de la sfarsit este
comuna tematicii ambelor specializari.

Daca numarul de pagini dedicat unor teme este mai mare, aceasta se datoreaza fap-
tului ca s-au adaugat unele explicatii gi observatii pe care le-am considerat importante
gl care in timpul unui curs pot fi comunicate oral (iar aici nu). De asemenea, numéarul
de exemple din acest material este, poate, ceva mai mare decat al celor prezentate in
sala de curs, acolo existand seminarul ca un ajutor in acest sens. Exceptand, poate,
,,suplimentul” de explicatii si exemple, am cautat sa organizam prezentarea intr-o forma
cat mai apropiata de cea in care aceste teme au fost predate la cursurile aferente. In ce
priveste problemele propuse, studentii pot gasi in bibliografia mentionata rezolvari sau
indicatii care sa 1i ajute In abordarea acestora.

Trebuie mentionat ca finalizarea acestui material in timp util si In bune conditii nu
ar fi fost posibila fara fisierele sursa ale unor cursuri publicate sau in pregatire puse
la dispozitie de domnul profesor Ioan Purdea si domnul conferentiar Simion Breaz.
Contributia subsemnatului a fost aceea de a da un caracter autonom si un aspect unitar
(pe cat a permis tematica abordatd) partii de algebra a acestei broguri. Nu excludem
posibilitatea ca in material si se fi strecurat erori de tehnoredactare (dintre care unele ar
putea sd-si lase amprenta asupra corectitudinii unor afirmatii). fncurajém cititorii sa ne
atragd atentia asupra acelor erori pe care le identifica si apreciem pozitiv toate semnalele
care ne vor veni in acest sens.

Cosmin Pelea



2 Grupuri, inele §l COI'pllI'i (de Ioan Purdea si Cosmin Pelea)

2.1 Grupuri

Definitia 2.1. Fie A o multime. O functie ¢ : A x A — A se numeste operatie binara
sau lege de compozitie pe A.

Pentru ca in acest capitol ne vom ocupa numai de operatii binare, le vom numi
simplu operatii. Pentru notarea unei operatii se pot folosi simboluri ca %, -, 4+ etc. Daca
operatia o este notatd cu *, atunci x(a1,as) se noteazd cu aj * ag. Cel mai des ¢ se
noteazd multiplicativ, adicd cu -, caz in care -(a1,as) se noteaza cu a - az sau ajasg,

sau aditiv, adica cu +, caz in care +(a1,as) se noteazad cu a; + as.

Exemplele 2.2. a) Adunarea (+) si inmultirea (-) sunt operatii in N, Z, Q,R si C, dar
nu sunt operatii in multimea numerelor irationale.

b) Sciderea este operatie in Z, Q,R gi C, dau nu este operatie in N.

c) impér‘girea este operatie in Q*,R* gi C*, dar nu e operatie in Q, R, C, N, Z, N* gi Z*.

Definitiile 2.3. Fie x o operatie in A. Spunem ca:

i) operatia * este asociativa daca
(a1 *x ag) *x az = a1 * (a2 * as), Vai,as,az € A;
ii) operatia x este comutativa dacid
ay * as = as * a1, Vai,as € A.

Definitiile 2.4. Un cuplu (4, ), unde A este o multime si * este operatie pe A, se
numeste grupoid. Un grupoid in care operatia este asociativa se numeste semigrup.

Un grupoid in care operatia este comutativd se numegte grupoid comutativ.
Uneori, pentru simplificarea notatiilor, grupoidul (A, %) va fi notat cu A.

Definitiile 2.5. Fie x o operatie in A. Spunem céa operatia * admite element neutru

daca exista un element e € A astfel incat
axe=exa=a, Va € A.

Elementul e € A se numeste elementul neutru al grupoidului (4, %). Intr-un grupoid
care are un element neutru e, spunem ci un element a € A este simetrizabil daca

existd un element a’ € A astfel incat
!/ !/
axa =a xa=e.
Elementul ¢’ se numeste simetricul lui a.

Observatiile 2.6. a) Intr-un grupoid (4, %) existi cel mult un element neutru.
intr—adevzir, daca nu exista element neutru, proprietatea este, evident, adevarata, iar
daca e gi f ar fi elemente neutre, privindu-l succesiv pe fiecare dintre ele ca element

neutru, avem

exf=fsiexf=e.



Prin urmare, e = f.

b) Intr-un semigrup (A, *) care are element neutru, exista elemente simetrizabile. De

exemplu, elementul neutru este simetrizabil si coincide cu simetricul sau.

¢) Intr-un semigrup (A, x) care are element neutru, orice element simetrizabil a are un

singur simetric.

Intr-adevir, daci e este elementul neutru, a € A este simetrizabil si o’ si @’ ar fi

simetrice ale lui a, avem

!/ 11 ! " !/ . I " ! " " 1
a xaxa’ =da *x(axd’)=d xe=d giad *xaxad’ =(a'xa)xa" =exd’ =ad".

Prin urmare, a’ = a”.

In notatie aditivi, elementul neutru este notat cu 0 si numit element nul (sau zero),
iar simetricul unui element a (daci existd) este notat cu —a si este numit opusul lui a.
In notatie muliplicativa, elementul neutru este notat cu 1 si numit element unitate,

1

iar simetricul unui element a (daca exista) este notat cu ¢~* gi e numit inversul lui a.

Definitiile 2.7. Un semigrup (A4, *) cu element neutru se numeste monoid. Daci, in
plus, operatia * este comutativa spunem ca (A,*) este un monoid comutativ. Un
monoid (A4,x*) se numegte grup daci toate elementele sale sunt simetrizabile. Daca,
in plus, operatia * este comutativd spunem ci (A4, *) este grup comutativ sau grup
abelian.

Exemplele 2.8. a) (N, +) si (Z, ) sunt monoizi comutativi, dar nu sunt grupuri.

b) (Q,-), (R,-), (C,-) sunt sunt monoizi comutativi care nu sunt grupuri deoarece 0 nu
este element inversabil.

¢) (Z,4), (Q,+), (R, +), (C,+), (Q*,), (R*,-), (C*,-) sunt grupuri abeliene.

d) Fie M o multime si MM = {f | f : M — M}. Perechea (M o), unde o este
compunerea functiilor, este un monoid. Elementul neutru in acest monoid este functia
identica 1y : M — M, 1p(z) = .

Observatiile 2.9. a) Din Observatiile 2.6 a) si ¢) se deduc imediat urmatoarele:

1) Intr-un monoid existi un singur element neutru.

2) Intr-un grup, fiecare element are un singur invers.
b) Definitia grupului poate fi rescrisd astfel: Un grupoid (A4, *) se numegte grup daci au
loc urmatoarele conditii:

(i) (a1 * ag) * ag = ay * (a2 * ag), Yai,az,a3 € A (x este asociativa);

(ii) Je € A, Va€ A: axe=-exa=a (x admite element neutru);

(i) Va € A, Fa’ € A: axa’ = a’ *a = e (toate elementele lui A sunt simetrizabile).

¢) Atragem atentia asupra citorva greseli care apar frecvent in definitia grupului:

1) Conditia (iii) de mai sus nu vorbegte depre ,,existenta elementelor simetrizabile”, ci
despre faptul ca toate elementele sunt simetrizabile. Dupa cum aratd Observatia 2.6
b), elemente simetrizabile existd gi in monoizi care nu sunt grupuri, dar acolo exista si
elemente care nu sunt simetrizabile, iar in grupuri, nu.

2) Ordinea cuantificatorilor in scrierea formald a proprietatilor (ii) si (iii) este esentiald.
In general, cuantificatorii 3 i V nu comuta, iar aici permutarea lor duce la conditii mult

diferite de cele din definitia grupului.



3) Introducerea unicitatii elementului neutru gi a unicitatii simetricului fiecarui element
in definitia grupului nu sunt necesare. Dupa cum am vazut la a), acestea sunt consecinte

imediate ale definitiei grupului si trebuie privite ca atare.

In continuarea acestei sectiuni, cu rare exceptii, operatia dintr-un grup va fi notata
multiplicativ. Daca (A4,-) este un semigrup, a € A si n € N*, atunci a™ se definegte
inductiv astfel: a! = a, iar daca n > 1, atunci

n factori

Dacéa semigrupul (A, ) este monoid si a € A se defineste

iar dacd, in plus, a e inversabil (simetrizabil), atunci se extinde notiunea de putere a lui

a la cazul exponentilor negativi. Mai exact, dacd a € A este inversabil si n € N*| atunci
a” "= (a" )"

Daca operatia din semigrup este notata cu +, atunci in locul notatiei a™ se folosegte
notatia na.

Propozitia 2.10. (Reguli de calcul intr-un grup)
Fie (G,-) un grup. Se verifica ugor urméatoarele proprietati:

1) Pentru orice a,b € G avem
(@)t =a, ()t =bla,

ab="ba < (ab)™' =a b7 N

2) Pentru orice a,b € G si orice m,n € Z avem:

ab = ba = (ab)™ = a"b".
3) In G se poate simplifica cu orice element, adica pentru orice a,z,y € G,
ar =ay = r =1y,

ra=ya =1 =1y.
4) Pentru orice a,b € G, fiecare dintre ecuatiile ax = b gi ya = b are solutie unicd in G

(pe x = a~ b, respectiv y = ba1).

Corolarul 2.11. Daca (G, ) este grup, atunci pentru orice a € G functiile ¢, : G — G,
to(z) =ax sit), : G — G, t, () = xa (numite translatia stdnga, respectiv translatia

dreapta cu a) sunt bijectii.



Definitiile 2.12. Fie (4, ¢) un grupoid si B C A. Vom spune ci B este un subgrupoid
al lui (A, ) sau ca B este parte stabila in raport cu ¢ sau in (4, ¢) daca:

b1,bs € B = ¢(b1,bs) € B.
Daca B este stabila, atunci se poate defini cu ajutorul lui ¢, o operatie pe B astfel:
¢ B? = B, ¢ (by,bs) = p(by, bs).
Aceasta se numeste operatia indusa de ¢ in B si se noteaza, de multe ori, tot cu ¢.

Observatiile 2.13. a) Fie (4,¢) un grupoid, B C A o parte stabila in (A, p) si ¢’
operatia indusi de ¢ in B. Daci ¢ este asociativd (comutativa), atunci ¢’ este asociativa
(comutativi). Deci orice parte stabild B a unui semigrup (A, ) este semigrup in raport
cu operatia indusa de ¢ In B, de aceea un subgrupoid al unui semigrup se mai numegte
subsemigrup.

b) Fie 1 si g2 doud operatii definite pe A si B C A stabila in raport cu o1 si @2, iar ¢}

si ¢}, operatiile induse de ; si 2 iIn B. Daci ¢ este distributiva in raport cu @2, adici

p1(a1, p2(az,a3)) = pa(pi(ar,a2), p1(a1, asz))

pentru orice a1, a2, a3 € A, atunci ¢} este distributiva in raport cu ¢.
c¢) Existenta elementului neutru este o proprietate care, in general, nu ,,se mogtenegte”
de la un grupoid la o parte stabild a sa. De exemplu, N* este o parte stabild in (N, +),

dar (N*,+) nu are element neutru.

Definitia 2.14. Fie (G,-) un grup. O submultime H C G se numegte subgrup al lui
(G, ) daca verifica conditiile:
i) H este stabila in (G, -), adica

hi,he € H = h1hy € H;
ii) H este grup in raport cu operatia indusa de operatia din (G, -).
Faptul ca H este subgrup al lui (G, -) se va nota cu H < G.

Exemplele 2.15. a) Z, Q, R sunt subgrupuri in (C, +), Z, Q sunt subgrupuri in (R, +)
si Z este subgrup in (Q,+).

b) Q*, R* sunt subgrupuri in (C*,-) i Q* este subgrup in (R*,-).

¢) N este un subsemigrup al lui (Z, +) care nu este subgrup.

Observatiile 2.16. a) Orice subgrup este nevid.
Aceasta afirmatie rezulta din ii).
b) Dacé H este un subgrup al grupului (G, -), atunci elementul neutru al lui (H, -) coincide
cu elementul neutru al lui (G, -).
Intr-adevir, daci e, respectiv 1 este element neutru din H, respectiv G sih € H C G,
atunci in G are loc egalitatea
eh =h=1h.

Simplificand in G cu h, rezulta e = 1.



c¢) Dacd H este un subgrup al grupului (G,-) si h € H, atunci simetricul lui b in (H,-)
coincide cu simetricul lui & in (G, -).

Intr-adevir, daci ', respectiv h=! e simetricul lui h in H, respectiv G, din b) avem
Wh=e=1=h"h.
Privind aceast# egalitate in G si simplificind cu h, rezultd b’ = h~ 1.

De cele mai multe ori e mai ugor sa aratam ca o submultime a unui grup este subgrup
aplicand urmatoarea teorema.

Teorema 2.17. (Teorema de caracterizare a subgrupului)
Fie (G,-) un grup si H C G. Urmaitoarele afirmatii sunt echivalente:
1) H este subgrup al lui (G, ).
2) H verifica conditiile:

a) H # 0;

B) h1,he € H = hihy € H,;

v)heH=h"tleH.
3) H verifica conditiile:

a) H # 0;

) hi,ha € H= hihy' € H.

Demonstratie. 1) = 2). Din Observatia 2.16 a) rezulta «), iar 8) coincide cu i) si )
urmeaza din Observatia 2.16 c).
2) = 3). Folosind pe 2) avem:

hihy € H= hy,hy" € H= hihy' € H.

Deci conditia d) este verificatd si o) este comuna.
3) = 1). Daci in ) luam hy = hy atunci rezultd 1 € H, iar daca h € H gi ludm hy =1
§i he = h atunci h~! € H. Folosind acest rezultat si pe §) avem:

hihy € H= hy,hyt € H= hy(hy ")~ = hihy € H.

Deci operatia din (G, -) induce operatie in H, iar din asociativitatea operatiei in (G, )
rezulta asociativitatea operatiei induse. Acum, din cele de mai sus urmeaza ca H este
subgrup. O

Practic, cand se aratd ca o submultime a unui grup este subgrup se verifica 2) sau 3),

iar conditia «) o Inlocuim cu conditia 1 € H.

Exemplele 2.18. a) Daca (G, -) este grup, atunci G si {1} sunt subgrupuri. Un subgrup

al lui G diferit de G si {1} se numegte subgrup propriu.

b) Submultimea H = {z € C | |z| = 1} a lui C* este un subgrup al lui (C*,-).
intr—adevér, H # () pentru c& 1 € H, adicd H verificd pe a). Folosind urméitoarele

proprietati ale modulului

|2122] = |2a] - |o] s [2 7] = |27



avem:
21,22 cH= ‘Zl| = 1, |22| =1= |leg| =1 = 2122 cH
si
zeEH=|z|=1=|zY=1=2'cH.

Deci H verifica pe «), 3), ), adicd H este subgrup.

c) Fie n € N fixat. Atunci multimea nZ = {nk | k € Z} a multiplilor lui n, este un
subgrup al lui (Z,+) deoarece nZ # () i diferenta a doi multipli de n este un multiplu
de n. Deci nZ verifica pe «) si ¢), adicd nZ < (Z,+).

Reamintim ca pentru o multime finitd X, se noteazd cu |X| numérul de elemente al

multimii X.

Teorema 2.19. (Teorema lui Lagrange) Fie G un grup finit §i H < G. Atunci |H|
divide pe |G|.

Demonstratie. Fie pg C G x G, relatia omogena definita prin
rppy <y € zH,
unde ¢H = {zh | h € H} C G. Observam ca
rppy < x 'y € H.
Demonstram ci py este relatie de echivalenta. Cum pentru orice x € G, z 'z =1 € H,
Ve € G, zpmw,

adicd pp este reflexivi. Daci zppy si ypgz atunci 2~ 'y € H si y~'z € H. Prin

1

urmare, (x71y)(y~'2) = x712 € H si rezultd ci xpyz. Asadar, py este tranzitiva.

Relatia py este si simetrica, deoarece daci xpgy, adicd 2 'y € H, cum H este subgrup,
(zly) =yt
Pentru z € G, avem

x € H, de unde obtinem yppyx.

purlr) ={y e G|zppy} ={ycGlolyc Hy={ycG|ycaH}=2H.

Alegand céate un element (si numai unul) din fiecare dintre clasele diferite (si implicit
distincte) H,zH,yH, ... obtinem o submultime X C G. Multimea cit si partitia deter-

minata de py este
G/py = {pulz) |r e X} ={2zH |2z € X},

prin urmare

G= U prlx) = U xzH.

reX zeX
Pentru orice z,y € X, x # y avem xH (yH = (). Mai mult, pentru orice z € X, functia
ty : H— xH, t,(h) = xh este bijectiva, deci |H| = |xH|. Atunci

Gl= ) |zH|=[H| + - +|H| = |X||H],
—_——

X
z€ | X| termeni

si teorema este demonstrata. O



Definitia 2.20. Fie (G, x), (G, L) grupuri. O functie f : G — G’ se numeste omo-
morfism daca
flzy xx2) = f(z1) L f(z2), ¥V x1,22 € G.

Un omomorfism bijectiv se numeste izomorfism. Un omomorfism al lui (G, *) in el insusi
se numesgte endomorfism al lui (G, ). Un izomorfism al lui (G, x) pe el insusi se numeste
automorfism al lui (G, *). Daci existd un izomorfism f : G — G, atunci vom spune ca

grupurile (G, *) si (G', L) sunt izomorfe si vom scrie G ~ G’ sau (G, *) ~ (G, 1).
Pentru simplificarea scrierii, revenim la notatia multiplicativa a operatiilor.

Teorema 2.21. Fie (G,-) si (G',-) grupuri, iar 1, respectiv 1’ elementul neutru al lui
(G,-), respectiv (G',-). Dacd f: G — G’ este omomorfism, atunci

fa)y =1 (1)

si
) =[f@)) " Vaed. (2)

Demonstratie. Pentru orice z € G avem
ff(@)=f(1-2) = f(z) =1"- f(2),
adica f(1)f(z) =1’ - f(z), de unde rezulti (1). Folosind pe (1) avem:
el =1= fa ) f(x) =1,
de unde urmeaz (2). 0

Teorema 2.22. Daca (G, ) si (G',-) sunt grupuri, iar f : G — G’ este un izomorfism,
atunci f~! este un izomorfism.

Demonstratie. Intrucat inversa unei bijectii este o bijectie, mai trebuie aratat ca:

S o) = 7 w) f T (we), Yy, ye € G (3)

Conform definitiei functiei f~!, f~!(y;) este acel element z; € G (i = 1,2) pentru care
avem f(x;) = y;, adica
F7 i) =i & flz) =y

Deci
T ) (ye) = 212 (4)
Din f(z122) = f(21)f(x2) = Y152 urmeaza
7 yye) = z12s. (5)
Acum, din (4) si (5) rezultd (3). O

Corolarul 2.23. a) Daci (G,-) ~ (G',-) atunci (G',-) ~ (G,-), adicd relatia ~ intre
grupuri este simetrica.

b) Un omomorfism f : G — G’ este izomorfism, dacd gi numai dacd existd un omomorfism
g: G — G astfel incat go f =1g i fog=1¢g.



Teorema 2.24. Daci (G, ), (G',-) si (G”,) sunt grupuri, iar f : G - G’ sig: G — G”

sunt omomorfisme (izomorfisme), atunci g o f este omomorfism (izomorfism).

Demonstratie. Folosind definitia compunerii functiilor si ipoteza ca f si g sunt omomor-

fisme, pentru orice x1,z2 € G avem:

(gof)(z122) = g(f(z172)) = g(f(21) f(22)) = 9(f(21))-9(f(22)) = (90 f) (1) (g0 f)(22),

ceea ce ne arata ca go f este omomorfism. Compusa a doua bijectii fiind o bijectie rezulta

ca dacd f si g sunt izomorfisme, atunci g o f este izomorfism. O

Corolarul 2.25. a) Daca (G, ) ~ (G',-) si (G',) ~ (G”,+) atunci (G, ) ~ (G”,-), adica
relatia ~ este tranzitiva.

b) Fie (G,-) un grup si End(G,-), respectiv Aut(G,-) multimea endomorfismelor, re-
spectiv automorfismelor lui (G,-). Multimea End(G,-) este parte stabila in (G, 0) si
(End(G,-),0) este monoid. Multimea Aut(G,-) este o parte stabila a lui (End(G, ), o)
care contine elementul unitate (a se vedea Exemplul 2.26 a)). Conform Corolarului 2.23,

toate elementele din Aut(G,-) sunt inversabile, deci (Aut(G,-), o) este grup.

Exemplele 2.26. a) Daci (G, -) este un grupoid, atunci 14 : A — A, 14(z) = x este un
automorfism numit automorfismul identic al lui (G, ). Acesta este elementul unitate
din (End(G,-),0) si (Aut(G,-),o). Din acest exemplu rezultd ci relatia ~ este reflexiva.
b) Daca (G, ) si (G, -) sunt grupuri, iar 1’ este elementul neutru din (G’, -), atunci functia
0:G— G, 0(x) =1 este omomorfism numit omomorfismul nul sau zero.

c) Fiea € R, a # 1, a > 0. Functia f : Ry — R, f(x) = log, « este un izomorfism al
grupului (R%, ) pe grupul (R, +) si inversul acestuia este f~' : R — R%, f~(z) = a”.

Proprietatile log, (ry) = log, * + log, y si a®T¥ = a®a¥ exprima faptul ca f si f~! sunt
omomorfisme.
d) Functia f : C* — R*, f(z) = |z| este un omomorfism al grupului (C*,-) in grupul

(R*,-) pentru ca f(z122) = [2122| = |21] - |22 = f(21) f(22).

e) Functia f : C — C, f(2) = Z (unde Z este conjugatul lui z) este un automorfism al
grupului (C, +), iar f~! = f. Restrictia lui f la C* este automorfism al grupului (C*, ).
f) Pentru orice grup (G, -) functia f : G — G, f(x) = 27! este bijectivd. Functia f este
un automorfism al lui (G, -) dacd si numai daca grupul (G, -) este abelian.

Reamintim ca pentru o functie f: A — B, X C Asi Y C B, notam

~1
JX)={f@) |z eX}isi f(Y)={ac Al f(a)eY}.
Teorema 2.27. Fie (G,-) si (G',-) grupuri si f : G — G’ un omomorfism.
1) Daca H este un subgrup al lui (G, ), atunci f(H) este un subgrup al lui (G’,).
—1
2) Dacd H' este un subgrup al lui (G, -), atunci f (H’) este un subgrup al lui (G, ).

Demonstratie. 1) Dacid H este subgrup, atunci H # (), ceea ce implica f(H) # (). Dacd
y1,y2 € f(H), atunci existd x1,z9 € H astfel incat y1 = f(z1), y2 = f(a2). Acum, f

fiind omomorfism, avem:

vy L= flzn) - flae) ™t = flz) - fz3!) = flziag ),



far z1, 2o € H implicd 125" € H. Rezultd cd yyy; * € f(H). Deci f(H) este un subgrup
al lui (G, ).

~1 —1 .
2) Cum f(1) =1 € H', deducem cd 1 € f (H'), adicd f (H') # (. In plus, avem

r1,aa € f(H) = f@n), fas) € H' = f@)[f(@2)] " = f@zz") € B = oz’ € f ().

-1
Deci f (H') este un subgrup al lui (G, -). O
Aplicand 2) din teorema de mai sus subgrupului {1’} al lui G/, rezulta:
Corolarul 2.28. Kerf = {z € G| f(z) =1’} este un subgrup al lui G.

Definitia 2.29. Fie (G,-) si (G’,-) grupuri si f : G — G’ un omomorfism. Subgrupul
Kerf ={x € G| f(x) =1'} al lui G se numeste nucleul omomorfismului f.

Teorema 2.30. Fie (G,-), (G',-) grupuri gi 1, respectiv 1’ elementul neutru al lui G,

respectiv G'. Omomorfismul f : G — G’ este injectiv dacd si numai daca Kerf = {1}.
Demonstratie. Dacd omomorfismul f este injectiv, atunci
reKerf= flx)=1= fz)=f(1)=>z=1

de unde urmeaza incluziunea Kerf C {1}, iar incluziunea inversa rezulta din f(1) = 1'.
Deci Kerf = {1}. Invers, daci Kerf = {1}, atunci

fl@1) = f(z2) = flz)(f(22) ' =1 = flmiz; ) =1 = a2, = 1= 1 =20

ceea ce ne arata ca omomorfismul f este injectiv. O

2.2 Exercitii rezolvate

1) Fie M o multime, P(M) multimea submultimilor sale si A diferenta simetrica,
adica pentru X, Y C M avem XAY = (X \Y)U (Y \ X). S& se arate ca (P(M), A) este
un grup.

Solutie: Fie C(X) = Cyy X = M \ X complementara submultimii X C M. Avem
(1) XAY =[XNnCY)UY NnC(X))].

In stabilirea asociativitatii operatiei /A avem nevoie de egalitatea

(2) C(XAY)=(XNY)u[C(X)NnC(Y)]

care se deduce din (1), din formulele lui de Morgan si din distributivitatea intersectiei

fata de reuniune astfel:

CXAY)=C(XnNnCY)NCYNCX))=[C(X)UY]U[C(Y)UX]
{lcx)uynCcy)yu{lCc(X)uY]nX}

[C(X) VU NCY)U[C(X)UX]U[Y NX]

[C(X) YVUPuUduU(XNY)=(XNY)U[C(X)NnC(Y)].

= ne)
= ne)
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Folosind (1) si (2) avem

(XMVAZ=[(X+Y)NnC(Z)U[C(X+Y)N Z]
=H[XncI)u¥nCX)NC2)}u{l(XNnY)u(CX)NCY))]NZ}
s XnCY)nCZ)UynCX)nCOHuXnYnZlulC(X)NnC(Y)Nn Z]
=XNYN2)uXnCY)nCulC(X)nyYncZ)|u[C(X)nC(y)nZ].
La acelasi rezultat se ajunge si calculand pe XA(YAZ). Deci A este asociativa.

Din definitia operatiei A rezulta ca A este comutativa, are element neutru submultimea
vida gsi XAX = 0, adicd opusa lui X este X. Deci (P(M), ) este grup abelian.

2) Fie G=(-1,1), z,y e G si

x+y
1+ay’

(*) TRy =

Sa se arate ca:
i) egalitatea (x) defineste o operatie * pe G si (G, %) este un grup abelian;

ii) intre grupul multiplicativ al numerelor reale pozitive (R*,-) si (G, *) exista un izomor-

1
fism f: R% — G de forma f(z) = ‘mﬂ .
X

Solutie: 1) Daca z,y € G atunci x x y € G deoarece

@EHDG+D o =g @ D=1

=-1
vy + 1+zy 1+ 2y

Asgadar, * este o operatie pe G. Din (1) rezultd ci * este comutativa. Asociativitatea sa

se obtine astfel:

r+vy - r+Yy—+z2+ryz
1+a2y zy+zzt+yz+1’
y+z r+y+z+ayz
14+yz axyt+azt+yz+1°

(x*y)*z=

xx(yxz)=x*

Presupunem ca e este elementul neutru. Atunci z * e = x pentru orice z € G, adica
T+e

14 ze
exista, acesta este 0. Intrucat x * 0 = x pentru orice x € G, rezulta ca 0 este elementul

= x pentru orice x € G. Rezulta ca e = 0. Prin urmare, dacd elementul neutru

neutru. Daca x’ este simetricul lui z € G atunci z*x’ = 0 de unde deducem =’ = —z € G.
Deci, daca simetricul lui x exista, acesta este —z. Se verifica usor ca —x este simetricul
lui = pentru orice x € G. Astfel am aritat ca (G, x) este un grup abelian.

ii) Cum imaginea elementului neutru printr-un omomorfism de grupuri este elementul

neutru, rezultd ca f(1) = 0, ceea ce implicd o = 1. Deci

r—1
() fla) =,
intrucét,

-1 2
| Y S0,
z+1 rz+1
2=l e =2 <o
r+1 r+1 ’
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avem f(z) € G pentru orice x € R* | ceea ce arata ci egalitatea (xx) defineste o functie
f Ry — G. Functia f este bijectiva deoarece ecuatia f(x) = y are o solutie unica

1
T = 1—&-731 € R’.. Prin calcul se arata ca f este un omomorfism, adica
Flanes) = P22 < pa) « fa)
r129) = ——— = f(x T9) .
172 PR | 1 2

Deci f este izomorfism.

3) Fie (G, ) un grup finit 5i ) # H C G. S& se arate ¢& H este un subgrup in G daci si
numai dacd H este parte stabild in (G, -).
Solutie: Dacd H < G atunci, evident, H este parte stabild in (G, -).

Fie h € H arbitrar. Dacd H este parte stabild in (G, -), atunci imaginile restrictiilor
translatiilor cu A la H sunt in H. Prin urmare, avem functiile

thyty : H— H, ty(z) = ha, tj(z) = zh.

Daca x1,x9 € H gl th(x1) = tp(ze), adicd hzy = hao, privind aceastd egalitate in G,
putem simplifica cu h si obtinem x; = x2. Rezultd ca ¢t este injectiva, iar cum H e
finita, ¢ este o bijectie.

Din surjectivitatea lui ¢, deducem ca existd e € H astfel incat h = tj,(e) = he. Atunci
avem, In G, 1h = eh, de unde, simplificaind din nou cu h, obtinem 1 = e € H. Asadar,

ty, fiind surjectie, exista h’ € H cu proprietatea ci
L=ty(h)=hh'=hh ' =1=hh=h"'=h € H.
Cum h € H a fost arbitrar, din teorema de caracterizare a subgrupului urmeaza H < G.

4) S& se arate cd existd un singur omomorfism de la grupul (Q, +) la grupul (Z, +).

Solutie: Fie f : Q — Z un omomorfism, z € Q arbitrar si f(z) = a € Z. Pentru orice

n € N* avem

o=ser=s (o 3)=a{ge o 5) =1 @) s G =n (),

n termeni n termeni

iar cum f z € Z, deducem cia a = 0 (filnd multiplu pentru orice n € N*), asadar
n
f(z) = 0 pentru orice z € Q.

5) Sa se determine automorfismele grupului (Z, +).

Solutie: Fie f : Z — 7 un endomorfism al grupului (Z,+). Dacd 2 € N*, atunci

f@y=f0L+14---4+1)=xf(1)

x termeni

si f(—z) = —f(z). Evident f(0) =0= f(1) -0, prin urmare,

fl@)=f(Q1) z, Yz € Z.

12



Dacd f este un automorfism, f fiind surjectiva, existd a € Z astfel incat 1 = f(1) - a.
Rezulta ca f(1) divide pe 1, adica f(1) € {—1,1}. Daca f(1) = 1, atunci f = 1z care

este, evident, automorfism al lui (Z, +), iar daca f(1) = —1, atunci f este
712 7 — Z, (712)(30) = -

despre care se aratd ugor ca e automorfism al lui (Z, +).

Deci automorfismele lui (Z, +) sunt 1z si —17.

2.3 Inele si corpuri

Definitiile 2.31. Un sistem ordonat (R, +,-) in care R este o multime, iar + si - sunt
operatii pe R se numeste inel daca verifica urmatoarele axiome:

i) (R, +) este grup abelian;

ii) (R,-) este semigrup;

iii) Operatia - este distributiva fatd de +, adica

a(b+c)=ab+acsi (b+ c¢)a =ba+ ca, Ya,b,c € R.

Inelul (R, +,-) se numeste comutativ, respectiv cu unitate daci operatia - este comu-
tativa, respectiv dacé are element unitate (notat cu 1). Daca (R,+,-) este un inel cu

unitate, atunci un element a € R se numeste inversabil daca

Ja'eR: ala=1=aa"".

Uneori inelul (R, +, ) va fi notat cu R. Mentiondm ca daca (R, +, -) este inel atunci,
intrucat (R, +) este grup, rezultd ci multimea R este nevidd. Conform conventiilor facute
in Sectiunea 2.1, elementul neutru al grupului (R, +) va fi notat cu 0 si il vom numi zero.
Vom nota pe R\ {0} cu R*. Daci a € R, atunci opusul (simetricul fatd de +) al lui a va

fi notat cu —a. Intrucat (R, +) este grup abelian, avem
—(a+b)=—-a—-0b, Va,b e R.

Observatiile 2.32. a) In liceu se foloseste denumirea de inel pentru ceea ce am numit
mai sus inel cu unitate.

b) Fie (R,+,-) un inel. Intrucat (R, +) este grup abelian, pentru orice a € R gin € Z
se poate defini na ca inainte de Propozitia 2.10. In semigrupul (R, -) se poate defini a”
pentru orice @ € R si orice n € N*, iar dacid R este inel cu unitate putem defini a™ si
pentru n € Z in conditiile discutate pe larg in Sectiunea 2.1. Proprietatile calculului cu

multipli si ale calculului cu puteri intr-un inel rezulta imediat din Propozitia 2.10.

Definitia 2.33. Un inel cu unitate (K, +, ) se numeste corp daci:
i) K contine cel putin doud elemente, adica |K| > 2.
ii) Orice a € K* este inversabil.

Observatia 2.34. Un triplet (K, +,-) este corp daca si numai daca:
1) (K, +) este grup abelian.
2) K* este stabila in (K,-) si (K*,-) este grup.

3) Operatia - este distributiva in raport cu +.

13



Teorema 2.35. Daci (R, +, ) este un inel, atunci pentru orice a € R, functiile
ta,t, : R— R, to(x) = az, t,(z) = za
sunt endomorfisme ale grupului (R, +).
Demonstratie. Pentru orice z,y € R avem:
ta(z +y) =a(z +y) = ax + ay = ta(x) + ta(y),
adica t, este endomorfism al grupului (R, +). Analog se arata ci ¢/, este endomorfism. O

Corolarul 2.36. (Reguli de calcul intr-un inel) Fie (R, +,-) un inel.

a) Pentru orice a,b € R au loc egalitatile:
a0 =0 =0a, a(—b) = —ab = (—a)b, (—a)(—b) = abd. (1)

Primele doud (siruri de) egalitéti din (1) rezultd din teorema de mai sus si din Teorema
2.21. Ultima egalitate se obtine astfel:

(—a)(=b) = =((=a)b) = —(—ab) = ab.
b) Dacad R este inel asociativ, a € R gi n € N*, atunci

(—a)" a™  daca n este par
—a)" =
—a™ daca n este impar

¢) Dacd a,b,c € R atunci
a(b—c)=ab—acsi (b—c)a=ba— ca.
Observatiile 2.37. 1) Daca (R, +, -) este un inel cu unitate, atunci
R#A{0} < |R|>2<0#1.
Cum implicatiile din sirul
RAZ{0}< R >2<0#1
sunt evidente, ramane de demonstrat ca |R| # {0} implicd 0 # 1, adica
0=1=|R|={0}.

intr—adevér, daca 0 = 1, pentru orice a € R,

2) Daci R este inel cu unitate si R # {0}, atunci 0 nu este inversabil.

Din (1) rezulta cd (intr-un inel) dacd intr-un produs unul din factor este zero, atunci
produsul este zero. Inversa acestei afirmatii nu este, in general, adevarata. Inelele in

care aceasta inversa este adevarata constituie o clasa speciala de inele.
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Definitia 2.38. Fie R un inel. Un element a € R, a # 0 se numegte divizor al lui zero
daca exista b € R, b # 0 astfel incat ab = 0 sau ba = 0. Un inel R # {0} comutativ, cu
unitate si care nu contine divizori ai lui zero (diferiti de zero) se numegte domeniu de

integritate.

Observatia 2.39. a) Un inel R nu are divizori ai lui zero dacd si numai daca R* este o

parte stabild in (R,-), adica
a,beER, a£05ib#0=ab#0.
Mentionam ca implicatia de mai sus este echivalenta cu
a,be R, ab=0=a=0saub=0.

b) Corpurile nu au divizori ai lui zero, prin urmare corpurile comutative sunt domenii de
integritate.

intr—adevér, pentru un corp K si a,b € K,
ab=0sia#0=b=1-b=(a"'a)b=a"'(ab) =a 0 =0.

Exemplele 2.40. a) (Z,+, ) este domeniu de integritate, dar nu este corp, pentru ca
singurele elemente inversabile din (Z, +,-) sunt —1 sdi 1.

b) (Q,+,-), (R,+,-), (C,+,-) sunt corpuri comutative.

c¢) Pe o multime formata dintr-un singur element existd o singura operatie. Daca luim
in calitate de + gi de - aceasta operatie, atunci se obtine un inel asociativ, comutativ
si cu element unitate. Acesta se numeste inelul nul. In acest inel avem 0 = 1. Din
Observatia 2.37 a) rezultd c& inelul nul este caracterizat de aceastd egalitate.

d) Fie R o multime si m,n € N*. O functie

A:{l,....m}x{1,...,n} = R

se numeste matrice de tipul (m,n) cu elemente din R. Céand m = n matricea A se
numegte matrice patratica de ordinul n. Notand pentrutotii =1,...,msij=1,...,n
pe A(4,7) cu a;(€ R), putem scrie pe A sub forma de tabel dreptunghiular cu m linii si

n coloane in care trecem imaginea fiecarei perechi (4,7) in linia 7 si coloana j

a11 a2 ... Qin

ag1 a9 e a9n,
_A =

aml Am2 ... (mn

Pentru acest tabel vom folosi notatia A = (a;;). Multimea matricelor de tipul (m,n) cu
elemente din R o vom nota cu M,, ,(R), iar cand m = n cu M, (R). Daca (R, +,-) este
un inel, atunci + din R induce o operatie + in M,, ,(R) definita astfel: daca A = (a;;)

si B = (b;;) sunt doud matrice de tipul (m,n) atunci
A + B = (aij + bU)

Se verifica usor ca aceasta operatie este asociativa, comutativa, are ca element neutru
(element nul) matricea O,, , care are pe 0 In toate pozitiile si fiecare element A = (a;;)

din M,, »(R) are un opus (pe matricea —A = (—a;;), numita opusa matricei A).
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Denumirea de inmultire a matricelor este intrebuintata pentru operatia partiala definita
in multimea (J{Mp, n(R) | (m,n) € N* x N*} astfel: daca avem A = (a;j) € My, n(R) si
B = (b;j) € M, »(R), atunci

n
AB = (cij) € My p, e cij = Y aibey, (i,5) € {1,...,m} x {1,...,p}.
k=1
Daca lucram cu matrici patratice de acelagi ordin, operatia partiala - de mai sus devine
o operatie in sensul Definitiei 2.1, operatie care este asociativa si distributiva fata de +.
Rezulta ca (M, (R),+,-) este un inel numit inelul matricelor patrate de ordinul n
cu elemente din R. Daca inelul R este cu unitate, atunci inelul M, (R) este cu unitate.

Unitatea inelului M, (R) este matricea

1 ... 0
0O ... 0

In: .
0 0 O 1

de tipul (n,n), numitd matricea unitate de ordinul n. Daca n > 2 g¢i R # {0} atunci

inelul M,,(R) nu este comutativ si are divizori ai lui zero. Daci a,b € R*, atunci matricele

nenule
a 0 ... O 00 ... b
00 ... 0 0
00 ... 0 00 ... 0

pot fi folosite atat pentru a demonstra cd M, (R) are divizori ai lui zero, cit gi pentru a
arata cd semigrupul (M, (R),-) nu este comutativ.

Daca R e un inel cu unitate, multimea elementelor inversabile ale inelului M,,(R) este
GL,(R)={A € M,(R)|3B € M,(R): AB=BA=1,}.

Multimea GL, (R) e stabilain (M, (R), ) si (GL,(R),-) e un grup numit grupul general
liniar de gradul n peste R. Se stie ca dacd R este unul dintre corpurile numerice (Q,

R sau C) atunci A € M,,(R) este inversabild daca si numai daca det A # 0. Prin urmare,
GL,(C)={A € M,(C) | det A # 0},

gi analog se pot redefini gi GL,(R) si GL,(Q).

e) Fie n € N, n > 2. Teorema impartirii cu rest in Z (a se vedea Sectiunea 5.1) permite
partitionarea multimii Z in clase determinate de resturile ce pot fi obtinute prin impartire
lan:{nZ,1+nZ,...,(n—1)+nZ}, unde r +nZ = {r +nk | k € Z} (r € Z). Folosim

urmatoarele notatii
F=r+nZ (r €Z)§i Z = {nZ,1+nZ,...,(n—1)+nZ} = {0,1,...,n— 1}.
Sa observam ci pentru a,r € Z,

a=T<a+nl=r+nl<a—recnl < nla—r.
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Operatiile

a+b=a-+0b, ab=ab
sunt bine definite, adicd, daca se considera alti reprezentanti a’ si b’ pentru doua clase @,
respectiv b rezultatele operatiilor raman aceleasi. intr—adevér, din o’ € asi b € b rezulta

nla’ — a, n|b’—b:>n|a’—a—|—b’—b:>n|(a’+b’)—(a—|—b):>a’/—|—\b’=a/—|—\b
si
o =a+nk, bV =b+nl (k1€Z)=ab =ab+n(al + bk +nkl) € ab+nZ = 't/ = ab.

Se verifica ugor ca operatiile + si - sunt asociative si comutative, + admite element neutru
pe 0, pentru orice clasi @ existd un element opus in (Zn,+), —a4=—a = n—a, operafia
- admite element neutru pe 1 si este distributiva fatd de +. Prin urmare, (Z,,+,-) este
un inel cu unitate.

Luénd, de exemplu n = 4, inelul obtinut (Z4, +,-) are divizori ai lui zero:
Sezi\ {0} = (1,23} 53.2=0.

Prin urmare, inelul (Z,,, +, -) nu este, In general, un corp. De fapt, a € Z,, este inversabil
dacé i numai dacé (a,n) = 1. Rezultd ca inelul (Z,,+, ) este corp daca gi numai dacé

n este numar prim.

Definitia 2.41. Fie (R,+,-) un inel. O submultime A C R se numegte subinel al lui
(R,+,) daca
i) A este stabild in raport cu + si -, adica

al,a2€A:>a1+a26A§ia1a2€A.

ii) A este un inel in raport cu operatiile induse de + gi - din R.

Observatiile 2.42. a) Dacid (R, +,-) este inel si A C R, atunci A este subinel al lui R

dacé si numai dacd A este subgrup al grupului (R,+) si A este stabild in (R, ).
Afirmatia rezulta din definitiile subinelului gi subgrupului si din Observatia 2.13 b).

b) Daca A e un subinel al inelului R, atunci elementul nul din (4, +) coincide cu elementul

nul din (R, +), iar opusul unui element a € A in (A4, +) coincide cu opusul lui @ in (R, +).

¢) Orice subinel al unui inel R contine elementul nul din R.

d) Un subinel A al unui inel cu unitate R, in general, nu contine unitatea lui R. De

exemplu, (Z,+,-) este inel cu unitate si 2Z este subinel al acestuia, dar 1 & 27Z.
Practic, cand aratam ca o submultime a unui inel este subinel aplicim:

Teorema 2.43. (Teorema de caracterizare a subinelului)
Fie (R,+,+) un inel i A C R. Sunt echivalente urmatoarele afirmatii:
1) A este subinel al lui (R, +, ).
2) A verificd conditiile:
a) A#0;
ﬁ) ay, 00 € A= a1 —ag € A
) ai,as € A= ajay € A.
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3) A verificd conditiile:
a) A #P;
B/) a1,a9 € A= a1 +as € A;
B")ae A= —a€ A4
v) ai,a0 € A= ajas € A.

Demonstratie. Rezultd din Observatia 2.42 a) si din faptul ca atat conditiile «) si 5) cat
gi conditiile ), 8’) si 8”) sunt echivalente cu afirmatia ci A este subgrup in (R, +) (vezi
Teorema 2.17). 0

Exemplele 2.44. a) Daci R este un inel, atunci {0} si R sunt subinele ale lui R. Un
subinel al lui R diferit de {0} si R se numeste propriu.
b) Fiecare din inelele Z, Q, R si C este subinel in urméatoarele.
c¢) Pentru orice n € N, nZ este un subinel al lui (Z,+, ) .

Intr-adevir, din Exemplul 2.18 c) rezultd cd nZ (cu n € N) sunt subgrupuri ale lui
(Z,+). Deci este suficient si aritadm ca nZ verifica pe 7y), ceea ce este imediat pentru ci

produsul a doi multipli de n este multiplu de n.

Definitia 2.45. Fie (K, +,-) un corp. O submultime A C K se numeste subcorp al lui
(K, +,-) daca
i) A este stabila in raport cu + si -, adica

a1,a2 € A= a1+ as € Asiaras € A.
ii) A este corp in raport cu operatiile induse de + si - din K.

Observatiile 2.46. a) Din ii) rezultd cd daca A este subcorp, atunci avem |A| > 2.

b) Daca (K, +,-) este corp si A C K, atunci A este subcorp daca si numai daca A este
subgrup in (K,+) i A* este subgrup in (K*,-).

¢) Daci A este subcorp in (K, +,-), atunci 0,1 € A.

d) Daca (K, +,-) este corp si A C K, atunci A este subcorp daci gi numai daci A este
subinel in (K, +,-), |A| > 2 i pentru orice a € A*, a~! € A.

Practic cand aratam ca o submultime a unui corp este subcorp aplicim urmatoarea

teorema.

Teorema 2.47. (Teorema de caracterizare a subcorpului)
Fie (K,+,-) un corp gi A C K. Sunt echivalente urmétoarele afirmatii:
1) A este subcorp al lui (K, +,-).
2) A verificd conditiile:

o) |A]l =2

B) a1,a2 € A= a1 — as € A;

v) a1,a2 € A; as #0:>a1a;1 € A,
3) A verificd conditiile:

o) |Al 22

B') a1,a2 € A= a1 +as € A;

B")ae A= —ac€ A4

') ai,a2 € A= ajas € A;

YNVaceA a#0=atleA
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Demonstratie. Rezultd din Observatiile 2.46 a) si b) si din Teorema 2.17. O

Exemplele 2.48. a) Q este subcorp in R gi in C, iar R este subcorp in C.

b) Z nu e subcorp in Q.

¢) Dacd K este corp atunci {0} este subinel al lui K, dar nu este subcorp, iar K este un
subcorp al lui K.

Definitiile 2.49. Fie (R,+,-) si (R',+,-) doud inele. O functie f: R — R’ se numegte

omomorfism (de inele) daci pentru orice z1, 22 € R,

flz1+2) = f(z1) + f(22) 81 f(2122) = f(21) f(72). (2)

Un omomorfism bijectiv de inele se numesgte izomorfism (de inele). Un omomorfism al
lui (R,+,") in el insusi se numeste endomorfism al inelului (R, +,-). Un izomorfism
al lui (R,+,-) pe el insusi se numeste automorfism al inelului (R, +,-). Daca exista
un izomorfism f : R — R’, atunci se spune c4 inelele (R, +,-) si (R, +, ) sunt izomorfe
gl vom scrie R ~ R’ sau (R,+,-) ~ (R, +, ).

Fie (R,+,-) si (R',+,-) inele cu unitate (1 gi 1’ fiind, respectiv, unitétile lor). Un
omomorfism f: R — R’ se numeste unital daci

F) =1 (3)

Observatia 2.50. Prima conditie din (2) aratd c& daca f : R — R’ este un omomorfism
intre inelele (R, 4+, ) si (R, 4+, ), atunci f este omomorfism al grupului (R,+) in (R, +).

Teorema 2.51. Fie (R,+,-), (R, +,-) inele si f: R — R’ un omomorfism. Atunci
f(0) =0 f(=z) = —f(x), V& eR. (4)
Dacd R gi R’ sunt inele cu unitate, f este omomorfism unital si z € R e inversabil, atunci
Fa™h) =[f@)™ (5)

Demonstratie. Din (1) rezultd c& f este un omomorfism al grupului (R, +) in (R’,+) de

unde, conform Teoremei 2.21, rezulta (4). Din

gi din (3) urmeaza
F@)f@™h) =1"= f@@™)f(x)

ceea ce demonstreaza pe (5). O

Exemplele 2.52. a) Daca (R,+,-) si (R',+,-) sunt inele, atunci functia § : R — R/,
6(z) = 0 este un omomorfism numit omomorfismul nul sau zero. Dacd R si R sunt
cu unitate gi |R| > 2, atunci omomorfismul § nu este unital.

b) Fie f: C — C, f(2) =z (unde % este conjugatul lui z). Din

21+ 20 =21 +22, 2129 =2122 51 2 =2

rezultd cd f este un automorfism al corpului (C,+,-) si f~1 = f.
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¢) Fie R un inel, n € N* i M,,(R) inelul matricelor patrate cu elemente din R. Functia
f: R — M,(R) definita astfel

a 0

0 0
fa=| .

0 0 a

este un omomorfism injectiv de inele.
Observatia 2.53. Orice omomorfism nenul dintre doua corpuri este unital.

Intr-adevir, daci (K, +,) si (K’,+,-) sunt corpuri, iar f : K — K’ este un omomor-

fism nenul, atunci exista xg € K astfel incat f(z¢) # 0. Cum
1-zo =20 = f(1)f(z0) = f(z0) = 1"f(20),

inmultind la dreapta ambii membri cu inversul lui f(z), obtinem f(1) =1".

2.4 Exercitii rezolvate

1) Fie M o multime gi P(M) multimea submultimilor lui M. Definim pe P(M) doua
operatii + si - astfel:

X+Y=(X\Y)U(Y\X)siX Y =XnNY.

Sa se arate ca:

i) (P(M),+,-) este inel asociativ, comutativ, cu unitate;

ii) dacd |[M| > 2 atunci orice X € P(M) \ {0, M} este divizor al lui zero;

iii) (P(M),+,-) este corp daci si numai daca |M| = 1.

Solutie: i) Observam cd X + Y este diferenta simetricd a multimilor X si Y, iar din
Exercitiul rezolvat 1) de la sectiunea anterioara deducem c& (P (M), +) este grup abelian.
Din proprietatile intersectiei si definitia operatiei - rezulta ca - este asociativa, comutativa
si M este element neutru. Deci (P(M),-) este monoid comutativ.

Stabilim distributivitatea operatiei - fatii de +. Intr-adevir,

X Y+X - Z=(XNnY)+(XNn2Z)
=[(XNY)NCXNDU[(XNZ)NnC(XNY)]
=[XNYNCX)uC2)uXnZn(C(X)uC(Y))]
=[XNYNCX)NUXNYNCOIUXNZNCX)U[XNZnNnCY)]
=QuUXNYNC2)UdUXNZNCY)]
=[XNYNCOIUIXNZNCY)=XNn[(YNC(Z)Uu(ZnC(Y))]
=X -(Y+2),

ceea ce arata ca - este distributiva in raport cu +. Deci (P(M),+,-) este inel asociativ,
comutativ, cu unitate. Elementul zero, respectiv elementul unitate este @), respectiv M.

ii) In acest inel avem, pentru orice X C M, X2 = X, adicd X (X —1) = 0, sau echivalent,
X (X 4+ M) =0, ceea ce arata ca orice X € P(M) \ {0, M} este divizor al lui zero.
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iii) Din ii) rezultd ci inelul (P(M),+,-) este fara divizori ai lui zero dacd gi numai daca
P(M) = {0, M}, adica |[M| < 1. Dacad |M| =0 atunci M = 0 si (P(M),+,-) este inelul
nul, iar dacd |M| = 1 atunci (P(M),+,-) este izomorf cu (Z2,+,-), de unde rezultd ca
(P(M),+,-) este corp.

2) Fie (R, +,-) un inel asociativ gi a,b € R. S& se arate cé:
a) (@ +0b)?=a%+2ab+b* < ab=ba & a*> —b* = (a — b)(a + b);

b) dacd ab = ba atunci pentru orice n € N* avem

(a+b)" =C2" +Cla" b+ -+ C tab"t + CM"
a® — b" :(a _ b) (an—l + an—2b+ S abn—2 4 bn—l) :
a2n+1 4 b2n+1 _ (a 4 b) (a2n _ a?n—1b+ L ab2n—1 + b2n) )

Solutie: a) Daca (a + b)? = a® + 2ab + b* atunci a® + ab + ba + b* = a® + ab + ab + b2,
iar cum in grupul (R, +) se poate simplifica cu orice element, deducem c& ab = ba. Din
a?—b% = (a—b)(a+b) rezulti a® —b? = a®+ab—ba—b?, de unde urmeaza ci 0 = ab—ba,
adica ab = ba. Daca ab = ba atunci cele doua egalitati se verifica imediat.

b) Tinem seama de faptul ci orice puteri (cu exponent natural nenul) ale elementelor
a, b comuta si procedam prin inductie dupa n. Pentru n = 1 afirmatia este, evident,

adevarata, iar daca egalitatea este adevarata pentru n atunci

(a+b)"t =(a+b)"(a+b)=(Cha"+Cra™ 'b+-- + Cr tab™ ' + C")a
+(C%" + Cla™ o4+ O a4 C™)b
= Cpa™™ + (Cp + CR)ab 4+ -+ (C 7 4 CR)ab™ + CRb™ L.

Cum CY =Cr =15 Ck + CF~1 = CF_ | pentru orice n € N* i 1 < k < n, avem
(a+0)" = Cpqa™ 4+ Chpga™b+ -+ O yab™ + CRf b,

ceea ce finalizeaza rationamentul prin inductie. Celelalte egalitati se obtin efectuand

calculul din membrul drept.

3) Fie Z[v2] = {a +bv2 | a,b € Z} 51 Q(v/2) = {a + bv/2 | a,b € Q}. Sa se arate ca:

i) Z[+/2] este un subinel al lui (R, +,-) care contine pe 1;

ii) Q(v/2) este un subcorp al lui (R, +,-);

iii) S = {a +bV/2 | a,b € Z} nu este subinel al lui (R, +,);

iv) So = {a+bv/2 | a,b € Q} nu este subcorp al lui (R, +,-).

Solutie: i) Evident Z[v/2] # 0. Pentru orice u = a + b2, v/ = a' +b'v/2 € Z[V2]
(a,d’,b,b € Z) avem:

u—u = (a—ad)+ (b—-b)V2eZV2], uu = (ad’ + 200 + (ab' + a'b)V/2 € Z[V?2]

si 1 =1+ 0v2 € Z[V2]. Deci Z[/2] este subinel si 1 € Z[/2].

ii) Evident ci |Q(v/2)| > 2. Analog cu i) se arati ci pentru orice u,u’ € Q(v/2) avem
u— ' un’ € Q(v2). Fie u =a+bv/2 € Q(v/2), u # 0. Aceasta inseamna ci a,b € Q si
a? — 2b% #£ 0 si astfel,

1 a—bv2 a b
-1 = = — 2 2).
Y a+b/2 a?—202 a?-2p2 a?-— 2b2\[ € @(\[)
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Deci Q(v/2) este subcorp.
iii) Fie u = /2. Evident ca u € S;. Aratim ca u? ¢ S;. Dacd am avea u? € S ar

2 3

rezulta ci u? = a + bu cu a,b € Z, ceea ce implica u? = au + bu?, adici

2 = au + b(a + bu) = ab + (a + b?)u,

dar v fiind irational, urmeazs ab = 2 si a + b2 = 0. Acest sistem nu are solutii in Z. Deci
S1 nu este stabild in raport cu - i astfel S; nu este subinel in (R, +,-).
iv) Se arata la fel ca si in iii) ci u = V/2 € S, dar u® ¢ S.

4) S4 se determine automorfismele corpului Q(v/2).

Solutie: Presupunem ci f : Q(v/2) — Q(v/2) este un automorfism. Cum omomorfismele
nenule de corpuri sunt unitale, f(1) = 1.

1 1 1
Daca m,n € N* atunci f (ﬁ) = f( +--+ ) =mf <) Rezulta ca
n n n n

m termeni

1=f(1)=f(Z)=nf<i),

decif(i) = %f(l) = % ) =2 =D (-2 = o (B) = -2

n
Asadar, f(r) = z pentru orice € Q. De aici si din (v/2)? = 2 rezulta [f(v/2)]? = 2,
ceea ce implicd f(v/2) € {~v2,v2}. Deci f € {f1, fo}, unde fi(a + bv2) = a + bv/2
si fola +0V2) = a —bv/2. Din f; = lg(ys) rezultd ca f1 este automorfism. Avem
foo fo = Lg(va), ceea ce implica f> bijectie si f2_1 = f5. Se verifica usor ca fo este
omomorfism. Deci si fo este automorfism. In concluzie, automorfismele corpului Q(v/2)

sunt fy si fo.

5) S& se arate ca singurul endomorfism nenul al corpului (R, +,-) este 1g.

Solutie: Fie f un endomorfism al lui (R, +,-). Avem (f(1))? = f(1), deci f(1) = 1 sau
f(1) =0, caz in care f este omomorfismul nul. Dacé f este nenul atunci f este injectiv.
Ca in problema anterioars, se aratd ca f(x) = x pentru orice z € Q, iar dacd = € R,
z > 0 atunci f(z) = f((vx)?) = (f(/x))? > 0 (faptul ca inegalitatea e stric provine
din injectivitatea lui f). Rezultd cd pentru orice z,y € R cu z < y avem

fly) = (@) = fly —2) >0,

deci f este strict crescitoare. Considerand pentru un a € R\ Q sirul (a})nen al
aproximarilor sale rationale prin lipsd si sirul (a!!)nen al aproximarilor sale rationale

prin adaos, obtinem a], < a < a! pentru orice n € N, prin urmare
a, = f(a,) < f(a) < flay) = ay

pentru orice n € N. Trecind la limitd obtinem f(a) = a. Deci f = 1.

22



2.5 Exercitii propuse

1) Fie z,y € R gl x xy = zy — bz — by + 30. Este (R, *) grup? Dar (R \ {5},%)?
2) Fie (G, ) un grup si a,b € G astfel incat ab = ba. Aratati cd

a™b" =b"a™, Ym,n € Z.

3) Demonstrati Propozitia 2.10.

4) Fie (G,-) un grup si f,g: G — G, f(z) = 271, g(x) = 2%. S se arate ci:

i) f este o bijectie;

ii) f este automorfism daca gi numai dacd (G, -) este abelian;

iii) g este omomorfism dacd si numai daca (G, ) este abelian.

5) S& se arate cd H C Z este subgrup al lui (Z,+) daca si numai dacé existd un unic
n € N astfel incat H = nZ.

6) Fie n € N, n > 2. Si se arate cd existd un singur omomorfism de la grupul (Z,,+) la
grupul (Z, +).

7) Sa se arate ca dacd f: Q — Q este un endomorfism al grupului (Q, +) atunci

fl)=fQ) z, Vz €Q,

adica f este o translatie a lui (Q, -) i c& orice translatie a lui (Q, -) este un endomorfism
al lui (Q,+). S& se determine apoi automorfismele lui (Q, +).

8) Fie a € Z. Sa se arate cd a € Z,, este inversabil in Z,, daca si numai daca (a,n) = 1.
Sa se deduca de aici ca inelul (Z,,, +, -) este corp daca si numai dacid n este numéar prim.
9) a) S& se rezolve in Zi, ecuatiile 4z +5 = 9 i 5z + 5 = 9 i in My(C) ecuatia

1 2
X = L2 .
1 2 1 2

b) Sa se rezolve in Zjo sistemul:

344y =11

1z + §y = 16
10) Un numar d € Z se numeste intreg liber de patrate daca d # 1 si d nu se divide
prin patratul nici unui numar prim. Fie d un intreg liber de patrate. Sa se arate ca:
i) Vd ¢ Q;
ii) a,b € Q si a+ bvd = 0 implici a = b = 0;
iil) Z[V/d] = {a+bVd | a,b € Z} este un subinel in (C,+,-) care contine pe 1;
iv) Q(vd) = {a+bVd | a,b € Q} este un subcorp al lui (R, +, ).
11) S& se arate c& singurul omomorfism nenul de corpuri de la (Q,+,-) la (C,+,-) este

omomorfismul de incluziune i : Q — C, i(z) = x.

3 Spat;li vectoriale (de Ioan Purdea si Cosmin Pelea)

3.1 Spatii, subspatii, transformari liniare

Definitia 3.1. Fie K un corp comutativ. O pereche ordonata formata dintr-un grup
abelian (V,+) si o functie ¢ : K x V' — V se numegte K-spatiu vectorial (liniar)
stang sau spatiu vectorial (liniar) stang peste K daci verifici urméitoarele axiome:
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1) pla+B,z) = (o, z) + (B, 2);
2) pla,z+y) = (o, z) + p(a,y);
3) (P(Oéﬂ, .’E) = 90(0‘7 (P(Ba ac)),

1) p(l,z) ==

pentru orice o, 3 € K i z,y € V.

Elementele din K, respectiv V se numesc scalari, respectiv vectori. Functia ¢ se
numeste operatie externa pe V cu domeniul de operatori K sau inmultire cu scalari,
iar + din V operatie interna sau adunare a vectorilor. De cele mai multe ori — si aga
vom face gi noi in cele ce urmeazi — vom folosi - in loc de ¢. Astfel, p(a, x) se noteaza
cu az (sau cu x«) si se numegte produsul dintre scalarul « si vectorul z. Cu aceste
notatii axiomele de mai sus se transcriu astfel:

1) (a+ B)z = aw + Ba;

2) a(z+y) = az + ay;

3) (af)z = a(Bz);

4)

lx = .

Observatia 3.2. Atragem atentia ci + si - noteaza fiecare cate doud operatii. De
exemplu, in axioma 1) primul + este operatia din corp, iar al doilea este operatia din
grup, iar in axioma 3), in membrul stang, primul - este operatia din corp, iar al doilea

este operatia externa, in timp ce in membrul drept ambii - simbolizeaza operatia externa.

Teorema 3.3. Daca V este un K-spatiu vectorial, atunci:

i) Pentru orice o € K, functia t,, : V — V, t,(z) = az este un endomorfism al grupului
(V,+). Daci, in plus, a # 0 atunci t, este un automorfism al lui (V,+) si t;! =t,-1.
ii) Pentru orice € V functia ¢, : K — V, t/.(«) = ax este un omomorfism al grupului
(K,+) in grupul (V,+).

Demonstratie. 1) Pentru orice x,y € V avem,

ta(®+y) = alz+y) = ax+ ay = ta() + ta(y)
ceea ce ne arata cd t, € End(V,+). Daca a # 0 atunci

(ta 0ta-1)(x) = ta(te-1(z)) = ala™'z) = (e =12 =2 = 1y ()
ceea ce ne arata ca ty, ot,—1 = 1y. Analog se arata ca t,-1 oty = ly. Deci
to € Aut(V,+) si t,' =t4-1.
ii) Pentru orice o, § € K are loc:
t(a+ B) = (ag)x = ax + Pz = t,(a) + t,(8).

Deci t, este un omomorfism al lui (K, +) in (V,+). O

Corolarul 3.4. (Reguli de calcul intr-un spatiu vectorial)

a) Pentru orice o € K gl © € V avem:

ar=0< a=0sauzxz=0.
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b) Pentru orice a, 8 € K si x,y € V avem:
(a— B =azr— Pz si alz —y) = axr — ay.
c¢) Pentru orice o, a1, ..., € K gl ,21,...,2, € V avem:
(14 Fay)z=az+ - F+apxsiafx+- +x,) =axy + -+ axy,.

Exemplele 3.5. a) Fie O un punct fixat intr-un plan fixat. Fiecarui punct M al planului
i se asociaza vectorul (segmentul orientat) O—]\Z/ numit vectorul de pozitie al punctului M
(relativ la originea O). Notdm cu V5 multimea tuturor vectorilor 5]\7 cand M parcurge
punctele planului fixat. Multimea V5 este R - spatiu vectorial in raport cu adunarea
vectorilor dupa regula paralelogramului si inmultirea cu scalari definita astfel: daca o € R
atunci o OM este vectorul cu originea in O care are directia lui O—J\Zf , sensul lui O—]\Zf daca
a > 0 gi sens contrar lui OM daci o < 0, iar lungimea (modulul) este produsul dintre |«|
si lungimea lui O—]\j . Daca o = 0 sau OM este vectorul nul atunci « OM este vectorul nul.
Relativ la un sistem de coordonate cu originea in O un vector O—J\>/[ este reprezentat de
coordonatele (z,y) ale punctului M, iar operatiile de adunare a vectorilor i de inmultire

a vectorilor cu scalari se exprima astfel:

() + (@) = (@ + 2"y +y); alz,y) = (az, ay).

Coordonatele vectorului OM (adicé ale lui M) depind de alegerea sistemului de coordo-
nate. Analog se obtine spatiul liniar V3 al vectorilor din spatiul cu originea intr-un punct
O. Un vector din V3 este determinat in raport cu un sistem de coordonate cu originea
in O de un triplet (z,y, z) de numere reale.

b) Pe o multime dintr-un singur element {0} existd o singurd operatie + definitd prin
egalitatea 0 + 0 = 0 si ({0}, +) este grup abelian. Pentru orice corp comutativ K exista

o singura operatie externa
K x {0} = {0}, (a,0) — 0.

Cele doud operatii definesc pe {0} o structurd de K-spatiu vectorial. Acest spatiu vec-
torial se numeste spatiul vectorial zero sau nul.
c¢) Dacd K este un corp comutativ, atunci pentru orice n € N* multimea K™ este un

K-spatiu vectorial in raport cu operatiile definite pe componente astfel:

(1:17"'?In)+(y1?"'7y7’l) :(I1+y1""7xn+yn);
a(zy,...,xn) = (Qxy, ..., axy,),

unde (z1,...,%,), (Y1,...,Yn) E K"sia € K.

d) Grupul (K, +) al unui corp (K, +,-) este un K-spatiu vectorial in raport cu operatia
externd K x K — K, (o, x) — ax unde ax este produsul perechii (o, x) in (K, -). Acest
exemplu se obtine din ¢) ludnd n = 1.

e) Fie K’ un corp gi K un un subcorp al lui K’. Daca (V,+) este un K’-spatiu vectorial,
atunci (V,+4) este un K-spatiu vectorial in raport cu operatia externa K x V. — V|
(o, ) — ax unde ax este produsul dintre scalarul « si vectorul z in V' privit K’'-spatiu

vectorial. Se spune ca K-spatiul vectorial V' s-a obtinut din K’-spatiul vectorial V' prin
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restrictia corpului de scalari de la K’ la K. Astfel R este un Q-spatiu vectorial, iar
C este un Q-spatiu vectorial si un R-spatiu vectorial.

f) Fie K un corp comutativ si
KX|={f=a+au X+ - +a,X"]|ap,a1,...,a, € K, n € N}

multimea polinoamelor cu coeficienti in corpul K in nedeterminata X. Fie f, g € K[X],
f=a+aX+ - +a, X" g=0by+b X+ - +b,X" (putem considera ci ambele
polinoame au acelagi numéar de termeni, adaugand, daca e cazul, monoame cu coeficientul

0 in scrierea unuia dintre ele). Egalitatea
f+g: (a0+b0)+(a1+b1)X++(an+bn)Xn

definegte o operatie asociativa gi comutativi pe K[X]. Aceasta are element neutru pe
0 € K[X] (polinomul nul) si orice f = ag+ a1 X + - -+ + a, X" € K[X] are un opus, pe

—f=—ap+ (—a)X + -+ (—an)X".

Grupul abelian (K[X],+) este un K-spatiu vectorial in raport cu inmultirea cu scalari
definitd astfel: daci a € K si f =ap+ a1 X + -+ a, X" € K[X], atunci

af =aayg+aa X + -+ aa, X".

g) Fie K un corp comutativ. Grupul (M, ,(K),+) al matricelor de tipul (m,n) cu
elemente din K e un K-spatiu vectorial in raport cu iInmultirea cu scalari definita astfel:

a(aij) = (aaij) (a € K, (aij) € My n(K)).

S& observam c& in cazul matricilor patratice (de ordin n), pe langa structura de K-spatiu
vectorial a lui M,,(K) avem si o structura de inel pe M, (K) (vezi Exemplul 2.40 d)).

Mai mult, intre cele doua structuri avem o relatie de legatura, si anume:
a(AB) = (aA)B = A(aB), YVa € K, YA, B € M,(K).

h) Daca Vi si V, sunt K-spatii vectoriale, atunci produsul cartezian V; x V5 este K-spatiu

vectorial in raport cu operatiile definite astfel:
(xlva) + (x/laxé) = (xl + xllvx2 + xl2)7 O‘(xth) = (axlv ax?)

unde (z1,x2), (2], 25) € V1 x Vo si o € K. Spatiul vectorial astfel obtinut se numeste

produsul direct al spatiilor V; si V5.

Definitia 3.6. Fie V un K-spatiu vectorial. O submultime A C V se numegte subspatiu
al lui V daca

i) aj,a0 € A= a; +ag € A,

i)aeK,acA=aae A

(adicd A este stabild in (V,+) si in raport cu inmultirea cu scalari) si A este K-spatiu

vectorial in raport cu operatiile induse.

Faptul ca A este un subspatiu al K-spatiului vectorial V' il notam prin A <g V.

26



Observatiile 3.7. a) Dacd V este un K-spatiu vectorial si A C V, atunci A este un
subspatiu daca gi numai dacé A este subgrup al grupului (V, +) si A verificd conditia ii).
b) Dacd A este un subspatiu al K-spatiului vectorial V', atunci 0 € A.

Practic, cand aratam ca o submultime a unui spatiu vectorial este subspatiu aplicam

urmatoarea teorema.

Teorema 3.8. (Teorema de caracterizare a subspatiului)
Fie V un K-spatiu vectorial si A C V. Sunt echivalente urmatoarele afirmatii:
1) A este subspatiu al lui V.
2) A verificd conditiile:

a) A#0;

B) a1,as € A= ay — as € A;

V) a€eK, a€ A= aac A
3) A verificd conditiile:

a) A #0;

B') a1,a2 € A= a1+ as € A;

VNaeK, ac A= aa € A.
4) A verificd conditiile:

a) A #0;

B//) ay, a0 € K, ay,a9 € A= aja1 + asas € A.

Demonstratie. Echivalenta 1) < 2) rezultd din Observatia 3.7 a) si din faptul ci «) si
B) sunt conditii necesare si suficiente ca A si fie subgrup in (V,+).
Din teorema de caracterizare a subgrupului rezultd implicatia 2) = 3). Din v) si §')

deducem pe ) astfel:
al,ag6Az>a1,(—1)-a26Az>a1,—a2€A:>a1—a26A.

Deci 3) = 2) gi astfel am aritat cd 2) < 3).
Din v) si 8’) deducem pe S"):

ay, a0 € K5 ay,a0 € A = araq,asas € A= arag + asas € A,

iar din 8”) ludnd a; = ag = 1 rezultd f’) si ludnd a1 = o, @y = 0, a1 = a, rezultd 7).

Deci si echivalenta 3) < 4) este demonstrata. O

Exemplele 3.9. a) Pentru orice spatiu vectorial V' submultimile {0} si V' sunt subspatii
ale lui V. Un subspatiu al lui V' diferit de {0} si V, se numeste subspatiu propriu.
b) Fie K un corp comutativ i K[X], K-spatiul vectorial al polinoamelor, iar n € N*. Se
constata usor ca

Pu(K) = {f € KIX] | grad f < n}

verificd pe «), '), 7). Deci P,(K) este un subspatiu al lui K[X].

c¢) Fie V3 spatiul vectorial peste R al vectorilor (segmentelor orientate) din spatiu cu
originea intr-un punct O. Subspatiile lui V5 sunt: {0}, V3, dreptele care trec prin O (mai
exact multimile de vectori de pozitie ai punctelor situate pe aceste drepte) si planele care

trec prin O (multimile de vectori de pozitie continuti in aceste plane).
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d) Fie I C R un interval. Multimea RY = {f | f : I — R} este R-spatiu vectorial in
raport cu operatiile definite prin:

(f +9)(x) = f(z) + g(x), (af)(z) = af(x)
unde f,g € R’ i o € R. Submultimile
C(I,R) = {f e R | f continui pe I}, D(I,R) = {f € R | f derivabila pe I}
sunt subspatii ale lui R? pentru ci sunt nevide si
a,fER, f,ge C(I,R) = af + g € C(I,R);
a,BeR, f,ge D(I,R) = af + Bg € D(I,R).

Teorema 3.10. Daca (A;);cr este o familie nevidd de subspatii ale K-spatiului vectorial

V, atunci [),.; A; este un subspatiu al Iui V.

Demonstratie. Din ipotez& avem I # (). Cum fiecare A; este subspatiu rezulta 0 € A;
pentru toti ¢ € I, de unde urmeaza ca (,.; A; # 0. Folosind definitia intersectiei si

faptul c& fiecare A; este subspatiu, dacd a1, aq € (),o; 4; avem:

icl

Viel, al,ap € Ay = Vi€ LVa,B € K, aai+Bas € A; = Vo, B € K, aar+Bas € ﬂAi.

iel
Deci (;c; Ai este subspatiu al lui V. O
Din Teorema 3.10 rezulta ca daca X C V atunci
(A <k VX CA} (1)

este un subspatiu al lui V notat cu (X) numit subspatiul generat de X. Din (1) rezulta
cd (X) este cel mai mic subspatiu al lui V' care include pe X. Dacd V = (X) atunci vom
spune ca X este un sistem de generatori al lui V sau ca X genereaza pe V. Daca
existd o submultime finitd X C V astfel incat V' = (X)), atunci spunem c& spatiul V este
de tip finit sau finit generat. Dacd X = {z1,...,z,}, vom nota (X) cu (z1,...,z,).

Observatia 3.11. Din definitia subspatiului generat rezulta:
a) (0) = {0};

b) X,Y CV, X CV = (X) C (V);

c) A<k V= (A)=A4;

d) X CV = (X)) =(X).

Definitia 3.12. Fie V un K-spatiu vectorial si X C V, X # . O sum4 de forma
r=aix1 + -+ ape, (@1,...,00 € K, 21,...,2, € X)
se numeste combinatie liniara de elemente din X.
Teorema 3.13. Dacid V este un K-spatiu vectorial si ) # X C V, atunci
(Xy={awx1+ - 4+aprn|lape K,z € X, k=1,...,n,n € N} (2)

adica (X) este format din toate combinatiile liniare de elemente din X.
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Demonstratie. Notand cu A membrul doi din (2) avem:
i) X C S,
i) z,2’ € Asia,f € K= ax+ 8z’ € A,
ili) dacd X C B gi B <k V, atunci A C B.
Din i), ii) si iii) rezultd cd A este cel mai mic subspatiu care include pe X ceea ce

demonstreaza pe (2). O

Corolarul 3.14. a) Daca x € V atunci (z) = {az |a € K} = Kx.
b) Daca z1,...,z, € V atunci (x1,...,2,) = Kx1 + -+ + Kz,,.

In general reuniunea a doud subspatii ale unui spatiu vectorial nu este un subspatiu.

Exemplul 3.15. Multimile A = {(a,0) | a € R} si B = {(0,b) | b € R} sunt subspatii
ale R-spatiului vectorial R?, dar A U B nu este subspatiu, nefiind stabila in raport cu +
((1,00€e ACAUB, (0,1) e BC AUB, dar (1,0) + (0,1) = (1,1) ¢ AUB).

Cel mai mic subspatiu ce contine doua subspatii date rezulta din urmatoarea teorema.

Teorema 3.16. Fie A;,..., A, subspatii ale K-spatiului vectorial V. Cel mai mic

subspatiu al lui V' ce contine toate subspatiile Ay,..., A, este A1 + -+ A,, adica
A+ + A, =(A1U---UA,).
Demonstrafie. Amintim ca
A+ + A, ={ar+-+an|a1 € Ay,...;a, € Ay}

Evident, 0 € A; +---+ A,,. Din asociativitatea si comutativitatea lui + din V' rezulta ca
suma oricaror doud elemente din A; +---+ A, este in A; +---+ A,,, iar din Corolarul 3.4
¢) rezultd cd produsul oricdrui element din A; + - -+ + A, cu orice scalar din K raméne
in Ay +---+ A,. Agadar, A; +--- + A, este subspatiu in V.

Cum pentru orice i € {1,...,n} gi orice a; € A;, pe a; 1l regdsim in A; +---+ A, ca

pe 0 suma cu n termeni, termenul al i-lea fiind a; si ceilalti fiind 0, deducem ca
Alu"'UAn gA1++An7

iar daca B este un subspatiu al lui V cu 4, C B,..., A, C B atunci Ay +---+ A, C B,
deoarece toate sumele a1 + -+ +a, (a1 € A1 C B,...,a, € A, C B) sunt in B.

Din definitia subspatiului generat urmeaza proprietatea din enunt. O
Corolarul 3.17. a) Dacd A si B sunt subspatii ale lui V, atunci
A+ B=(AUB).

b) Dacd X; CV (i=1,...,n), atunci (X1 U---UX,) = (X1) 4+ -+ (X,).
Intr-adevir, X; € X; U---UX,, implica (Xi) C{(XjU---UX,) (i=1,...,n) sl avem

(X1U---UX,) D(X1)+ -+ (X,).

Cum X; C (X;) C(X)+---+(Xp) (i=1,...,n),avem X1 U---UX,, CT(X1)+---+(X,),

prin urmare

(X1U--UX,) CUX) + -+ (X)) = (X)) + -+ (Xan).
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Din Corolarul 3.17 a) rezultd ca suma a doud subspatii este un subspatiu. Dacd A si
B sunt subspatii ale lui V' i AN B = {0}, subspatiul A + B se noteaza cu A ® B si se
numeste suma directa a lui A si B. Se verifica ugor ca A+ B = A ® B daca si numai

daca orice x € A+ B se scrie iIn mod unic sub forma x =a+bundea € Asi b e B.

Definitia 3.18. Fie K un corp si V, V'’ doua K-spatii vectoriale. O functie f: V — V'
se numesgte transformare liniara sau functie liniara sau aplicatie liniara daca

flxy + o) = f(1) + f(22) 81 flax) = af(x), Vo, z1,22 €V, Va € K. (3)

O transformare liniara bijectiva se numeste izomorfism de spatii liniare. O transformare
liniara a unui spatiu vectorial V' in V se numeste endomorfism al lui V. Un izomorfism

al lui V pe V se numegte automorfism al lui V.
Observatiile 3.19. a) O functie f : V — V’ este liniard dacé si numai daca
flaazy + agwe) = a1 f(x1) + aa f(z2), V1,22 € V, Yy, a0 € K. (4)
Intr-adevar din (3) rezulti
flonzy + azws) = flarzy) + fagwe) = ar f(21) + a f(22)

adica (3) = (4). Invers, ludnd in (4) @1 = as = 1 obtinem prima egalitate din (3), iar
dacd a; = a, 1 = = 51 ag = 0, z2 = 0 primim a doua egalitate din (3). Deci (4) = (3)
gi astfel s-a ardtat ca (3) < (4).

b) Dacd f : V — V' este o transformare liniara, atunci
flarzr + -+ anzy) = a1 f(x1) + -+ anf(zn), Vo1, ...,z €V, Yoy, ..., a0y € K.

c) Dacd f : V — V' este o transformare liniara, atunci f este un omomorfism intre
grupurile (V,+) si (V',+) de unde rezulta

f(0) =05 f(—2) = —f(z), Ve e V.

d) Daca V', V' ¢i V" sunt K-spatii vectorialesi f : V — V', g : V! — V" sunt transformari
liniare, atunci g o f este transformare liniara.

intr—adev:in
(go flarz1 + azw2) = g(f(arz1 + aex2)) = glan f(z1) + az f(22)) =

= a1g9(f(z1)) + az2g(f(22)) = (g o f)(x1) + az2(g o f)(2)

pentru orice x1,x2 € V si a3, a9 € K, ceea ce ne arata ca g o f este liniara.
e) Daci f : V — V' este izomorfism de spatii vectoriale, atunci f~! este izomorfism de
spatii vectoriale.

Intr-adevir trebuie ardtat

S vy + ooye) = arf 7 (1) + o f TN (y2), Vo yry2 € V', Vo, s € K. (5)
Notand f~(y;) = x4, i = 1,2 avem f(x1) = y1, f(x2) = y2, prin urmare,

a1y + agys = a1 f(z1) + as f(z2) = flaazr + aszs).
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Deci,

F 7 a4+ a2ye) = anay + onxo = a1 [ (y1) + aaf T (1),
ceea ce demonstreaza pe (5).
f) Fie V un K-spatiu vectorial, End(V,+) respectiv Endg (V') mul{imea endomorfismelor
grupului (V,+) respectiv K-spatiului vectorial V. Din Observatia 3.19 d) rezultd cd
Endg (V) este stabila in (End(V,+),0), iar (Endg(V'), o) este monoid.
g) Multimea Auty (V') a automorfismelor spatiului vectorial V' este un subgrup al grupului
(Aut(V,+),0) al automorfismelor grupului (V,+).
h) Dacd f : V — V' este transformare liniara si X C V, atunci

Intr-adevir, daci X = (), egalitatea de mai sus devine f({0}) = {0} si este, evident,
adevarata. Dacd X # 0, y € (f(X)) daca si numai daca

dn e N*, day,...,a, € K, 321,...,2, € X : y*Zazf:m = (Zaw,),
=1

ceea ce este echivalent cu y € f((X)).

Exemplele 3.20. a) Pentru orice K-spatii vectoriale V gi V' functia 6 : V. — V|
0(x) = 0 este o transformare liniard numita transformarea liniard nuld sau zero.

Intr-adevir O(arzy + agza) =0 =040 = @10 + @20 = a10(x1) + a26(x2) pentru
orice x1,x2 € V ¢ orice ag,as € K, ceea ce ne arata ca 6 este liniara.
b) Pentru orice K-spatiu vectorial V aplicatia identica 1y : V — V, 1y (x) = z este
automorfism al lui V. Acest automorfism este element neutru in (Endg(V), o).
c¢) Fie ¢ € R fixat. Functia

f:R? = R% f(x,y) = (xcosp — ysinp, zsinp + ycos p),

adica rotatia planului de unghi ¢, este o transformare liniara.
d) Fiea,be R, a<b, I =][a,b], CI,R)={f:I—R]| f continud pe I'}. Functia

b
F:C(I,R) = R, F(f):/ f(x)dx

este o transformare liniara.

Intr-adevir, pentru orice frg€C(,R) si«,8 € R avem

b
F(af+ﬂg)=/(af( )+ Bg(x m—a/ f(z d:c+ﬁ/ r)dr = oF(f) + BF(g)

Teorema 3.21. Fie V gi V/ K-spatii vectoriale. Daca f,g: V — V' ¢i a € K, atunci
definim f+g¢g:V = V' siaf:V — V'’ prin

(f +9)(@) = f(z) +g(x) (6)
(af)(@) = af(z). (7)

1) Daca f si g sunt transformari liniare, atunci f + g este o transformare liniara.

2) Daca f este transformare liniara, atunci af este transformare liniara.
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Demonstratie. 1) Pentru orice z1,22 € V ¢l aq, as € K avem:
(fH+9)(arzi4aszs) = flanzitazze)+g(anzi+asze) = oy f(zy)+as f(z2)+tai1g(z1)+azg(ze) =

= a1(f(z1) + g(z1)) + @2(f(x2) + g(z2)) = a1(f + g)(z1) + a2(f + g9)(z2),

adica f + g este transformare liniara.
2) Pentru orice x1,x2 € V i 51, f2 € K avem:

(af)(Brz1 4 Pax2) = af(frz1 + faxz) = a(Brf(x1) + B2f(22)) = (aBr) f(x1) + (aBe) f(x2) =
= (Bra) f(x1) + (B2a) f(z2) = Br(af(z1)) + B2(af(z2)) = Bi(af)(z1) + Ba(af)(x2),

adica af este o transformare liniara. O

Corolarul 3.22. a) Multimea Homg (V,V’) a transformérilor liniare ale lui V' in V’
este stabild in raport cu operatia definitd de (6) si (Homg (V, V'), +) este grup abelian.
Intr-adevér din asociativitatea si comutativitatea operatiei + in V rezulta asocia-
tivitatea gi comutativitatea operatiei definitd in (6). Functia 6 : V. — V') 0(x) = 0
este liniara si 0 este element neutru in Homg (V,V’). Pentru orice f € Homg(V,V’)
functia —f : V. — V') (=f)(x) = —f(x) este liniard si —f este simetrica lui f in
(Homg (V, V'), +).
b) Multimea Homg (V, V') este stabild in raport cu operatiile definite in (6) si (7) si
Homg (V, V') este K-spatiu vectorial in raport cu operatiile induse de acestea.
¢) Grupul abelian (Endg (V'), +) este un K-spatiu vectorial in raport cu operatia externa
definita de (7). Mai mult, compunerea o a endomorfismelor K-spatiului vectorial V este
distributiva fatd de +, prin urmare avem si o structura de inel cu unitate pe Endg (V),
i anume (Endg(V),+,o0).

Teorema 3.23. Daci f: V — V’ este o transformare liniara, atunci:
1) Ker f = {z € V| f(z) = 0} este un subspatiu al lui V' numit nucleul lui f.

2) Transformarea liniara f este injectiva daca si numai dacd Ker f = {0}.

Demonstratie. 1) Din f(0) = 0 rezultd 0 € Ker f, adica Ker f # 0. In plus, pentru orice

1,22 € Ker f §1 ay, s € K avem
flonzs + aszo) = ar f(z1) + o f(z2) =10+ a0 =0

de unde urmeaza a1 + asze € Ker f. Deci Ker f este subspatiu al lui V.

2) Intr-adevir,
f(x1) = f(x2) & f(x1 —22) =0 2y —x3 € Ker f

ceea ce ne arata ca
f(x1) = f(z2) = 71 = 22

dacd gi numai daca Ker f = {0}, adica dacd si numai daca Ker f = {0}. O
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3.2 Exercitii rezolvate

1) Poate fi organizata o multime finita ca un spatiu vectorial peste un corp infinit?

Solutie: Fie V o multime finitd si K un corp infinit. Dacd V are un singur element,
atunci exista o singura structura de K-spatiu vectorial pe V' gi anume spatiul vectorial
nul. Dacd |V| > 2, presupunind ci existd o structurd de K-spatiu vectorial pe V si
ludnd = # 0, functia ¢, : K — V, t/. () = ax este injectivd, deoarece

ar,as € K, th(ar) =t (az) = a1z = asr = (o —ag)z =0 70 a1—as =0= o = as.
Deducem ca | K| < |V, contradictie cu V finita.

2) Fie V un K-spatiu vectorial, S <y V si z,y € V. Notam (S,z) = (S U {z}). Sa se
arate ci daci z € V' \ S gl z € (S,y) atunci y € (S, z).

Solutie: Din x € (S, y) rezultd ci existd s1,...,8, € S ¢l aq,...,a,, a € K astfel incat
r =181+ +apsSy, +ay.

Presupunerea a@ = 0 ne-ar conduce la z = a381 + -+ + a,s, € S, ceea ce contrazice

ipoteza, prin urmare, o # 0 este inversabil in K. Deducem

y=—a tais; — - —a ta,s, +atr € (S, ).

3) Daca V este un K-spatiu, vectorial, V1,V <g V ¢i V. = V; & V5, spunem ca V;
(i = 1,2) este sumand direct in V. Si se arate ci proprietatea unui subspatiu de a fi

sumand direct este tranzitiva.

Solutie: Fie Vi, Vo, V3, Vy subspatii ale unui K-spatiu vectorial V' cu proprietatea ca
V=VieVysiVi=VsdVy. Rezulta ca V="V, +V, = V3 + Vy + V5. Mai mult, daca
vy € V3N (Vy + V) atunci existd vg € Vi, vg € Vo astfel incat vs = vg + v2. Deducem
cd vy = v3 —vg € V3 + V4 = Vi, prin urmare v € V3 N V5 = {0}. Obtinem vy = 0 si
vy = vy € V3NV, = {0}. Asadar, V3N (V3 + V) = {0} si astfel, V = V3 @ (V4 + V), ceea
ce Inseamna ca V3 este sumand direct in V.

4) Existd o transformare liniard de R-spatii vectoriale f : R? — R? astfel incat
Solutie: Nu, pentru ca f(—2,0,—6) # (=2)f(1,0,3) deocarece f(—2,0,—6) = (2,1) si
(_Q)f(1707 3) = (_2)(17 1) = (_27 _2)

3.3 Baze. Dimensiune

Definitiile 3.24. Fie V un K-spatiu vectorial §i z1,...,x, € V. Elementele x4, ..., x,

se numesc liniar independente daca
a1+ tapr, =0=>a; = =a, =0,

unde ag,...,a, € K. In caz contrar elementele x1,...,x, se numesc liniar depen-
dente. O submultime finita a lui V' se numeste libera daca elementele sale sunt liniar
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independente, iar in caz contrar se numegte legata. O submultime oarecare X C V se
numeste libera daci orice submultime finita a lui X este liberd, iar in caz contrar se

numeste legata.

Observatiile 3.25. a) Vectorii x1,...,x, € V sunt liniar dependenti daca si numai daca

exista scalarii aq, ...,a, € K nu toti zero astfel incat

arx1 + -+ apx, = 0.

b) Daca unul dintre vectorii x1,...,x, € V este zero, atunci ei sunt liniar dependent;i.
c¢) Daca vectorii x1,...,z, € V sunt liniar independenti, atunci ei sunt doi cate doi
diferiti.

d) Daca z € V atunci {z} este liberd daci si numai dacd z # 0.

e) Submultimea vida () C V este libera.

f) Orice submultime a unei multimi libere este libera.

g) Dacé submultimea X C V are o submultime legatd atunci X este legata. In particular,

orice submultime a lui V' care contine vectorul zero este legata.

Teorema 3.26. Vectorii z1,...,x, € V sunt liniar dependenti daca si numai daca unul

dintre ei este o combinatie liniara a celorlalti.

Demonstratie. Fie x1,...,x, € V liniar dependenti. Atunci exista scalarii aq,...,an,

din K, nu toti nuli, de exemplu «y, # 0, astfel incat
a1z + - o1 Th—1 + QR + Ak 1T o+ App =0

de unde rezulta

-1 -1 -1 -1
= —(0g on)ry — 0 = (o 1) Te—1 — (0, Q1) Tpg1 — - — (0, )T,
adica zj este o combinatie liniara a vectorilor x1,...,Tx—1, Tp41, ..., Tn-
Invers, daca un vector zj;, e combinatie liniara a vectorilor zy,..., Tx—1, Tk+1,---,Tn
atunci

T = P11+ + Pr—1@p—1 + Brt1Th1 + -+ Bny

cu f; € K, de unde rezulta
przy + -+ Br—1Tk—1 — 1 @k + Bet1Thi1 + -+ Buwn =0
ceea ce ne arata ca zj,...,z, € V sunt liniar dependenti. O

Corolarul 3.27. a) Daca X C V, atunci X este legatd daca si numai daca existd z € X
astfel incat x € (X \ {z}).
b) Dacd X C V, atunci X este liberd dacd si numai dacd pentru orice x € X avem

z & (X \ {z}).

Exemplele 3.28. a) Fie Vs, respectiv V3, R-spatiul vectorial al vectorilor din plan,
respectiv spatiu (vezi Exemplul 3.5 a)). Doi vectori din V5 sau V3 sunt liniar independenti
daca gi numai daca nu au aceeasi directie. Orice trei vectori din V5 sunt liniar dependent;.
Trei vectori din V3 sunt liniar independenti daca si numai daca nu sunt coplanari. Orice

patru vectori din V3 sunt liniar dependent;.
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b) Fie K un corp comutativ i n € N*, In K -spatiul vectorial K™ vectorii
er1 = (1,0,...,0), ea =(0,1,...,0),..., e, =(0,0,...,1)
sunt liniar independenti pentru ca
arer + -+ ape, =(0,...,0) = (a1,...,0,)=(0,...,0) = a; = =a, =0.

¢) Fie K un corp comutativ. In K-spatiul vectorial K[X] multimea {X" | n € N} este
libera.

Definitiile 3.29. Fie V un K-spatiu vectorial. O submultime X C V se numeste baza
alui V daci X este liberd i X genereaza pe V, adicd V = (X).

Teorema 3.30. Fie V un K-spatiu vectorial. O submultime X a lui V este baza a lui
V daca si numai daca orice vector din V' se exprima intr-un singur mod ca si combinatie
liniarad de elemente din X (mai exact, pentru orice v € V existd o singurd familie de

scalari (0 )zex cu un numar finit de componente nenule astfel incat v =y a,x).

Demonstratie. Conditia V = (X)) este echivalenti cu faptul ca orice vector din V este
o combinatie liniard de elemente din V, iar faptul cd X este libera este echivalent cu

unicitatea acestei reprezentari. O

Exemplele 3.31. a) Orice doi vectori din V5 (plan) care nu au aceeasi directie formeaza
o baza a lui V4. Orice trei vectori necoplanari din V3 (spatiu) formeaza o baza a lui V3.
b) Vectorii e; = (1,0,...,0), e2 = (0,1,...,0),..., e, = (0,0,...,1) formeaza o baza in
K-spatiul vectorial K™ numita baza canonica.

¢) Fie K un corp comutativ. Multimea {X" | n € N} este o bazi in K-spatiul vectorial
K[X].

Teorema 3.32. Fie V un K-spatiu vectorial i X C V. Daca X genereaza pe V si
submultimea X7 C X e libera, atunci exista o baza X5 a lui V astfel incat X; C X5 C X.

Demonstratie. (facultativa)
Fie C = {X'| X; C X' C X, X' liberd}, din X; € C rezultd C # ). Fie C’ C C un lant
nevid, in (C, Q) si

Xo=|J{(X'| X" ecC}.

Aratam ca Xy € C. Pentru orice z1,...,x, € X existd X{,..., X/ in C’ astfel incat
z; € X! (i =1,...,n), iar €' fiind lant rezultd ci existd igp € {1,...,n} astfel Incat
X; € Xj, (i =1,...,n) ceea ce implica x; € X (i = 1,...,n). Prin urmare, din
Xl-’O € C deducem ca elementele 1, ..., z, sunt liniar independente. Deci X este libera
si X7 € Xo C X, adica X € C si X este majoranta a lui C’. Din lema lui Zorn rezulta
ca exista, in C, un element maximal X5. Din X5 € C urmeaza ci X, este libera.

Pentru a arita cd X5 este o bazd a lui V mai trebuie ardtat cd V = (X3). Daci
V # (X3) urmeaza ci X nu este inclusd in (X5), adica existd « € X \ (X2) si vom deduce
cd X5 U {z} este libers ceea ce contrazice maximalitatea lui Xs.

intr—adevér, daca

n
E a;z; + ax =0,
i=1
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unde z; € Xo si o, € K (i =1,...,n) atunci a = 0 deoarece In caz contrar
n
x=— Zoﬁlai:ﬁi € (Xo)
i=1

ceea ce contrazice alegerea lui z. Intrucit X, este liberd rezultd oy = 0 (i=1,...,n).
Deci X5 U {z} este libera. O

Corolarul 3.33. a) Orice spatiu vectorial V are o baza.

Rezultd din teorems luand X; =0 i X = V.
b) Orice submultime liber& a unui spatiu vectorial V' poate fi extinsa la o bazd a lui V.
¢) O submultime Y a unui spatiu vectorial V este o baza a lui V' daca si numai daca YV
este o submultime libera maximala a lui V.
d) Din orice sistem de generatori al unui spatiu vectorial V' se poate extrage o bazi a lui
V.
e) O submultime Y a unui spatiu vectorial V' este o baza a lui V' daci gi numai dacid Y
este un sistem de generatori minimal al lui V.
f) Dacd X; este o submultime liberd a lui V i V = (Y) atunci X; poate fi completatd
cu vectori din Y pana la o baza a lui V.

Rezulta din teorema luand X = X; UY.

Teorema 3.34. (Proprietatea de universalitate a spatiilor vectoriale)
1) Dacd V este un K-spatiu vectorial si X o bazi a sa, atunci pentru orice K-spatiu
vectorial V' si orice functie f : X — V' existi o singura transformare liniara f: V — V/
pentru care f|x = f (cu alte cuvinte f : X — V' se poate prelungi in mod unic la o
transformare liniara f: V — V).
2) Transformarea liniara f este injectiva daci si numai daca f este injectiva si f(X) este
libera.
3) Transformarea liniara f este surjectivi dac si numai daca V' = (f(X)).
Demonstratie. 1) Demonstram mai intai unicitatea Iui f. Presupunem ca exista o trans-
formare liniara f : V — V' astfel incat f|x = f. Orice x € V are o reprezentare unici
de forma

T=qq1T] + -+ a,T, (1)

unde o; € K, z; € X (i=1,...,n). Deci

f@)=anf(@) + -+ anf(zn) = arf(z1) + - + anf(wn)

ceea ce demonstreaza unicitatea lui f. Unicitatea reprezentarii (1) ne permite si definim
functia f: V — V’ prin

f@) = arf(zr) + -+ anf(zn). (2)

Din (2) rezultd ca f|x = f. Daca y € V, atunci addugand eventual termeni de forma

0-zcuzelX,ysescrie
unde 3; € K (i =1,...,n). Pentru orice «, 8 € K folosind (1), (2) si (3) avem

flaz + By) = f(aar + BB1)z1 + - + (aan + BBn)xn) =
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= (o + BP1) f(x1) + -+ + (aan + BBn) f(xn) =
= afarf(z1) + -+ anf(2n) + BB1f (1) + - + Buf(20)) = af(z) + Bf(y)

ceea ce ne arati cd f este liniara.
2) Din (1) si (2) rezulta

reKerfeaf(r)+ - +anf(zy) =0

ceea ce ne arati ca Ker f = {0} (adici f este injectivi) daca si numai daci f este injectiva
gi f(X) este libera.

3) Din Observatia 3.19 h) rezulta (f(X)) = f((X)) = f(V), adica f(V) = (f(X)). Deci
f este surjectiva daca si numai daca V' = (f(X)). O

Corolarul 3.35. a) Dacii X este o bazi a spatiului vectorial V si ¢, ¢’ : V. — V' sunt
transformari liniare, atunci

olx =¢lx = p=¢,
adica o transformare liniara este determinata de restrictia sa la o baza.

b) Dacid ¢ : V. — V' este o transformare liniara si X o bazd a lui V, atunci ¢ este
izomorfism dacd gi numai daca p|x este injectiva si ¢(X) este o bazd a lui V.

In Corolarul 3.33 a) am ardtat ca orice spatiu vectorial are o baza. In cele ce urmeazi
vom considera ca spatiile vectoriale cu care lucram sunt de tip finit. Vom arata ca toate
bazele unui spatiu vectorial V' de tip finit au acelasi cardinal (adicd acelagi numar de
elemente). Acest cardinal se numegte dimensiunea lui V. Chiar dacd in acest material
nu este inclus cazul spatiilor vectoriale care au un sistem infinit de generatori, mentionam
ca gi in cazul lor toate bazele au acelagi cardinal, cardinal care este dimensiunea spatiului.
De altfel, cititorul atent va observa ca unele demonstratii ce vor urma se potrivesc si

pentru spatii vectoriale care nu sunt de dimensiune finita.

Teorema 3.36. (Teorema schimbului (Steinitz))
Fie V un K-spatiu vectorial. Daca z1, ..., z,, sunt elementele liniar independente din V'
iV =(y1,...,yn), atunci m < n si dupa o reindexare convenabila avem

V= <a:13 ey Ty Yme1y .- 7y7l>'

Demonstratie. Vom utiliza inductia dupa m. Pentru m = 0 concluzia teoremei este 0 < n
care este adevarata.

Presupunem m > 0 si teorema adevarata pentru m — 1 elemente liniar independente.
Daca elementele x1,...,z,, sunt liniar independente, atunci z1,...,Z,;,_1 sunt liniar
independente, de unde (conform ipotezei inductiei) rezultd m—1 < n si dupa o reindexare
convenabild, V = (x1,...,Tm—-1,Ym,---,Yn). NU putem avea m — 1 = n pentru cd ar
rezulta z,, € V = (x1,...,2,_1) ceea ce contrazice liniar independenta elementelor
T1y...,Tm. Decim —1 < n, adica m < n.

Din V = (z1,...,Zm—1,Ym,---,Yn) Tezultd cd existd a,...,a, € K astfel incat

Tm = Q121+ + An—1Tm—1 + CmYm + ** + AnYn.
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Din liniar independenta elementelor x1, ..., x, urmeaza ca unul din scalarii oy, ..., a,

este nenul, facand eventual o reindexare avem «,, # 0. Deci
Ym = _a:nl (041331 + - 1Tm—1 — T+ 1 Ymr1 + 0 F anyn)
de unde deducem V = (Z1,...,Zm, Ym+1,-- - Yn)- O

Corolarul 3.37. Toate bazele unui spatiu vectorial V' de tip finit (finit generat) sunt
finite si au acelagi numéar de vectori.

Intr-adevir, daci V este de tip finit, existd y1, ..., y, € V astfel incat V = Y1y Yn)-
Din teorema urmeaza ca orice n + 1 vectori din V' sunt liniar dependenti. Rezulta ca
orice baza a lui V contine cel mult n vectori, adicd este finitd. Dacd {z1,...,Zm} si
{y1,--.,yn} sunt baze ale lui V, atunci din teoremd rezultd m < n gi n < m ceea ce

implicd m = n. Deci toate bazele lui V' au acelagi numar de vectori.

Din Corolarul 3.37 rezultda cd pentru orice K-spatiu vectorial V' de tip finit toate
bazele lui V' au acelagi numéar de elemente. Acest numar se numeste dimensiunea lui

V i se noteaza cu dim V' sau dimg V. Deci dim V' este cardinalul unei baze a lui V.

Observatiile 3.38. a) Daci spatiul vectorial V' are dimensiune finitd, atunci dimV' =n
daca si numai daca exista n vectori liniar independenti si orice n + 1 vectori din V' sunt
liniar dependent;.

Aceasta afirmatie rezulta din definitia dim V' si din faptul ca bazele lui V' coincid cu
submultimile independente maximale ale lui V.

b) Daca spatiul vectorial V' are dimensiune finitd i dimV = n, atunci orice n vectori
liniar independenti din V' formeaza o baza a lui V.

c¢) Daci V este un spatiu vectorial de tip finit gi A este un subspatiu al lui V', atunci
dim A < dim V. Mai mult, A # V daca si numai dacd dim A < dim V.

Intr-adevir, dacd X este o bazd a lui A, atunci X se poate completa la o baza Y a
lui V. Din X C Y rezultd dimA = |X| < |[Y| = dimV. Avem A # V dacd si numai
dacd X #Y. Cum dimV este finita, Y este finita gi atunci X # Y este echivalenta cu
|X| < |Y], adicd dim A < dim V.

Exemplele 3.39. a) Daca K este un corp comutativ gi n € N*| atunci dim K" = n
pentru cd e; = (1,0,...,0), e2 = (0,1,...,0),..., e, = (0,0,...,1) formeazd o baza a
lui K™.

b) Daci K este un corp comutativ, atunci dim P, (K) = n+1 pentruca 1, X, X2,..., X
formeaza o baza a K-spatiului P,,(K) = {f € K[X] | grad f < n}.

c) Daca V; si V, sunt K-spatii vectoriale i X, respectiv Y este o baza a lui V1, respectiv

n

Va, atunci se verifica ugor cd {(z,0) | x € X} U{(0,y) | y € Y} este o bazd a produsului
direct V5 x Vo, de unde tinidnd seama ca | X| = |{(z,0) |z € X}, [Y| = |{(0,y) |y € Y}]
$i {(z,0) |z € X}N{(0,y) | y € Y} =0 rezulta

dim(V; x V3) = dim V; 4+ dim V5.
Teorema 3.40. Doud K-spatii vectoriale V si V' sunt izomorfe daci si numai daci

dimV =dimV’.
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Demonstratie. Presupunem c& V gi V' sunt izomorfe si f : V — V' este un izomorfism,
iar X este o bazd a lui V. Ar&tdm ca f(X) este o bazd a lui V'. Daca y1,...,y, € f(X)
atunci existd x; € X astfel incat y; = f(x;) (¢# = 1,...,n). Folosind liniaritatea lui f,

injectivitatea lui f si libertatea lui X avem:
a1y +- oy, = 0= alf(x1)+"'+anf(xn) =0= f(a1x1+"‘+anxn) = f(O) =

o1+ -+ax,=0=2a1=---=a, =0

unde aq,...,a, € K. Deci f(X) este libera. Din surjectivitatea lui f rezulta ca pentru
Vy eV existh x € V astfel incat y = f(x), iar din V = (X) urmeazi ci exista

T1,---,Tp € X 81 aq,...,a, € K astfel incat
r=aq1x1+ -+ apTy

de unde deducem
y=f(x) =aif(z1) + -+ anf(zn)

ceea ce ne aratd cad y € (f(X)). Deci V' = (f(X)). Astfel am aradtat ca f(X) este o bazi
a lui V'. Din bijectivitatea lui f rezultd ca functia f' : X — f(X), f'(z) = f(z) este
bijectiva, de unde urmeaza dimV = |X| = |f(X)| = dim V',

Acum, presupunem cd dimV = dim V’. Rezulta ci dacd X este o bazd alui V si Y
este o baza a lui V', atunci exista o bijectie g : X — Y. Din Teorema 3.34 urmeaza ci g
si g~! se pot prelungi in mod unic la transformirile liniare g: V — V' si g=1: V/ — V.

Rezulta ca pentru orice x € X gi y € Y avem

(5770 9)(x) = g~ (7)) = 5 (9(2) = 9 (9(2) = (97 0 9) &) = 1v (),

@og W) =9 W) =39(g7 W) =9l () = (gog™ Ny) = Lv(y)

ceea ce aratd cd g~log = 1y si gog—! = 1y/. Deci transformarea liniara g este bijectiva,
adica g este un izomorfism. Prin urmare V' si V'’ sunt izomorfe. O

Corolarul 3.41. Daca V este un K-spatiu vectorial de dimensiune finita gi dimV = n,

atunci V este izomorf cu K. Dacd {x1,...,2,} este o baza a lui V, atunci
. n —
f K" =V, flag,...,an) = a1z + - + apy,
este un izomorfism ce aplicd baza canonicd a lui K™ pe baza {z1,...,z,}.

Teorema 3.42. Dacd V si V'’ sunt K-spatii vectoriale si f : V — V' este o transformare
liniara, atunci

dimV = dimKer f + dim f(V). 4)

Demonstratie. Fie X o baza in Ker f si X UX’ cu XN X’ = o completare a lui X la o
bazd a lui V. Din X N X’ = () si unicitatea scrierii unui vector ca si combinatie liniard de
vectori dintr-o baza rezulta (X) N (X') = {0}. Daci =}, 25 € X' i f(z}) = f(z}) atunci

fl) =) =0= 2] -2, e (X')NKer f = (X')N(X) = {0} = 2} — 25 =0= 2| = 5.
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Deci f|x: : X' — f(X') este bijectie, ceea ce ne aratd ca | X’| = |f(X’)|. Demonstram
cd f(X’) este o bazi a lui f(V). Pentru orice y € f(V) exista x € V astfel ca y = f(z),
dar X U X' fiind o bazd a lui V, exista z1,...,2m € X, 2],,,1,..., 2, € X' astfel ca

T=01T1 + -+ Q@ + Q1T g + o+ T,
de unde tindnd seama de ayx1 + - -+ + apx, € Ker f deducem
y=f(x) = floazs+ -+ omam) + amer f(@l40) + -+ anf(a,) =

= Q1 [ (Thp1) + -+ anf(2y,) € (f(X))
ceea ce ne arata cd f(V) = (f(X')). Dacd y1,...,y € f(X') atunci existd z; € X’ astfel
incat y; = f(zf) (i=1,...,0). Pentru f1,...,0 € K cu f1y1 + -+ - + Biyr = 0 avem
f(Bixy + -+ Bx) =0= B +- -+ By € (XY NKer f = (X')N(X) = {0} =

= piry+-+ iy =0=pi=-=5=0
ceea ce aratd ci f(X') este liberd. Deci f(X') este o bazi alui f(V) si | X'| =|f(X')| de

unde rezultd cd dim f(V') = | X’| ceea ce impreund cu faptul cd X U X’ este bazi pentru
V, iar X este bazd pentru Ker f si X N X’ = () implica pe (4). O

Cu notatiile din teoremd, dimKer f se numeste defectul lui f, iar dim f(V) se

numeste rangul lui f.

Corolarul 3.43. a) Fie V un K-spatiu vectorial si A, B subspatii ale lui V. Atunci
dim A + dim B = dim(A N B) + dim(A + B). (5)

Intr-adevir, functia f: A x B — A + B, f(a,b) = a — b este o transformare liniara
surjectiva gi Ker f = {(z,z) | x € AN B}. Din (4) rezulta

dim(A x B) = dim(Ker f) + dim(A + B). (6)

Pe de altd parte g : ANB — Ker f, g(x) = (x,x) este un izomorfism de spatii vectoriale,
de unde urmeaza
dim(Ker f) = dim(A N B), (7)

iar din Exemplul 3.39 c) rezulta
dim(A x B) = dim A + dim B. (8)

Acum din (6), (7) si (8) se obtine (5).
b) Dacd V este un K-spatiu vectorial de dimensiune finitd, iar A gi B sunt subspatii ale
lui V', atunci

dim(A+ B) =dimA+dimB < A+ B =A@ B.

c) (Teorema alternativei) Dacd V, V' sunt K-spatii vectoriale de dimensiune finitd
gi dimV =dim V', iar f : V — V' este o transformare liniara, atunci sunt echivalente
urmatoarele afirmatii:

i) f este injectiva,
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ii) f este surjectiva,
iii) f este izomorfism.
Cum implicatiile iii) = 1) gi iii) = ii) sunt evidente, rimane de demonstrat i) < ii).

Din i) rezultd Ker f = {0}, prin urmare,
dimV’' =dimV = dimKer f + dim f(V) = dim f(V).

Aplicand Observatia 3.38 ¢), deducem ca f(V) = V', deci f este surjectivi.

Reciproc, din ii) rezultd cd dim f(V) = dim V’, prin urmare
dimKer f = dimV — dim f(V) = dim V' — dim f(V) = 0.

Agadar, Ker f = {0}, deci f e injectiv.

3.4 Exercitii rezolvate

1) Fien € Nsi f, : R - R, f,(z) = sin”z. Si se arate ¢ L = {f, | n € N} este o
submultime libera a R-spatiului vectorial RE.

Solutie: L este libera daca gi numai daca pentru orice nq,...,n; € N distincti, vectorii
fnis- .o, fn, sunt liniar independenti. Fie a,..., o € Rastfel ca oy fy, + - +arfn, =0

(unde cu # am notat functia identic nula). Rezulta ca
VreR, apsin™ x+---+ apsin 2z =0,
de unde deducem ca polinomul
p=a X" 4+ 0 X" € RX]

are ca ra dacind orice numar (= sinz) € [—1,1], adicd are o infinitate de radacini.

Aceasta implica p = 0, asadar a; = -+ = a, = 0.

2) Fie p € N un numar prim. Sa se arate ca operatiile uzuale de adunare gi inmultire
inzestreaza pe V = {a + by/p + CW | a,b,c € Q} cu o structura de Q-spatiu vectorial
si sa se determine o baza gi dimensiunea acestui spatiu vectorial.

Solutie: 'V este un subspatiul lui gR generat de {1, {/p, W} Aratam ca 1, ¢/p, {/1?
sunt liniar independente. Daca a,b,c € Q si a +b¥/p + CW = 0 atunci, prin Inmultire
cu ¢/p obtinem ayp + bW + ¢p = 0. Eliminand pe W intre cele doud egalitati
rezultd (ab — ¢®p) + (b — ac) ¥p = 0, care, in baza faptului cd ¥p ¢ Q, conduce la

2 4

ab—c?p = 0 = b%> —ac. Presupunand ci a # 0 avem ¢ = — ,
a
b3 b
adica p = —. Aceasta implica ¢/p = — € Q, contradictie cu ¢p ¢ Q. Deci a = 0,
aq a
ceea ce implica si b =c = 0.

. b
prin urmare ab— ol Ip=0,

3) Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune 3 gi V;, Vs doud subspatii diferite de
dimensiune 2. Sa se arate ca V3NV, are dimensiunea 1. Care este semnificatia geometrica
incazul K =R, V =R3?

Solutie: Din V; # V5 ¢ dim V; = dim V5 rezulta Vs, Q V1. Prin urmare

VNEVi+VhCV,
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ceea ce implica dim(V; + V) = 3 si

In R3 aceasta se interpreteaza geometric prin faptul ca intersectia a doua plane diferite

care trec prin origine este o dreapta care trece prin origine.

4) Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune n € N* gi V;, V5 subspatii ale lui V. Sa se

arate ca daca dimVy =n—1gi V5 Q V1 atunci
dim(ViNVe)=dimVa —1si Vi + Vo =V.

Solutie: Din Vo € V; rezultd cd Vi N Vs g Vo, prin urmare dim(V; N V3) < dim Vs, adici
dim Vo — dim(Vy N V3) > 1. Atunci

n=dimV > dim(V; + Vo) =dimV; +dim V5, —dim(ViNVa) >n—14+1=n.
Asgadar, dim(V] + V3) = n = dim V, ceea ce implicd V = V; + V5. De aici rezulta

dim(ViNV,) =dimVy +dim Vo —dim(V; + Vo) =n—1+dim Vo —n = dim Vo — 1.

3.5 Exercitii propuse

*

1) Aratati ca grupul abelian (RY ,-) este R-spatiu vectorial in raport cu operatia externa
* definitd prin

axr=12% a€cR, xRy
si c& acest spatiu vectorial este izomorf cu R-spatiul vectorial definit pe R de operatiile

uzuale de adunare gi inmultire.

2) Fie V un K-spatiu vectorial, o, 3,7 € K si z,y,2z € V astfel incat ay # 0 si
ax + By + vz = 0.

Sa se arate ca (x,y) = (y, 2).
3) In R-spatiul vectorial R® = {f | f : R — R} consideram

(R®), = {f : R = R f este impari}, (R®), = {f:R — R| f este pari}.

S& se arate ca (R¥); si (R®), sunt subspatii ale lui R¥ si ca RF = (R®); & (RF),,.
4) Fie V un R-spatiu vectorial si v1, v2,v3 € V. S& se arate ca vectorii vy, ve, v3 sunt liniar
independenti daca si numai daca vectorii ve + v3, v3 4+ v1, v1 +v2 sunt liniar independent;i.

5) Sa se arate cd in R-spatiul vectorial M>(R) matricele

10 11 11 11
E, = , By = , B3 = , By =

-2 3

formeaza o baza si sa se determine coordonatele matricei A = ( 4 5

) in aceasta

baza.
6) S& se determine a € R astfel incit vectorii vy = (a,1,1), v2 = (1,a,1), v3 = (1,1,a)

si formeze o baza a lui R3.
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7) In Q-spatiul vectorial Q3 consideram vectorii
=(-2,1,3),b=(3,-2,-1), c=(1,-1,2), d = (-5,3,4), e = (-9, 5, 10).

Sa se arate ca (a,b) = (c,d, e).
8) In R-spatiul vecorial R* se considerd subspatiile generate astfel:
a) S = (uy,ug,us), cuuy = (1,2,1,-2), us = (2,3,1,0), us = (1, 2,2, -3),

T = (v1,v2,v3), Cu v] = (1,1,1,1), =(1,0,1,-1), v3 = (1,3,0,—-3);
b) S = (u1,us), cuu; =(1,2,1,0), ug = (—1,1,1,1),
T = (v1,v2), cu vy = (2,-1,0, 1), ve = (1,-1,3,7);
c) S=(ui,us), cuu =(1,1,0,0), us = (1,0,1,1),
T = (vy,v9), cu vy = (0,0,1,1), vy = (0,1, 1,0);
d) S = (u1,ug,us), cuu =(1,2,—-1,-2), us = (3,1,1,1), ug = (-1,0,1, —1),

T = (v1,v9), cuvy = (—1,2,-7,-3), vo = (2,5, -6, —5).
Sa se determine cate o baza sgi dimensiunea subspatiilor S, T, S+ T si SNT.

4 Transformari liniare si matrici, sisteme de ecuatii

liniare (de Ioan Purdea si Cosmin Pelea)

4.1 Transformari liniare si matrici

In acest paragraf vom arata ca studiul transformarilor liniare intre doua K-spatii vecto-
riale V' gi V' de tip finit se reduce la studiul matricelor de tipul (m,n) cu elemente din
K, unde m = dimV’ si n = dim V. Mentiondm c& in aceasta sectiune, bazele nu vor
fi privite doar ca multimi ci ca multimi ordonate. Astfel, prin baza vom intelege baza
ordonata.

Fie K un corp comutativ, V gi V' K-spatii vectoriale de dimansiune finit&, n = dim V,
m=dimV’ ¢i u = (u1,...,u,) respectiv v = (v1,...,0,) 0 bazd a lui V respectiv V.
Fiecare vector y € V' are o reprezentare unicd de forma

y:51U1+"'+6mvm- (1)
Scalarii f1, ..., din (1) se numesc coordonatele lui y in baza v.
Daca f : V — V/ este o transformare liniara, atunci conform Corolarului 3.35 a) f
este determinatd de restrictia sa la u, adica de f(u1), ..., f(uy), iar fiecare vector f(u;)
(j =1,...,n) este determinat de coordonatele sale in baza v.

Deci transformarea liniara f este determinata de scalarii oy, 1 <i¢<m,1<j5<n
din relatiile
flur) = anvr + a01v2 + - + m1vm
fu2) = 1201 + av2 + -+ + A2t
(2)
flun) = a1pv1 + agpve + -+ - + QU

Not&m cu [f],,, matricea de tipul (m,n) care are coloanele formate din coordonatele
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vectorilor f(u1),..., f(u,) In baza v, adici

@11 (12 A1n

921 922 . Qon
[f]u,v =

Qam1  Qm2 oo Qmn

Matricea [f]u, se numeste matricea transformarii liniare f in perechea de baze

(u,v). Folosind matrice linie cu elementele vectori, relatiile (2) se pot scrie astfel:

(f(ul)» ) f(un)) = (Ula .. -avm)[f]u,v~

Dacd = € V gi x are coordonatele aj,...,a, in baza u, iar f(x) are coordonatele
B1, ..., Bm In baza v, adica

T =aur 4+ apuy, f(@) =611+ + Bmvm

atunci
O‘lf(ul) +oF anf(un) =fivi 4+ + B,

de unde, folosind pe (2) obtinem

Z ZQUO‘J Ui:ZﬂiUi- (3)

i=1 \j=1 i=1

Din (3) si din unicitatea coordonatelor rezulta
5z:Zaijaj (Z:]-vam) (4)
j=1

ceea ce ne arati cd coordonatele lui f(x) sunt combinatii liniare ale coordonatelor lui
cu coeficientii din liniile matricei [f], .. Relatiile (4) se exprima matriceal astfel

B1 a1 Qg ... Qip a
52 Q21 Q22 ... Qop Q2
ﬂm a1 am2 o Amn (079

Mentiondm ca matricea [f], , depinde de f, de bazele u, v si de ordonarile acestor
baze, iar rang f = rang [f]u,v

Exemplele 4.1. a) Fie P,(R) R - spatiul vectorial al polinoamelor de grad cel mult n
cu coeficientii din R. Functia

¢ : P3(R) = Py(R), @(ag+ a1 X + axX? + a3 X?) = a1 + 2a2X + 3a3X>

(adica functia care asociazd unui polinom f derivata formald f’ a sa) este o transformare
liniard. Vom scrie matricea lui ¢ in perechile de baze ordonate u = (1, X, X2 X3),
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v=(1,X, X% giu=(1,X,X2% X3), v = (X?1,X). Avem

e()=0-14+0-X+0-X>=0-X24+0-14+0-X

P(X)=1-14+0-X+0-X?*=0-X>+1-1+0-X
(XQ)—O 142-X40-X2=0-X24+0-14+2-X
(X*)=0-1+0-X+3-X*=3-X?4+0-14+0-X

¥
Y

de unde rezulta

01 00 0 0 0 3
Pluw=1]1 0 0 2 0 silplur=10 1 0 0
00 0 3 0 0 2 0

b) Fie K un corp comutativ, m,n € N* si A € M,, ,,(K) iar e baza canonici a lui K™ si
e’ baza canonica a lui K. Scriind vectorii din K™ gi K™ sub forma de matrice coloane
se verificd usor ca

fa: K" = K™, fa(x) = Az

este o transformare liniard gi [faleer = A.

Teorema 4.2. Fie K un corp comutativ, V, V', V" K-spatii vectoriale, f : V — V’,
V=V g: V' — V" transformari liniare si o € K.

1) Dacd u = (uy,...,uy,) st v = (v1,...,vy) sunt baze in V| respectiv V', atunci
[f + fluw = [fluw + [fluw §t [@fluw = [ flup- (5)
2) Dacd w = (w1, ...,w,) este o bazd a lui V", atunci
[0 fluw = [glow - [flu- (6)

Demonstratie. 1) Daca [flun = (i), [f'lu,0 = (af;) atunci

(f+f/)(u ) f(u] +f uj Zazﬂ}z +Zamvz = Z azj +a;j)vi
i=1

si

m

(af)(u;) = af (uy) = azaijvi = Z(aaij)vi

i=1 i=1
ceea ce demonstreaza egalititile (5).
2) Fie [g]y,w = (bsj). Folosind comutativitatea lui K avem

(go f)lu;) =9g(f(uj)) =g (Z akﬂk) = aiig(ox) =
k=1 k=1

Zm: Z_p: Birw; = Z (Z ﬁzk%> wi,

i=1

de unde rezulta (6). O
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Corolarul 4.3. a) Aplicatia

o:Homg(V,V') = My o(K), o(f) = [fluw

este un izomorfism de K-spatii vectoriale.
Intr-adevir din (5) urmeaza ci ¢ este o transformare liniard, iar din Teorema 3.34
rezulta ca ¢ este bijectiva. Deci ¢ este izomorfism.
b) Aplicatia
¢ Endg (V) = My (K), o(f) = [fluu

este un izomorfism de K-spatii vectoriale si de inele.
intr—adevér, din a) urmeaza ci ¢ este un izomorfism de K-spatii vectoriale, iar din
prima egalitate din (5) si din (6) rezulta ca ¢ este un izomorfism de inele.
c¢) Aplicatia
¢ Autg (V) = GLu(K), ¢'(f) = [fluw

este un izomorfism de grupuri. Matricea [f],,,,, se noteaza cu [f],, si se numesgte matricea
lui f in baza u.

Aceastd afirmatie rezultd din b) si din faptul ca un izomorfism intre doua inele cu
unitate pastreaza elementele inversabile.
d) Dacad u = (u1,...,uy,) este o bazd a lui V gi uf,...,u), € V, atunci v’ = (uf,...,u))
este 0 baza a lui V daca gi numai dacé exista o matrice inversabild S = (s;;) € M, (K)
unic determinata (numitd matricea de trecere de la baza u la baza u') astfel incat

u;:Zsljui (j=1,...,n) (7)
i=1

adica
(uyy. o yul) = (ur,. .. up) - S.

Intr-adevir, daci f : V — V este endomorfismul definit pe baza u prin fluy) = u;
(j =1,...,n), atunci din (7) rezultd S = [f],. Deci u’ este o baza daci i numai daci
f este un izomorfism ceea ce este echivalent cu S inversabild. Acum, unicitatea lui S

rezulta din bijectivitatea lui .

e) Dacii S este matricea de trecere de la baza u = (u1, ..., u,) la baza v’ = (uf,...,u}),
atunci S~! este matricea de trecere de la baza v’ la baza u.

f) Fie u = (u1,...,uy) i v’ = (u},...,ul,) baze ordonate ale K-spatiului vectorial V' si
S = (s;;) matricea de trecere de lau la u'. Dacd x € V si a1, ..., ay, respectiv of, ..., o,

sunt coordonatele lui x in baza u respectiv u’, atunci
n
r o
o = E sijag; (1 =1,...,n), (8)
j=1

Intr-adevar din (7) rezulti ci S este matricea lui 1y in perechea de baze (u',u) ceea ce

conform lui (4) implica (8).

Teorema urméatoare ne dd legea de dependentd a matricei [f],,, de perechea de baze

ordonate (u,v).
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Teorema 4.4. Fie u = (u1,...,uy) si v’ = (u),...,ul), respectiv v = (v1,...,0y,) si

/ /

v’ = (v],...,v))) baze ale K-spatiului vectorial V', respectiv VV'. Dacd S este matricea

de trecere de la u la v’ si T este matricea de trecere de la v la v’, atunci

[f]u',v’ = T_l . [f]u,v - S. (9)

Demonstratie. Asa cum am vazut (in demonstratia Corolarului 4.3 f)) S coincide cu
matricea lui 1y in perechea de baze (v, u). Intrucit T este matricea de trecere de la v
la v’ rezultd ca T~ coincide cu matricea lui 1y in (v,v’). Acum din f = 1y o foly si
din (6) deducem pe (9). O

/

Corolarul 4.5. Fie u = (uy,...,u,) si v’ = (u},...,u,) baze ale K-spatiului vectorial

V', S este matricea de trecere de la u la v’ gi f: V — V este un endomorfism. Atunci

[f]u’ =S [f]uS

4.2 Exercitii rezolvate

1) Fiev = ((1,2),(—2,1)) si v’ = ((1,-1,0),(-1,0,1),(1,1,1)). S& se arate ca v, respec-
tiv v’ este baza in R2, respectiv R? si si se scrie matricea tranformarii liniare f : R — R3,

f(z,y) = (x +y,22 — y,3x + 2y) in perechea de baze (v,v’).
Solutie: Cum rangul matricei formate cu vectorii din v este 2, iar rangul matricei formate
cu vectorii din v’ este 3, rezultd c& v este baza in R? si v/ este baza in R3. Coloanele
matricei [fly = (a;j) € M3 2(R) rezulta din egalitétile
(3,0,7) = f(1,2) = a11(1,-1,0) + a21(—1,0,1) + as1(1,1,1),
(=1,-5,—4) = f(=2,1) = a12(1,-1,0) + as2(—1,0,1) + az2(1,1,1).

Cele doua egalitati conduc la sistemele

a1 — a1 +agr =3 a1z —agz +agz = —1
—ai1 +az =0 i —a12 +az = -5
ag1 +az =7 age + azy = —4

. . 10 11 10 . /5 2 10
care au, respectiv, solutiile —, = -

) . prin urmare,

37373 3737 3
(U
3 3
11 2
[f]v,v’ - ? *g
10 10
3 3
Alta solutie: Matricea de trecere de la baza canonica ¢’ a lui R® la baza v’ a lui R?
1 -1 1
este T = —1 0 1 |, iar matricea lui f in perechea de baze v, e’ este
0 1 1
3 -1
[f]'u,e’ = 0 =5 P
7T —4



(colanele sale fiind coordonatele lui f(1,2) si f(—2,1) in baza €’) prin urmare,

U
3 3

11 2

v — T71 v,el — - — =
Do =T W = | o 2

10 10

3 3

2) Fie f: R® — R* aplicatia liniara definitd pe baza canonica astfel:

f(el) = (1727374)a f(€2) = (47372a 1)7 f(€3) = (_27 1,4, 1)'

Sa se determine:

i) f(v) pentru orice v € R3;

ii) matricea lui f in bazele canonice;

iii) cate o baza in Im f gi Ker f.

Solutie: 1) f(x1,x2,x3) = x1f(e1) + x2f(e2) + x3f(e3).

ii) Matricea lui f in bazele canonice este matricea care are ca si coloane pe f(e1), f(e2)
si f(es), respectiv, adica

1 4 -2

2 3 1

3 2 4

4 1 1

i) o f = f((e1, €2, e3)) = (F(e1), f(e2), f(es)), deci
1 4 -2
. B 23 1 |
dim(Imf) = rang 3 9 4 =3,

4 1 1

prin urmare f(ey), f(e2) si f(es) formeaza o baza in Im f. Atunci
dim(Kerf) = dimR?® — dim(Imf) =3 -3 =0,
deci Ker f = {(0,0,0)} si 0 este baza in Ker f.

3) Fie V, V' R-spatii vectoriale, v = (v1, v2,v3) 0 baz& in V, v/ = (v], v}, v}) o baza in V'

gi f:V — V' transformarea liniara cu

0 -1 5
flow=1]1 0 0
0 1 -5

Sa se determine:

i) dimensiunea gi cite o bazd pentru Im f si Ker f;

ii) [f]v,er In cazul in care V' = R3, v] = (1,0,0), v5 = (0,1,1), v§ = (0,0,1) si € este
baza canonici a lui R3;

ili) f(x) pentru = 2v; — v2 4 3vs, in conditiile de la ii).

48



Solutie: 1) Reamintim cid coloanele matricii [f],,, reprezintd coordonatele vectorilor
f(v1), f(va), respectiv f(vs) In baza v’, adica
flvr) = vy, f(v2) = —v} +vg si f(vs) = 5v] — 5u;.

Atunci dim(Im f) =rang|[f],.,» = 2, iar un minor nenul de ordinul 2 al matricii [f]y,./
poate fi decupat din primele 2 coloane (si primele 2 linii), prin urmare, f(vy) si f(v2)
formeaza o baza in Im f. Deducem ca

dim(Kerf) = dimV — dim(Imf) =3 -2 =1,
iar cum coloanele 2 si 3 ale matricii [f],,,+ sunt proportionale, avem
f(vg) = =5f(v2) & f(us — bve) =0 < v — Bvy € Ker f.

Prin urmare, vs — 5vy formeaza o baza in Kerf.
ii) Matricea de trecere de la baza canonica €’ la baza v’ este matricea T care are ca si

coloane vectorii v, v, vj, iar

[ﬂvyv’ =7 [f]v,E’ <~ [ﬂv,e’ =T [f]v,v’~

iii) Cum coloanele matricii [f],, s reprezintd coordonatele vectorilor f(v1), f(v2), respec-

tiv f(v3) in baza canonici €/, ele vor fi chiar vectorii f(vy1), f(v2), f(v3) din R3, iar

f(x) = f(2v1 —va + 3v3) = 2f(v1) — f(v2) + 3f(v3).

Lasam calculele in seama cititorului.

4) Fie f € Endg(Q*) pentru care matricea in baza canonici este

1 2 1 2

-1 -3 0 4

Sa se determine cate o baza in Ker f gi Im f.

Solutie: Fie e = (e1,ea,e3,64) baza canonicd a lui gQ?. Matricea datd este [f], iar
coloanele sale sunt vectorii f(e1), f(ez2), f(es), respectiv f(es). Pentru determinarea unei
baze si a dimensiunii lui Im f se calculeazd rangul matricei [f]., urmarind din ce coloane
a fost ,,decupat” un minor nenul de ordin egal cu rang[f].. Obtinem dim(Im f) = 3,
in consecintd, dim(Ker f) = 1. Pentru determinarea unei baze in Ker f fie proceddm ca
la punctul i) al problemei anterioare, observand ci 7(¢; — ¢3) = ¢3 — ¢4 (unde cu ¢; am
notat coloana 4 a matricei date care este chiar f(e;)), fie se procedeaza astfel:

T 0 1+ 229+ a3+ 224 =0
0 3 2 3a: 204 =0
($1,$2,$3,$4) € Kerf <~ [f]e w2 = o * 2 - s * w
X3 0 —r1 — 312 + 4x4 =0
T4 0 +4x9 —x3 — 314 =0

Multimea solutiilor acestui sistem de ecuatii liniare este
{(Ta, —a, =T, ) € Q* | a € Q) = {a(7,—1,-7,1) | a € Q} = ((7,-1,-7,1)),

prin urmare vectorul (7,—1,—7,1) este un generator liber, adicd o baza, in Ker f.
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4.3 Sisteme de ecuatii liniare

Pentru o buna intelegere a acestei sectiuni, recomandam cititorilor sa isi reaminteasca
definitiile gi proprietatile determinantilor, precum si ale rangului unei matrice. Pentru
a veni 1n sprijinul lor in acest sens, vom prezenta cateva astfel de proprietati care vor
aparea 1n discutiile noastre ulterioare.

Fie K un corp comutativ, A = (a;;) € M,(K), n > 2, d = det A, d;; minorul lui a;;
sy = (—1)itd d;; complementul algebric al elementului a;;. Au loc urmatoarele:
1) Determinantul matricei A este egal cu determinantul matricei transpuse *A.
2) Daca matricea B se obtine din A prin inmultirea fieciarui element dintr-o linie (coloand)
a lui A cu un scalar o atunci det(B) = adet(A).
3) Dacé A are doua linii (coloane) egale, atunci det(A) = 0.
4) Dacd matricea B se obtine din A prin permutarea a doud linii (coloane) ale lui A
atunci det(B) = — det(A).
5) Daca o linie (coloand) a matricei A este formata numai din zerouri atunci det(A) = 0.
6) Dacd matricea B se obtine din A prin adunarea la linia (coloana) i a liniei (coloanei)
j, cu i # 7, inmultitd cu un scalar, atunci det B = det A.
7) Dacd o linie (coloand) a lui A este o combinatie liniard a celorlalte linii (coloane),
atunci det A = 0.
8) Dacd A, B € M,,(K) atunci det(AB) = det(A) - det(B).

9) (dezvoltarea determinantului det(A) dupa linia 7)
det(A) = ajnoq + apaue + - 4 aimin, Vi€ {1,...,n}.
10) (dezvoltarea determinantului det(A) dupa coloana j)
det A = ajjaj + agjogj + -+ + anjanj, Vi€ {1,...,n}.
11) Dacd i,k € {1,...,n}, i # k, atunci
a1 + Qg0 + - + ainQin = 0.
12) Daca j,k € {1,...,n}, j # k atunci
aijan + agjang + -+ anjapg = 0.
Din cele de mai sus rezulta imediat urmatoarea:

Teorema 4.6. O matrice A = (a;;) € M,(K) este inversabila daca si numai daca
d = det(A) # 0. In acest caz
At =d7t An

Demonstratie. Daca A este inversabild, adica exista A= € M, (K) astfel incat
At A=T,=A-A7"1

de unde, conform 8), rezultd
det(A™1) - det(A) =1

ceea ce implica d # 0.
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Invers, presupunem ca d # 0. Din 9), 10), 11) si 12) urmeaza
A*-A=d-I,=A A"
de unde deducem c# daca d # 0, atunci A este inversabild i A=! =d~! - A*. O

De asemenea, proprietatile de mai sus permit stabilirea urmatoarei legaturi intre

rangul unei matrici gi dimensiunea subspatiului generat de liniile (coloanele) sale.

Teorema 4.7. Daci A € M,, ,(K) si l{},...,14 € K" respectiv ¢f,..., ¢}t € K™ sunt
liniile respectiv coloanele lui A, atunci

rang A = dim (18, ... 12) = dim(c?, ..., ).
unde (I8}, . .. 124) respectiv (cf, ..., c2) este subspatiul lui K™, respectiv K™ generat de
I, ... 14 respectiv cf, ... cA.

Demonstratie. Fie r = rang A. Rezultd cd A are un minor de ordinul 7 nenul, pentru a

nu complica notatiile, presupunem ca

aip a1z ... ar
a1 Q22 ... agy

d=1| . . .| #0
ar1 QAr2 ... Qpp

si orice minor de ordinul r + 1 este zero. Prin urmare determinantul

ailr a2 ... Qi Qij
any a9 e a9, agj
Qr1  Ap2 e Qry  Qpj
a1 a;2 N Qjp aij

de ordinul r + 1, obtinut prin adaugarea la d a liniei ¢ §i a coloanei j, cu 1 <1¢ < m gi
r < j <, este zero, adicd D;; = 0. Daca r <i < m sir < j <n, atunci spunem ca D;;
se obtine din d prin bordarea lui d cu linia i i coloana j. Dezvoltand determinantul

D;; dupa linia r 4 1 primim

andy + ajedz + -+ + airdy + aijd =0

unde complementii algebrici dy,ds, ..., d, nu depind de linia adaugata. Rezulta
= —d Ydva —d Ydoaio — - — d Yd.a
QA 1441 2052 rQiy
pentru:=1,2,...,msgi j=7r+1,...,n ceea ce ne arata ca
03-4 :ozlcf+ozgc‘24+--~+ozrcf pentruj =r+1,...,n,

unde o, = —d~'dy, 1 < k < r, adica 034 este combinatie liniars de c{', ¢4\, ..., c2. Astfel
am aritat ca dim{cf,...,c}) <7 Dacd am avea dim(c{,...,c2) < r ar rezulta ci una
dintre coloanele c‘f‘, el c;“ ar fi o combinatie liniara a celorlalte, ceea ce ar implica d = 0
ceea ce este fals. Astfel am aratat ca dim{cf, ..., cf!) = r. De aici si din rang A = rang *A
rezultd dim(l{}, ..., 12) = r. O
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Corolarul 4.8. a) Rangul lui A coincide cu numérul maxim de linii (coloane) liniar
independente ale lui A.

b) Daca un determinant d de ordinul r este nenul, iar un determinant D obtinut din d
prin addugarea unei linii gi unei coloane este nul atunci coloana (linia) addugata este o

combinatie liniard a celorlalte coloane (linii) din D.
Fie K un corp comutativ. Un sistem de ecuatii de forma

a1121 + a12%2 + -+ A1 Ty = by
a21%1 + a22%2 + -+ + A2 Ty = by

(1)

Am1T1 + Q2T + - + QmnTp = b,

unde a;;5 € K, i =1,...,m, j =1,...,n,b; € K, j =1,...,n4¢ z1,...,7, sunt
necunoscute se numeste sistem de ecuatii liniare cu m ecuatii cu n necunoscute.
Matricea
aip a2 ... Qip
a1 as2 . a2n
A =
ami1 QAQm2 ... Amn

de tipul (m,n), formatd din coeficientii necunoscutelor, se numesgte matricea sistemu-

lui, iar matricea

ail ai12 . A1n bl
— ao1 a9 . (0579 b2
A =

Am1  Gm2  --- Qmp  bm

de tipul (m,n + 1) obtinuta din A prin addugarea coloanei

formata din termenii liberi se numegte matricea extinsa a sistemului. Rangul matricei
A se numeste rangul sistemului. Daca toti termenii liberi sunt zero, adicd by = by =

-+« = by, =0, atunci sistemul (1) se numeste sistem liniar si omogen. Notand
T
T2
X =
Tn
sistemul (1) se scrie sub form& de ecuatie matriceald, astfel:

AX =B (2)

Sistemul de ecuatii AX = O,, 1 se numeste sistemul omogen asociat sistemului (2).
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Un sistem ordonat (aq,...,a,) € K™ se numeste solutie a sistemului (1) dacid
inlocuind in (1) pe x; cu o; pentru i = 1,...,n ecuatiile sistemului sunt verificate, adica
au loc in K egalitatile:

n
Zaijaj =b;, Vjie{l,...,m}.
j=1

Un sistem de ecuatii care are cel putin o solutie se numeste compatibil. Un sistem
de ecuatii care are o singura solutie respectiv mai multe solutii se numeste compatibil
determinat respectiv compatibil nedeterminat. Un sistem de ecuatii care nu are
solutii se numeste incompatibil.

Daca sistemul (1) este omogen, atunci (0,0, ...,0) € K™ e solutie a sistemului, numit&
solutia nula sau solutia banala. Deci orice sistem liniar si omogen este compatibil.

In cazul m = n si det(A) # 0 vom vedea ci sistemul (1) este compatibil determinat,

adica are solutie unica si vom prezenta formule pentru determinarea acestora.

Teorema 4.9. (Regula lui Cramer). Fie sistemul de n ecuatii cu n necunoscute

011%1 + G12%2 + - - + A1 Ty = by
a21%1 + A22%2 + -+ + A2n Ty, = bo

(5)

Ap1T1 + Ap2®2 + -+ ATy = bn

cu A = (a;5) € Mp(K) §i by,...,b, € K, d = det(A) gi d; determinantul obtinut din d
prin inlocuirea coloanei j cu coloana formata din by,...,b,. Daca d # 0 atunci sistemul
(S) are o solutie unica, data de formulele:

1 =d; ~dt
To = do .d1
T =dp - d L

numite formulele lui Cramer.

Demonstratie. Sistemul (S) este echivalent cu ecuatia matriceala

X1 b1

T2 bg
Al T =

LTn by

de unde, intrucat d # 0, folosind Teorema 4.6 si (10) avem

x1 b1 b1 dq
T2 _ 4 b.g A b.g g do
Zn bn, b'n dy,
de unde se deduc formulele din enunt. O
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Teorema urmatoare rezolva problema compatibilitatii sau incompatibilitatii unui sis-

tem de ecuatii liniare.

Teorema 4.10. (Kronecker-Cappelli) Sistemul (1) este compatibil daca si numai daca

rangul matricei sistemului este egal cu rangul matricei extinse, adica rang A = rang A.

Demonstratie. Notand cu cfl, ..., ¢ coloanele matricei A si cu ¢} 1 ultima coloana a lui
A, adicd ¢}, = B, atunci A = (cf',...,ca) st A= (c{,..., ¢, cir,) iar sistemul (1) se
poate scrie sub formé vectoriala astfel:

A A A
ricy + 4+ ITnCp = Cnia (3)

ceea ce ne arata ca sistemul (1) este compatibil daca si numai daca vectorul ¢ 1 este o

combinatie liniara a vectorilor 0’147 - ,cﬁ. Egalitatea de vectori (3) este echivalentd cu
egalitatea
A Ay _ A A A
<Cl" vcn>_<cla'~'vcn7cn+1>

de subspatii generate, care la randul ei este echivalenta cu

dim(cf, ..., ¢y = dim(cf,. .., ¢, c§+1>.
De aici, folosind Teorema 4.7, rezulta ci sistemul (1) este compatibil dacs gi numai dacé
rang A = rang A. O

Daca rang A = r atunci exista in A un minor de ordinul r nenul si toti minorii din A de
ordin mai mare decat r sunt nuli. Un minor al lui A de ordinul  nenul se numeste minor
principal. Dacd d, este un minor principal, atunci minorii de ordinul r + 1 obtinuti prin
bordarea lui d,, cu coloana termenilor liberi si cu cate o linie care nu intervine in d,, se
numesc minori caracteristici. Numarul minorilor caracteristici este m — r.

Avand in vedere modul cum se obtine A din A si stiind cd rangul unei matrici este
r daca si numai daca are un minor de ordinul r nenul si toti minorii de ordinul r + 1
care bordeazs acest minor sunt zero, rezultd ci rang A = rang A daci si numai daci
toti minorii caracteristici sunt nuli. Prin urmare, Teorema lui Kronecker-Cappelli este

echivalenta cu:

Teorema 4.11. (Rouché) Sistemul (1) este compatibil daca gi numai daca toti minorii

caracteristici corespunzatori unui minor principal sunt nuli.

Teorema 4.12. 1) Multimea solutiilor unui sistem liniar si omogen de m ecuatii cu n
necunoscute formeaza un subspatiu al lui K™ de dimensiune n — r, unde r este rangul
matricei sistemului.

2) Dacd Sy este mul{imea solutiilor sistemului liniar gi omogen asociat lui (1) si Sp este

multimea solutiilor sistemului (1), atunci
Sp =5+ 95 (4)

unde s este o solutie a sistemului (1).
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Demonstratie. 1) Dacd A € M, ,(K), atunci
fA K™ — Km, fA(X) =AX

este o transformare liniara si multimea Sy a solutiilor sistemului omogen AX = O, 1
coincide cu Ker f4. Deci Sy este subspatiu a lui K™. Din Teorema 3.42 rezulta

dim K" = dimKer f4 + dim f4(K")

de unde urmeaza n = dim Sy + r, adica dimSo =n — r.
2) Scriind sistemul (1) sub forma (2), avem

ceea ce ne aratd ca orice vector din s+.5y este solutie a sistemului (1), adicd s+ Sy C Sp.

Pentru orice s’ € S avem

by b1 0

by by 0
=) =1 =| |- =

bm b, 0

de unde rezultd s’ — s € Sy, adica s’ € s+ Sy. Astfel am aritat cd Sg C s+ Sy. Din cele
doud incluziuni stabilite rezulta egalitatea (4). O

Corolarul 4.13. a) Un sistem liniar gi omogen are numai solutia nuld daci si numai
daca numarul necunoscutelor este egal cu rangul sistemului.

b) Un sistem liniar si omogen de n ecuatii cu n necunoscute are numai solutia nula daca
si numai daca determinantul matricei sistemului este diferit de zero.

¢) Daca sistemul (1) este compatibil, atunci acesta are solutie unicd dacéd gi numai dacd

rang A = n, adica rangul sistemului coincide cu numarul necunoscutelor.

In continuare vom prezenta doua abordari a problemei rezolvarii unui sistem liniar
de forma (1).

1. Cu ajutorul teoremei Rouché studiem compatibilitatea sau incompatibilitatea
sistemului (1). Daca existd un minor caracteristic nenul, atunci sistemul este incompa-
tibil si procedeul se incheie. Daca toti minorii caracteristici sunt nuli, atunci sistemul
este compatibil. Daca d;, este un minor principal si ordinul lui d,, este r atunci cele r
ecuatii care ne dau liniile lui d,, se numesc ecuatii principale, iar necunoscutele ale
caror coeficienti intervin in d, se numesc necunoscute principale. Celelalte m — r
ecuatii si n — 7 necunoscute se numesc secundare. Din rang A = rang A = r, rezulta,
conform Corolarului 4.8 b), ci ecuatiile secundare sunt combinatii liniare a ecuatiilor
principale. Prin urmare sistemul (1) are aceleasi solutii ca si sistemul format numai din

ecuatiile principale, adica cele doua sisteme sunt echivalente. Pentru simplificarea scrierii
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presupunem ca primele r ecuatii si » necunoscute sunt principale. Deci sistemul

(1) este echivalent cu sistemul

(1121 + X122 + - - + A1pTp = by
2171 + ToaT2 + - -+ + Gon Ty = by

()

Ar121 + Tr2Z2 + - + Qrp Ty = br

Dacé n = r, adica toate necunoscutele sunt principale, atunci sistemul (4) are numarul
ecuatiilor egal cu numarul necunoscutelor si determinantul d, # 0. In acest caz sistemul
are o solutie unica, care se poate determina cu formulele lui Cramer.

Daca n > r, necunoscutele secundare z,1,...,x, iau valori arbitrare a,1,...,a,
in K, iar necunoscutele principale se obtin, in functie de acestea, rezolvand sistemul de

r ecuatii cu r necunoscute

1121 + a12x2 + -+ a1, Tp = b1 — Q1 pp1Qpp1 — - — QIp Oy,
2121 + A22%2 + -+ -+ A2rTp = by — A2 p 41041 — - — A2p Oy,
ar1x1 + AraX2 + -+ ArrTy = br - ar,r+1ar+1 — T ArpQp

cu determinantul d,, # 0.

2. Metoda lui Gauss este o metoda de stabilire a compatibilitatii sau incompatibilitatii
si de rezolvare in caz de compatibilitate a unui sistem de ecuatii liniare care se bazeaza
pe observatia cd aplicand transforméari elementare ecuatiilor din sistemul (1) se obtin
sisteme echivalente cu (1).

Vom numi transformaéri elementare asupra liniilor (coloanelor) unei matrici A
urmatoarele:

I) permutarea a doud linii (coloane) ale lui A;
IT) inmultirea unei linii (coloane) ale lui A cu un scalar nenul;
III) inmultirea unei linii (coloane) ale lui A cu un scalar si adunarea la alta.

Metoda consta in efectuarea de tranformari elementare succesive asupra liniilor ma-
tricei extinse A a sistemului (1) de ecuatii liniare cu scopul de a aduce aceasta matrice la
o forma trapezoidala B, adicd o forma in care numarul de zerouri de la inceputul liniei
k e este k — 1 sau toate elementele dintr-o linie sunt 0 exceptand, eventual, pe cel din
ultima coloana. Acest fapt corespunde eliminarii partiale a unor necunoscute din sistem
prin efectuarea de transformari asupra ecuatiilor din sistem cu scopul de a obtine un
sistem echivalent mai ugor de rezolvat (in mod aseman&tor cu binecunoscuta metoda a
reducerii de la sistemele de 2 ecuatii cu 2 necunoscute). Fiecdrei matrici obtinute prin
astfel de tranformaéri 1i corespunde un sistem echivalent cu sistemul dat.

Aplicand transformari elementare exclusiv asupra liniilor matricei extinse A, aducem
sistemul (1) la un sistem echivalent cu (1) care are matricea extinsa de forma numita
esalon cu k£ < m linii nenule caracterizata de proprietatile:

i) Daca k < m, atunci liniile k£ + 1,...,m sunt nule.

ii) Daca mg (%) reprezintd numarul elementelor nule de la inceputul liniei 4, atunci

0 <np(l) <no(2) <--- <ngk).

56



Aga cum se va observa in Exercitiul rezolvat 2), sunt cazuri in care putem lucra foarte
bine cu forma egalon. Daca, insa, dorim sa ajungem la forma trapezoidala B, este necesar
uneori sa permutam cate 2 coloane ale matricii obtinute din matricea sistemului, ceea
ce corespunde permutarii a cate doi termeni in fiecare din ecuatiile sistemului echivalent
corespunzator.

Daca pe parcursul acestui procedeu, apare intr-o linie a unei matrici 0 in toate pozitiile
corespunzatoare matricii sistemului gi un element nenul a in ultima pozitie, adica in
coloana corespunzatoare termenilor liberi atunci sistemul dat este incompatibil, ecuatia
corespunzatoare din sistemul echivalent corespunzator fiind 0 = a.

Elementele nenule de pe diagonala lui B furnizeaza necunoscutele principale, iar sis-
temul obtinut prin parametrizarea necunoscutelor secundare se rezolva incepand cu ul-

tima ecuatie.

4.4 Exercitii rezolvate

1) Si se rezolve in R3 sistemul de ecuatii

1171+1‘2+21'3 = 71
2(E1 —(E2+2{E3 =—4
4x1 + o + 43 = —2.

Solutie: Metoda I (cu metoda lui Gauss) Matricea extinsa a sistemului este

1 1 2|-1
A= 2 -1 2| -4
4 1 4]-2

Scazand din linia 2 linia 1 Inmultita cu 2, ceea ce vom nota cu lo — 2[, iar din linia 3

linia 1 inmultita cu 4 obtinem matricea
1 1 2 | -1

A= 0 -3 —2|-2
0 -3 —4]| 2

Continuand cu transformarea I3 — [3 ajungem la matricea esalon:

1 1 2 | -1
A= 0 -3 —2| -2
0 0 -2/ 4

Deci sistemul dat este echivalent cu sistemul

xr1 +Io +2x3 = -1
—3.132 —2$3 = -2
72I3 = 4
Rezulta ca sistemul dat are solutie unica, din ultima ecuatie obtinem x3 = —2, din a

doua xe = 2, iar din prima x; = 1. Deci sistemul are solutia (1,2, —2).
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Daca in As continudm cu transformaérile

1 1 0 3 1 0 0 1
A2 0 =3 0 -6
1413

spunem ca am aplicat metoda lui Gauss-Jordan care reduce sistemul la forma:

Ir1 = 1
—3.’)32 =—6
—23}3 =4

de unde se deduce imediat solutia.
Metoda II (cu Teorema lui Rouché)

Determinantul matricei sistemului este

=6.

)
|
—
=N N

Deci sistemul dat este ca cel din Teorema 4.9. Prin urmare, este compatibil determinat

si solutia sa este data de formulele lui Cramer. Lasam calculele in seama cititorului.

2) S& se rezolve in R* sistemul de ecuatii

3x1 +4x2 + 23+ 224 =3
6x1 +8x2 +2x3+bxy =7
921 + 1225 + 33 + 1024 = 13

Solutie: Metoda I (cu metoda lui Gauss)
Scriem matricea extinsa a sistemului si efectuam transformaérile elementare indicate

3 4 1 213 34 1 2|3
A=|6 8 2 5|7 E’NZ 000 1|1
9 12 3 10[13/) 7" \o 0 0 4|4

3 4 1 2

B2l 0 0 0 11

000 00

ceea ce ne arata ca sistemul este echivalent cu

3r1 +4xs +x3 +2x4 =3
Ty = 1

si 1, x4 sunt necunoscute principale. Rezulta ca sistemul dat are solutiile:

(:1))(1 4aﬂ),o¢,ﬁ,1) cua,feR.

Metoda II (cu Teorema lui Rouché) Avem
3 1 2 4 1 2
1 2 :
‘ 9 & ‘: lgi|6 2 5 |=|8 2 5 |=0
9 3 10 12 3 10
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(avand primele 2 coloane proportionale). Prin urmare, este un minor principal.

1 2 3
Exista un singur minor caracteristic | 2 5 7 | care este 0 deoarece coloana 3 este
3 10 13

suma coloanelor 1 si 2. Asgadar, sistemul dat este compatibil nedeterminat, echivalent cu

sistemul

r3+ 224 = 3 — 321 — 4o
2x3 + 51y =7 — 621 — 822

in care necunoscutele secundare 1, x2 sunt considerate parametri reali. Rezolvarea aces-
tui sistem de 2 ecuatii cu 2 necunoscute este un exercitiu simplu, pe care il lasam citi-
torului.

3) Si se rezolve, in R3, sistemul de ecuatii

T, + o — 3x3 = —1
201 +x9 — 223 =1
1 +x9+2x3=3

1+ 229 — 33 =1

Solutie: Metoda I (cu metoda lui Gauss)

11 —3|-1 1 1 —3|-1
a2z 2| o toas |
11 113 0 0 4|4
1 2 -3 01 0] 2
1 1 -3|-1 1 1 —3|-1
0 -1 4|3 0 -1 4|3
"o o 4al4a |70 0o 44
0 0 4|5 0 0 01

Ultima linie ne conduce la 0 - x4 = 1, ceea ce este fals. Rezultd ca sistemul dat este
incompatibil.
Metoda II (cu Teorema lui Rouché)

11 -3 -1
11 -3 5 1 _o
Avem | 2 1 -2 | = —4 # 0, iar minorul caracteristic 111 = —4 fiind
11 1
1 2 -3

nenul, sistemul este incompatibil.

4) Sa se discute dupa parametrul real o compatibilitatea sistemului de mai jos, apoi sa

se rezolve in R*:
207 — X0+ 3x3+ 44 = 5

4x1 —2x9 +brg+ b6y = 7
6x1 —3x0 +Tx3+ 8xs= 9
ary —4xe + 9zx3 + 1024 = 11

59



Solutie: Metoda I (cu metoda lui Gauss)
Pornind de la matricea extinsa a sistemului obtinem succesiv matricele:

2 -1 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
4 -2 5 7 2 4 5 6 7T o 0 -1 -2 -3
6 378 9| | 3678 9| | o o -2 -1 -6
a -4 9 10 11 4 o 9 10 11 0 a-8 -3 —6 -9
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
0 -2 -1 0 -3 0 -2 -1 0 -3
"o =4 2 o || 0o o o o o
0 —6 -3 a—8 -9 0 0 0 a-8 0
1 2 3 4 5 1 2 4 3 5
0 -2 -1 0 -3 0O -2 0 -1 -3
"l o 0o 0 a-8 0o || 0o 0 a=8 0 0
O 0 0 0 0 O 0 0 0 0

Rezulta ca sistemul dat este compatibil nedeterminat.
1) Daca a # 8, tindnd seama de permutarile de coloane efectuate anterior obtinem

sistemul de mai jos (care este echivalent cu sistemul dat):

—xo + 2x4 + 41 +3x3 = 5
—2I4 — X3 = —3
(v — 8)xy =0

Multimea solutiilor sale este

3
S:{<O7—2+2x3,x3,2—?) xgeR}.

2) Dacé o = 8, sistemul dat este echivalent cu sistemul

)

—Xo +2x4 +4x1 +3x3= 5
—2334 — X3 = -3

pentru care multimea solutiilor este

3
S = {(1‘17—2+4x1+2l‘3,$3,2—?) |$1,$3€R}.

Metoda II (cu Teorema lui Rouché)

-1 3
Avem =1,
-2 5
2 -1 3 -1 3 4 -1 3 4 2 -1 3
4 -2 5|=|-2 5 6|=|-2 5 6 |=0s1|4 -2 5 |=a-8
6 -3 7 -3 7 8 -4 9 10 a —4 9
< -1 . - . o
1) Daca o = 8, atunci 5 este minor principal. Minorii caracteristici core-
spunzatori sunt
-1 3 5 -1 3 5
-2 5 7|=|-2 5 7 |=0,
-3 7 9 -4 9 11
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sistemul compatibil nedeterminat si rezolvarea sa revine la rezolvarea unui sistem de 2
ecuatii cu 2 necunoscute.

2 -1 3
2) Dacd a # 8, atunci | 4 —2 5 | este minor principal. Singurul minor caracteristic
a —4 9

corespunzator este nul, sistemul este compatibil, echivalent cu

2$17 I2+3$3: 5741’4
41’1 — 21’2 + 5(E3 = 7— 6.’E4 5
ax1 —4xs + 923 = 11 — 1024

sistem care se rezolva cu regula lui Cramer.

Sa observam ca cele doua situatii de compatibilitate nedeterminata sunt diferite,

intr-un caz avand 2 necunoscute principale, in celalalt 3.

5) S& se discute dupéa parametrul real o compatibilitatea sistemului de mai jos, apoi s&
se rezolve in R3:

axri1+ 20+ xz3=1

T, +axs+ r3=1

T1+ 9o+ ars=1

Solutie: Metoda I (cu metoda lui Gauss) Obtinem succesiv matricele echivalente:

a 1 1 1 1 1 o 1 1 1 o 1
1 o 1 1 ~ 1 o 1 1 ~1 0 a-1 11—« 0
1 a1 a 1 1 1 0 1-a (1I-a)(l4+a) 1-a
1 1 o 1
~1 0 a-1 1-«a 0 =B
0 0 1-a)2+a) 1-a
1) Dacd a = —2 atunci
11 =21
B=]10 -3 3 0|,
0o 0 0 3

prin urmare sistemul este incompatibil.
2) Dacd « # 2 atunci sistemul este compatibil.
2.1) Dacd o = 1 atunci
11 11
B=]100 0 0 |,
0 00 O
sistemul este compatibil nedeterminat si este echivalent cu ecuatia x; + o + x3 = 1, iar
multimea solutiilor sale este S = {(1 — z3 — 3,22, 23) | x2, 23 € R}.
2.2) Dacd a € R\ {—2,1} atunci sistemul este compatibil determinat, echivalent cu
sistemul
Ty + T2 + arz =1
(a—Dze+ (1 -—a)zs=0 ,
l1-a)2+a)zz=1-«
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. . 1 1 1
iar solutia sa este , , .
24a ' 24+a 24+«

Metoda II (cu Teorema lui Rouché)

a 1 1
Determinantul matricii sistemului este | 1 o 1 |. Precizam ca daca se calculeaza
1 1 «

acest determinant cu regula triunghiului sau cu regula lui Sarrus, se obtine o expresie
polinomiala de gradul 3. intrucét, pentru a realiza discutia, trebuie sa rezolvam ecuatia
algebrica rezultata din egalarea ei cu 0, acest polinom va trebui descompus in factori.
Cu transformari elementare putem obtine direct descompunerea acestui determinant

a 1
1 1 |=(a+2)(a—-1)>2%
1 «

= 9

1) Dacd « € R\ {—2, 1}, sistemul este compatibil determinat gi solutia unicd se obtine
cu formulele lui Cramer.

2) Dacd o = 1 atunci se observa cd toate ecuatiile sunt echivalente cu ecuatia
T1+To + w3 =1,

care se rezolva ca in metoda anterior prezentata.

— 1
3) Dacd o = —2, minorul 1 5 este principal, exista un singur minor caracteristic
-2 1 1
corespunzator | 1 —2 1 | care este nenul, deci sistemul e incompatibil.
1 1

4.5 Exercitii propuse

1) Fie ¢ € R. Si se arate ca rotatia in plan de unghi ¢, adica functia
f:R? = R? f(x,y) = (xcosp — ysinp, zsinp + ycos p),

este automorfism al lui R?. Si se scrie matricea lui f in baza canonica a lui R? (adici in
baza (e, es), cu e; = (1,0), ea = (0,1)).

2) Si se arate ca functiile f : R? — R2, f(z,y) = (z, —y) (simetria in raport cu axa Ox)
§ig:R? = R2 f(x,y) = (—z,y) (simetria in raport cu axa Oy) sunt automorfisme ale
lui R2. S& se scrie matricele lui f, g, f — g, f + 2g si g o f in baza canonica.

3) S& se arate cd fiecare dintre multimile de vectori {vy, v, v3} si {v], v5, v5} cu
vy = (1,2,1),v2 = (2,3,3),v3 = (3,7,1)siv] = (3,1,4),v5 = (5,2,1),v5 = (1,1, —6)

formeaza cate o baza a Iui R? si si se gaseasca legitura dintre coordonatele unui vector
scris in cele doua baze.

4) Fie v = (v1,v2,v3,v4) 0 bazd a R-spatiului vectorial R*, vectorii

U = V1, Uz = V1 + V2, U3 = V1 + V2 + V3, Ug = V1 + V2 + V3 + Uy
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i f € Endr(R*) cu

12 0 1
30 -1 2
Fo={5 5 5 |
12 1 3

Sa se arate ci u = (uy, ug, us, us) este o bazd a lui R* gi s& se scrie matricea [f],.

5) Fie V un spatiu vectorial real, v = (v1, vg,v3) 0 bazi a spatiului V', vectorii
up = v1 + 202 + v3, Uz = v1 + V2 + 203, Uz = V1 + V2

si f € Endgr(V). S& se arate ci u = (uq,uz, us) este o bazi a lui V si s se scrie matricea
lui [f], stiind ca

11 3
[flu=1] 0 5 -1
2 7 -3

6) Fie f € Endg(Q?) pentru care matricea in baza canonici este

0 1 2 3
-1 2 1 0
3 0 -1 -2
5 -3 -1 1

Sa se determine cate o baza in Ker f, Im f, Ker f+Im f si Ker fNIm f.
7) Fie K = R. S se verifice egalitatea Sp = s+ Sy din Teorema 4.12 in cazul sistemului
de ecuatii:

201+ 22— w3 — @y + w5 =1

T, — To+ 3+ x4 —225=0

3x1 4+ 3x9 — 3x3 — 314 + 4da5 =2
si sa se determine o baza pentru spatiul solutiilor sistemului liniar omogen asociat.
8) Sa se discute dupéa parametrii reali v, 3, v, A compatibilitatea sistemelor de mai jos,

apoi sa se rezolve:

5x1 — 3x2 + 223+ 4wy =3
dx1 —2x9 + 33+ Ty =1
8xr1 —6x9 — x3— by =9
Tx1 — 322 + Txs + 1724 = «

T+ o+ x3=1
(in RY), b) ax) + Bro+ vz = A (in R?).
o’z + fPay +72xs = A2

5 Notiuni de aritmetica numerelor intregi (de Simion Breaz

si Cosmin Pelea)

5.1 Teorema impartirii cu rest in 7Z
Teorema Impartirii cu rest reprezinta un instrument de baza in studiul numerelor intregi.

Teorema 5.1. (Teorema Impartirii cu rest in N) Oricare ar fi numerele naturale a

i b, cu b # 0, existd o singurd pereche de numerele naturale (¢,7) € N x N, astfel incat:

a=b-q+rsir<hb. (1)
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Demonstratie. Fie a, b € N, cu b # 0.
Demonstram existenta numerelor ¢, r € N, astfel incat a =b-qg+r si r < b. Fie

S={reN|JyeN:a=by+z} CN

si observdm c& S # () pentru cd a € S (a = b -0+ a). Rezultd ci existd r € S cel mai
mic element din S. Cum r € S, deducem ca exista g € N cu proprietatea a = bq + .
Presupunem ca r > b. Atuncir —b € Ngia =b(¢g+1)+r—b, decir—b € S.
Din ipoteza b # 0 deducem r — b < 7, ceea ce contrazice alegerea lui r. Asadar r < b si
perechea (r,b) satisface conditia (1).
Pentru demonstratia unicitdtii, sd presupunem cid ar exista doud perechi (qi,71),

(g2, 72) care satisfac (1) pentru aceleagi numere a,b € N, b # 0. Deci
a=b-q1+ri=0b-q+rasir <b, ry <b.
Presupunem ca ¢; < g2. Rezulta ci exista x € N*| astfel incat ¢o = ¢1 + . Obtinem
bgi + 71 =b(q1 +x) + 12 = bqy + 71 = bqy + bx + 72,

de unde, prin simplificare, 1y = b - x + rq, ceea ce implica b -z < ry.
Dar din z € N* deducem ca 1 < z, deci b < bx < rq, contradictie.

Analog se arata ca nu putem avea go < ¢q;. Rezulta ca q; = g2 si mai departe
b-qr+ri=0b-q +r2
de unde, prin simplificare, r; = r si demonstratia este incheiata. O

Corolarul 5.2. (Teorema impartirii cu rest in Z) Oricare ar fi numerele intregi a

si b, cu b # 0, exista si sunt unice numerele intregi ¢ si r, astfel incat
a=b-q+rsi0<r<Ib. (2)

Demonstratie. Fie a,b € Z, b # 0. Atunci |a|, |b] € N, cu [b] # 0 si aplicdm teorema

impartirii cu rest in N. Deducem ca existd numerele h, k € N, astfel incat
la| = |b] - h+ k, unde 0 < k < |b].

Consideram cazurile:
I.La>0sib>0. Atuncia=b-h+k. Luam q=hsir = k.
II.a>0sib<0. Atuncia=b-(—h) + k. Luam ¢ = —h sir = k.
ITI. a < 0 si b > 0. Consideram aici subcazurile:
a) k=0. Atunci —a="b-h, adicRa=0b-(—h). Ludm ¢ = —h sir =0.
b) k # 0. Atunci

a=b-(—h)+ (k)= —b—b-h+b—k=—b-(1+h)+ (b—k).

Ludm q=—(1+h)sir=b—k <b, deci 0 <7 < |b|.
IV. a < 0 i b < 0. Consideram doua subcazuri, ca in cazul anterior:
a) k=0. Atunci —a=—-b-h,deunde a=b-h. Ludim g=h sir =0.
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b) k # 0. Atunci —a = —b- h + k, de unde
a=b-h—k=b-h+b—-b—k=b-(h+1)+(-b—k).

Luam ¢g=h+1gir=-b—k < —b,deci 0 <r <|b].
Pentru demonstrarea unicitatii, sd presupunem ca ar exista doud perechi (¢1,71),

(g2, 72) care satisfac conditiile (2) pentru aceleagi numere a,b € Z, b # 0. Deci
a=b-qg14+r1=b-qg+rasi0<r <|b,0<ry <|b|.

Rezultd ci |ro —ri| < |b] si b(q1 — q2) =12 — 71.
Cum |g1 — g2] €N, |g1 — g2| > 1 ar implica

6] < [bllgr — ga| = [r2 — | < b,
contradictie. Deducem c& |¢1 — g2 = 0, deci g1 = g2. Atunci
b-qi+ri=b-q+re,
de unde, prin simplificare, r; = r si demonstratia este incheiata. O

Daca a, b, g gi r sunt ca in Corolarul 5.2, vom spune ci numarul ¢ este catul
impartirii lui o la b, iar r este restul impartirii lui a la b. In acest context se mai

foloseste terminologia deimpartit pentru a, respectiv impartitor pentru b.

Exemplul 5.3. Prezentam cateva exemple concrete:
Ha=7,b=3=q¢=2s5ir=1
)a=-7b=3=q9g=-3gir=2;
i)a=7b=-3=qg=-25ir=1;
iv)a=-7,b=-3=q¢=3sir=2;
via=—-6,b=3=qg=-2s5ir=0.

Observatia 5.4. In practicd identitatea datd de teorema impartirii cu rest este uneori
inlocuita cu
a=>bk+s, —|b/2<s<]|bl/2.

De exemplu, daci impartim la 3, putem scrie a =3¢ +r, r € {0,1,2} sau a = 3k + s cu
s € {0,£1}. A doua varianta este utild daca trebuie s&-1 ridicim pe a la o putere para,
pentru ci deducem imediat a*™ = M3 +t, t € {0,1}, i.e. orice patrat perfect di prin
impartire la 3 restul 0 sau 1 (M3 noteaza faptul cd numéarul pe care l-am inlocuit cu

acest simbol d& restul 0 prin impértire la 3, adica este un multiplu al lui 3).

5.2 Exercitii rezolvate

1) Sa se arate ca restul impdartirii unui patrat perfect impar la 8 este 1.

Solutie: Fie a = b% cu b impar. Atunci b = 4k + s cu s = £1, deci
a=16k*>+8k+1= Mg+1.

2) Sa se gaseasca resturile Impartirii lui 57" la 8.
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Solutie: Prezentam doud variante:

(I) Consideram doud cazuri: (a) n este par si (b) n este impar.
(a) Daci n = 2k, atunci 57" = 5% = 252" = (Mg + 1)%*" = Mg + 1.
(b) Daca n = 2k + 1, atunci

570 = 5 HRHL — 54 5dks — (Afg 4 1)(Ms + 1)5 = Mg + 5.

Asgadar resturile posibile sunt 1 sau 5.

(IT) Putem folosi exercitiul precedent pentru a trata cazurile de mai sus astfel:
(a) Dacd n? = 2k, atunci 5" = 528 = (Mg + 1)¥ = Mg+ 1.
(b) Daci n? = 2k + 1, atunci 5" = 528+ = (Mg + 1)¥ . 5 = Mg + 5.

5.3 Divizibilitatea in Z

Definitia 5.5. Fie a, b € Z. Spunem ca a divide pe b gi notdm a | b sau b “a daci existi
un numar intreg ¢, astfel incat b = a - q. Aceasta definesgte o relatia binara omogena pe
Z care se numeste relatia de divizibilitate pe Z. Daci a | b, mai spunem ci a este
divizor pentru b sau a este factor al lui b sau b este multiplu pentru a sau b
factorizeaza prin a.

Observatia 5.6. Daca a # 0, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a)alb;
b) b este multiplu pentru a, fapt notat prin b = M,;
¢) restul impartirii lui b la a este 0.

Exemplul 5.7. Din 6 =2 -3 rezultd cd 2 | 6, iar din 7=2-3 + 1 rezultd cd 24 7.

Urmatoarea teorema prezinta cateva proprietati elementare ale relatiei de divizibili-
tate.

Teorema 5.8. (Proprietati ale relatiei de divizibilitate)
Fie a,b,c € Z. Sunt adevarate afirmatiile:

i) £1]a, +a|a, a|0;

ii) dacd a | bsib]| ¢, atunci a | ¢;

iii) dacd a | bsib| a, atunci a = £b;

(

(

(

(iv) dacd a|bsialc, atuncia | (b+c¢);

(v) dacd a | b, atunci a | be;

(vi) dacd a | b+ csialb, atunci a | ¢;

(vii) dacd a | b i b# 0, atunci |a| < |b|.

Demonstratie. (i) Fie a € Z. Atunci
a=1-a,respectiva=(-1)-(—a),a=a-1sia=(—a)- (-1),

unde a, —a, 1, —1 € Z, iar a | 0 deoarece 0 = a - 0, unde 0 € Z.
(ii) Din ipoteze obtinem

alb = I €Z,b=a-q;
ble = g e€eZ,c=b-q.
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Atunci,
c=b-@=(a-q) @=a(q1-9), cuq-q € Z.

Deci, a | c.

(iii) Din ipoteze obtinem

alb = A €Z,b=a-q;
bla = g e€Z,a=b-q.

Atunci,
a=b-gp=(a-q) @=a (1 q@)=>q ¢=1

Prin urmare, ¢1, g2 € Z sunt inversabile, agadar ¢; € {—1,1} si a = +b.
Lasam cititorului demonstrarea celorlalte proprietati ca exercitiu. O

Fie a € Z. Numim divizori banali (divizori improprii) ai lui a numerele +1 si
+a. Un divizor al lui a diferit de £1 si de £a se numeste divizor propriu al lui a.

Observatiile 5.9. a) Relatia de divizibilitate pe Z este o relatie de preordine pe Z.
b) Relatia de divizibilitate pe Z nu este o relatie de ordine, deoarece ea nu este antisi-

metrica, dupa cum arata urmatorul exemplu:
2,-2€7Z,2|(-2)si (—2)]2, dar 2 # —2.

¢) Restricitia la N a relatiei de divizibilitate din Z este o relatie de ordine deoarece
reflexivitatea si tranzitivitatea se pastreaza, iar dacd a,b € N cua | b sl b | a, atunci

a=nb.

Fie a,b € Z. Spunem ca un numar d € Z este un divizor comun al numerelor a si b
daca d|asid]|b.

Exemplele 5.10. 1) Numarul 1 este divizor comun al numerelor a si b pentru orice
a,beZ.

2) Numadrul 3 este divizor comun al numerelor 6 gi —9.

Daci d este divizor comun pentru numerele a,b € Z*, atunci |d| < min{|a|, |b}.
Rezulta ca exista un cel mai mare element in multimea divizorilor comuni ai numerelor
a $i b. Acest numar se numeste cel mai mare divizor comun al numerelor « si b si

se noteaza cu d = (a,b) sau d = c.m.m.d.c.(a, b).

Observatiile 5.11. 1) Cum 1 este intotdeauna divizor comun, deducem c& (a,b) € N*
pentru orice a, b € Z.
2) Daca exact unul din numerele a si b este 0, atunci definitia celui mai mare divizor
comun poate fi extinsd pentru aceasta situatie.
3) Daca a = b = 0, atunci nu exista cel mai mare divizor comun al numerelor a si b.

d e N¥,
4) (a,b) =d= Sd|asid]|b,

ceN, clasic|b=c<d
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Urmatorul rezultat este foarte util in practica si ne spune ca cel mai mare divizor

comun a doud numere intregi poate fi obtinut ca o combinatie liniara a acestora.

Teorema 5.12. (reprezentarea Bézout a c.m.m.d.c.)

Daca a,b € Z* si d = (a,b), atunci exista u,v € Z astfel incat
d=au+ bv.

Demonstratie. Fie S = {ax + by | ax + by > 0, z,y € Z} C N*. Constatam cid S # ()
pentrucia=a-14+b-08 —a=a-(—1)+b-0, prin urmare sau a € S sau —a € S.
Deci exista d cel mai mic element din S. Fie u,v € Z astfel incat d = au + bv.

Vom demonstra cd d | a. Pentru aceasta aplicim teorema Impértirii cu rest gi scriem
a=dg+r,0<r <d. Rezultdca

r=a—dq=a— (au+ bv)g = a(l —uq) + b(—vq).

Din r < d rezultd r ¢ S. Dar 1 —uq, —vgq € Z, deci r <0 si rezultd r = 0. Asadar d | a.
Analog se aratd ci d|b.

Fiece Ncuc|asgic|b Rezultd ca c | au+ bv = d, si de aici gasim ¢ < |d| = d.
Asadar d = (a,b). O

Daci scriem (a,b) = au + bv, u,v € Z, atunci spunem c& am ales o reprezentare
Bézout pentru (a,b). Atragem atentia ci aceasta reprezentare nu este unica.

Exemplul 5.13. De exemplu, (2,3)=1=2-2+3-(-1)=2-(—4)+3-3.

Corolarul 5.14. Fie a,b € Z* si d € N*. Atunci

dlasid]|b,

(a,b) =d &
c€Z,clasiclb=c|d

Observatia 5.15. Aceasta caracterizare este folosita ca definitie pentru c.m.m.d.c. in
diverse tipuri de inele unde nu avem definitd o relatie de ordine ,,naturald” (de exemplu
in Q[X]). In acest context, c.m.m.d.c. este de fapt o clasi de echivalenta. Pentru cazul
inelului Z, c.m.m.d.c este de fapt multimea {—d,d}, unde d = (a,b).

Un caz special in studiul divizibilitatii il ocupa perechile de numere care nu au divizori
comuni proprii. Spunem c& a,b € Z sunt relativ prime (sau prime intre ele) daca

(a,b) = 1. Aceste perechi pot fi caracterizate cu ajutorul reprezentarilor Bézout.

Corolarul 5.16. Numerele intregi a si b sunt relativ prime daca si numai daca exista
u,v € 7Z astfel incat au + bv = 1.

Demonstratie. (=) Aceastd implicatie rezultd din Teorema 5.12.
(<) Fied = (a,b). Dind| asid]|brezultd cd d | au+bv =1, deci d = 1. O

b
Corolarul 5.17. Daca a,b € Z* 5i d = (a,b), atunci (Z , d) =1.
Demonstratie. Din d = (a, b) rezultd ci exista u,v € Z astfel incat d = au + bv. Atunci
a b a b
l==u+- i(=,-)=1
du+dv,de01(d,d> O
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Folosim consideratiile ficute pana acum ca sa demonstram proprietati importante ale
relatiei de divizibilitate.

Teorema 5.18. Fie a,b,c € Z. Sunt adevarate afirmatiile:
(i) dacd a | b, b | c i (a,b) = 1, atunci ab | c;
(ii) (Lema lui Euclid) daca a | be si (a,b) = 1, atunci a | c.

Demonstratie. (i) Fie r,s € Z astfel incat ¢ = ar = bs §i u,v € Z cu au+ bv = 1. Atunci
c=c-1=c(au+ bv) = bsau + arbv = ab(su + rv).

Cum su + rv € Z, deducem cé ab | c.
(ii) Fie u,v, k € Z astfel incit au + bv = 1 i bc = ka. Calculdm

c=c-1=clau+ bv) = acu + bev = acu + kav = a(cu + bv),
deci a | c. 0

In continuare, vom demonstra o teorema care furnizeaza un procedeu de aflare a celui
mai mare divizor comun, numit algoritmul lui Euclid, si o metoda de a determina
o reprezentare Bézout. Observam ci (a,b) = (—a,b) = (—a, —b), deci este suficient s&

consideram cazul numerelor naturale.

Teorema 5.19. (Algoritmul lui Euclid)

Fie a, b e N*, cu b# 0 si b < a. Consideram identitatile urmatoarelor impartiri:

a=b-qy+ro, unde 1o < b; fie rg # 0; (E1)
b=1r¢-q1+11, unde r1 < rg; fie r; # 0; (E2)

ro =171 G2 + o, unde 7o < rq; fie ry # 0; (E3)

T3 =Tn—2 qn-1+ rn_1, unde r,_1 < rp_g; fie r,_1 # 0; (En)
T2 =Tn_1°qn~+ Tn, unde 7, < rpq1; fie r, # 0; (En-1)
Tne1 =Tn " qn+1 + T+, unde 741 = 0. (Fnt2)

Atunci cel mai mare divizor comun al numerelor a si b este ultimul rest diferit de zero al
acestor impartiri, adica:
(a,b) = ry.

Demonstratie. Observam ca sirul resturilor diferite de zero este un sir strict descrescator
To >T1 >T2 > ..

de numere naturale, deci acest gir este finit, adica, dupa un numar finit de impartiri
obtinem restul zero.

Demonstram ca r,, | a gi 7, | b folosind inductia completd pentru propozitia
P(i) :ry | rp—s, unde 0 <4 < n.

Propozitia P(0) este, evident, adeviratad. Din pasul (E, 2) deducem c& r, | rp_1.

Presupunem ca 7, | r,—; pentru orice 1 < j < i si demonstram ca 7, | r,—(i41)-
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Pentru aceasta folosim relatia 7, _(;41) = Tn—i* Gn—(i—1) + "n—(i—1), de unde concluzia
este evidenta.
Deci r,, divide pe 7o si pe 71, iar din egalitatea gasita in pasul (E3) dedicem 7, | b.
Apoi folosim (E;) ca sa deducem gi r, | a.
Fie ¢ € N, astfel incat ¢ | a gi ¢ | b. Vom aréita ca ¢ | r,. Folosind din nou identitatile
din enunt, avem:
cla=b-qgq+rosic|(b-q)=c|ro.
Apoi obtinem:
clb=ro-q1+mrisic|(ro-q1) = clr,
i continuam rationamentul, parcurgand identitatile impartirilor de la prima spre ultima.
In final gisim
¢l ="Tn-1"Gn+rnsic|(ra-1-an)
deci ¢ | .

In concluzie, r,, = (a,b). O

Observatia 5.20. Plecand de la identitatile (E7)—(E,,) putem gasi o reprezentare Bézout
E,) cétre (Ey)

—~

astfel: Inlocuim succesiv resturile, plecand de la

~—

T =Tn—2—QqnTn—-1 = Tn-2— Qn(rnf?) —Qqn—-1Tn—2) = —GqnTn-3 + (1 + Qnanl)Tn72 =y
iar in final obtinem pe 7, sub forma r, = au + bv.

Procedeul dat de algoritmul lui Euclid poate fi folosit in demonstrarea unor proprietati
ale cm.m.d.c.

Corolarul 5.21. Pentru orice a, b, k € N*, avem:
(a-k,b-k)=(a,b)- k.

Demonstratie. Scriem algoritmul lui Euclid pentru calculul lui d = (a,b). Daca inmultim
liniile (E7)—(E,) cu k se constatd usor cd noile egalitati reprezinta chiar algoritmul lui
Euclid aplicat numerelor ka si kb. Deci kr,, = (ka, kb). O

Fie a,b € Z. Spunem ca un numar m € Z este un multiplu comun al numerelor a
sibdacda|msib|m.

Exemplele 5.22. 1) Pentru orice a, b € Z, numarul a-b este multiplu comun al numerelor
agib.
2) Numadrul 6 este multiplu comun al numerelor 2 si —3.

Dacii m este multiplu comun pentru numerele a,b € Z*, atunci |m| > max{|al, |b|}.
Rezulta ca exista un cel mai mic element in multimea multiplilor comuni strict pozitivi ai
numerelor a si b. Acest numar se numeste cel mai mic multiplu comun al numerelor

a si b si se noteazd cu m = [a,b] = cm.m.m.c.(a,b).
Observatia 5.23. Ca pentru cel mai mare divizor comun, observam ca
m € N*¥,
[a,b] =m & Salmsib|m,

ceN"a|csible=m<ec
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Teorema 5.24. Oricare ar fi a,b € N*, are loc egalitatea:
ab = (a,b)a, b].

Demonstratie. Fie d = (a,b). Atunci existad r,s € N* astfel incat @« = dr, b = ds si
(r,s) = 1. Not&m m = drs = as = br, deci m este multiplu comun al numerelor a si b.

Daca ¢ € N* este un multiplu comun pentru a si b, atunci exista z,y € N* cu
¢ = ax = by. Alegem o reprezentare Bézout 1 = ru + sv a lui 1 (u,v € Z). Calculam

c=c-1=c(ru+ sv) =byru+ axrsv = m(yu + zv),
deci m | ¢. Din m, ¢ € N* rezulta cad m < c. O

Din demonstratia de mai sus se deduce imediat:

Corolarul 5.25. Fie a,b € Z* si m € N*. Atunci

a|lmsib|m,
m=[a,b] &
c€Z,alcgiblec=m]ec.

Din formula data in teorema rezulta si
Corolarul 5.26. Daca (a,b) = 1, atunci ab = [a, b].

Observatia 5.27. Definitiile celui mai mare divizor comun gi celui mai mic multiplu
comun pot fi extinse la o multime finita de numere intregi. Fie a1, ..., a, numere intregi

nenule. Atunci d € N* este cel mai mare divizor comun al acestor numere daca

d|ay,...,d|ap,
clay,...,cla,=c<d.
In aceste conditii notdm d = (a1,...,a,) = cmm.d.c.(ay,...,a,).

Numarul m € N* este cel mai mic multiplu comun al acestor numere daca

ai | m,...,a, | m,
a1l e ...,an |c=>m<ec
In aceste conditii notim m = [a1,...,a,] = cmm.m.c.(ay,...,ap).
Se constata imediat ca
(alv ceey Oy, anJrl) = ((CL]_, sty a/n)7 an+1) §1 [a/la s 7an7an+1] = Ha17 sty an]7an+l]'

5.4 Exercitii rezolvate

1) Fiea € N, a = apa,,-1 .- - azarag, a; € {0,...,9}, i=1,...,n, a, # 0. Aratati ca:
(i) 2]a< 2] ap;
(ii) pentru k € N* avem 2% | a & 2 | ap_1--- ao;
(iii) 3 |a <= 3| an + - - + aop;
(iv) 27| a & 27 | Gzaiag + asasa3 + - - .
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Solugie: (i) Scriem
a=10-(ay, - 10" +a, 1 -10"" 2+ ... +as-10 +a1) + 79 = Ms + ag.

Deci
2|a =4 2|M2 +ag & 2|a0.

(ii) Analog, scriem numérul ¢ sub forma:
a=10%(an - 10" % 4 a,_1 - 10" 4 Fap) + (ap_1 - 10" + ...+ ay - 10 + ap),
adica
a=Msyr +0x_1--.0100-

Deci

2k | a@Zk ‘ Mk +ak_1...a1a0¢>2k ‘ ap—1...0100.
(iii) Observam ci daca k € N*, atunci 10¥ = (M3 + 1)¥ = M3 + 1. Obtinem
a=ap Ms+1)+..+as- Ms+1)+a;- Ms+1)+ag = M3+ (an+...+az+a1 +ag).

Deci

3la < 3|(an, + an—1 + ... + az + a1 + ag).

(iv) Constatam ca 27 - 37 = 999 = 1000 — 1. Scriem pe a astfel

103G, -~ asas + azaag = (Ma7 + 1)@, - -agas + azarag = Mar + @y, - - - Gga3 + Gzaiag.
Repetand procedeul se obtine

a = Moz + @za1a9 + asazaz + ...,
de unde se deduce criteriul enuntat.

2) Fiea,b€Z,d=(a,b) i T ={ax+by | x,y € Z}. Sa se arate ca T = dZ.

Solutie: Reamintim ca dZ = {dk | k € Z} si demonstram egalitatea prin dubla incluziune.
Fie z € T. Atunci existd x,y € Z astfel incit z = ax 4+ by. Din d | a si d | b deducem
d|ax 4+ by = z, deci z € dZ. Asadar T C dZ (elementul z a fost ales arbitrar).
Reciproc, daca z € dZ, atunci exista k € Z cu z = dk. Fie u,v € Z cu d = au + bv.
Atunci z = auk + bvk € T. Asadar dZ C T si solutia este incheiata.

3) Pentru n € N*, numerele M,, = 2" — 1 se numesc numere Mersenne. Si se arate cd
dacd b | a, atunci My | M, si ca

(M, M) = M, 1y, Ym,n € N*.

Solutie: Pentru inceput sa consideram o identitate de tipul @ = bg+r, unde a,b,q,7 € N

cu a si b nenule. Atunci

M, = 200" — 1 =209 — 2" 4 2" — 1 =27((2")? — 1) + M, = MyQ + M,
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unde pentru ultima egalitate am folosit identitatea
xk _ yk _ (m _ y)(l‘k_l +$k—2y+ . _,'_yk—l).

Mai mult, daca 0 < r < b, atunci M,, = 2" — 1 < 20— 1 = M,, agadar M, este restul

impartirii lui M, la M. De aici rezulta imediat ca
bla= M,| M,.

S& scriem algoritmii pentru calculul numerelor (m,n) si (M,,, M,,) in paralel:

m=mn-qo+ro, My, = My, - Qo + My, (En)
n=ry-q +ri, M, = M,, - Q1+ M,, (Es)
o =7T1-q2 + T2, M,, = M,, - Q2 + M., (EB)
Th—2 = Tk—1" Gk + Tk, My, _, =M,,_, - Qr+ M, (Ert1)
Thk—1 =Tk Qk+1 + rk+17 M’I‘k71 = Mrk - Qk}+1 + M’I‘k+17 (Ek+2)

unde 0 =1y <7mp <...mp<n<msi0=M, A <M, <...M, <M, < My. Se
deduce ca r, = (m,n) §i M, = (M, My,).

5.5 Numere prime. Teorema fundamentala a aritmeticii

Daca n € Z, atunci spunem ca divizorii +1 si £n ai lui n sunt divizori improprii (sau
banali). Spunem ca n # 0 este un numar compus daca el are si alti divizori in afara

de cei banali. Un numar p este ireductibil daca p # +1 si el nu este compus.
Exemplul 5.28. Numarul 6 = 2 - 3 este compus, iar numerele +1 nu sunt compuse.

Spunem cé p € Z este un numar prim daca sunt indeplinite conditiile:

p# £1,
plab=p|asaup|b.

Observatia 5.29. Sa observam ca in limbajul obignuit legat de studiul numerelor natu-
rale in loc de ,,numar ireductibil” de foloseste ,,numar prim”. Aceasta se bazeaza pe fap-
tul ci cele doua notiuni sunt echivalente in Z, conform Teoremei 5.30. Totusi exista inele
(care sunt folosite in studiul numerelor intregi) unde cele doud notiuni nu sunt identice.
De exemplu se poate demonstra ci daci lucram in inelul Z[iv/5] = {a+bi\/5 | a,b € Z} cu
operatiile obignuite, atunci 2 este ireductibil, dar 2 | 6 = (1414v/5)(1—iv/5) si 21 1 +iV/5.

Teorema 5.30. Un numar intreg este prim daca si numai daca el este ireductibil.

Demonstratie. Presupunem ca exista un numar prim p care nu este ireductibil. Rezulta
cd existd a,b € Z \ {£1, £p} astfel incat p = ab.

Din faptul c& p este prim si p | ab deducem p | a sau p | b. Dacd p | a, din p = ab
rezultd si a | p, deci a = +p, contradictie. Analog se obtine o contradictie daca p | b.

Agadar presupunerea initiala este falsd, deci orice numar prim este ireductibil.
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Reciproc, fie p un numaér ireductibil i a,b € Z astfel incat p | ab. S& observam ca
nu restrangem generalitatea dacd presupunem a € N gi p { a (putem s& iInmultim ambii
factori cu —1).

Daci d = (a,p), atunci d € {1,p}. Din p 1 a rezultd d # p, deci (a,p) = 1. Aceasta
impreund cu p | ab si Teorema 5.18 (ii) implicd p | b. Dar p # £1 pentru ca este

ireductibil, deci p este un numar prim. O

Observatiile 5.31. a) Din definitia numerelor prime rezulta imediat cd un numar p
este prim daca si numai dacd —p este prim. Asadar, din punctul de vedere al relatiei de
divizibilitate, este suficient sa lucram cu numere prime pozitive.

b) Proprietatea din definitia numerelor prime poate fi extinsa la produse cu un numér
arbitrar de factori. Deci, dacd p este prim gi p | ay - ... - a,, atunci exista ¢ € {1,...,n}

astfel incat p | a;.
Exemplul 5.32. Numerele 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 sunt prime.

Rolul fundamental al numerelor prime in studiul divizibilitatii este evidentiat de

urmatoarea teorema.

Teorema 5.33. (Teorema fundamentali a aritmeticii)
Orice numar natural n > 2 se descompune intr-un produs de factori primi. Aceasta
descompunere este unica, abstractie facand de ordinea factorilor. Mai precis, pentru

orice n € N, n > 2 exista py, ..., pr numere prime (nu neaparat diferite) astfel incét
n=pi-p2--.-."Pk

sidinn=pi-p2-... Pk =q-q2- ... q, CUPL, P2, Pk;q1, G2, - - -, ¢ NUMere prime,

rezultd k = [ gi existenta unei functii bijective o : {1,...,k} — {1,...,k} astfel incat

Pi = Qo(s), Vi€ {l,... k}.

Demonstrafie. Pentru existenta descompunerii in factori primi vom folosi metoda inductiei
complete in raport cu n € N, n > 2.

I. Verificare: Pentru ca 2 este numaér prim, e clar ca proprietatea e valabila pentru n = 2
(k=1,p1 =2).

II. Demonstratia: Presupunem ca orice m € N, 2 < m < n se descompune intr-un produs
cu toti factorii numere prime si aratam ca si n are aceeasi proprietate. Avem doua cazuri:
i) Dacé n este prim, proprietatea este evidentd (k =1, py = n).

i) Dac& n nu este prim, atunci existd a,b € N cun =ab, a ¢ {1,n}. Deci 1 < a,b<n

si aplicand ipoteza inductiei, obtinem:
a=p1-p2.. Pj§ibO=pjy1-pjt2- - P,
unde p; € N, sunt numere prime pentru orice i = 1,..., k. Atunci
n=a-b=pi-pa-.. Pj Pjt1- Pjt+2 " - Dk,

adica n admite o descompunere in factori primi.
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Ca sa demonstram unicitatea descompunerii in factori primi, consideram doua des-

compuneri ale lui n in produse de factori primi
n=pi-p2:.Pk=4q " q2"..."qi,
unde k,[ # [. Pentru ca inmultirea este comutativa, putem presupune
PL<p<..<ppsiq<@<...<q.

Dinpg | n=¢q1-qa - ...  q rezultd ci exista i € {1,...,1} astfel incat py | ¢;, deci pr. < q;.
Analog se demonstreaza si inegalitatea q; < pg, deci pp = q; $i

pP1-P2:-. Pk—1=4q1 G2 ... " qi—1-

Continuam procedeul de mai sus si obtinem pr_1 = ¢_1 si mai departe pr_; = qx—;

pentru orice 0 < ¢ < min{k,l}. Dacd am aveam k # [, atunci s-ar obtine ca 1 este un

produs de numere prime. Agadar k =1 gi p; = ¢; pentru orice ¢ € {1,...,k}. O
Corolarul 5.34. Pentru orice n € N, n > 2, exista numerele prime distincte py,...,pg
st ag,...,a € N* astfel incat

n=pi-py?-.. Rk

Aceasta descompunere este unica daca facem abstractie de ordinea factorilor.

Descompunerea din Corolarul 5.34 se numeste descompunerea canonica a lui n

(in produs de puteri de numere prime).
Exemplul 5.35. De exemplu 360 = 23 - 32 . 5.

Fie (ag)r>o un sir de numere. Spunem ca numerele ay, k € N*, sunt aproape toate
nule daca exista kg € N* astfel incat ap = 0 pentru orice k& > kg. Folosind aceasta
terminologie putem reformula Corolarul 5.34 astfel:

Corolarul 5.36. Consideram sirul crescator al numerelor prime
p1=2,p2=3,p3=5,... .

Pentru orice n € N* existd un singur sir (ax)r>o de numere naturale aproape toate nule

n= Hpg’“

k>1

astfel Incat

Scrierea ¥k din acest corolar are sens pentru ca toti factorii, cu exceptia unui
k>1 Pk )

numar finit, sunt egali cu 1.

Exemplul 5.37. Pentrun =1, avem n = [[,+; p% i.e. girul (ax)r>o este sirul constant
nul. Pentru n = 5, girul (ax)r>0 are pe 1 pe pozitia a treia (ag = 1) gi pe 0 pe celelalte
pozitii. Numéarul 360 este determinat de girul (3,2,1,0,0,...,0,...).

Folsind aceasta reformulare a teoremei fundamentale a aritmeticii, putem da o carac-
terizare a divizibilitatii gi formule de calcul pentru cel mai mare divizor comun si cel mai

mic multiplu comun.
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Propozitia 5.38. Fie m = ]_[k21 PRt sin= Hk21 p’gk descompunerile numerelor natu-
rale m,n > 0 date de Corolarul 5.36. Sunt adevirate afirmatiile:
a)m|n<e ap < P, Yk > 0;

b) (mom) = [Tz 2y "™

¢) [m,n] = [Tz, w0

5.6 Exercitii rezolvate

1) Sa se arate ci numarul /2 este irational.

Solutie: Prin reducere la absurd, presupunem ci v/2 € Q. Atunci existi m,n € N* astfel
incat % = /2. Dacid = (m,n) si m = du, n = dv, atunci v/2 = ¢ si (u,v) = 1. Rezulta
ca 2v2n: u?, deci 2 | u?. Cum 2 este numar prim, rezutla ca 2 | 5 Asadar u = 2k, deci
20? = 4k?, de unde gasim 2 | v2. Folosim din nou faptul ci 2 este prim si obtinem 2 | v,
deci 2 | (u,v), o contradictie. Asadar v/2 ¢ Q.

2) Sa se arate ca existd o infinitate de numere prime.

Solutie: Pentru a arata ca exista o infinitate de numere prime este suficient ca oricare ar

i S={p1,...,pm} o multime de numere prime exista un numéar prim p ¢ S.

Fie S = {pi1,...,pm} o multime nevidd de numere prime. Considerdm numéarul
n=mp ... pm+ 1. Observam ca n > 2, deci exista un divizor prim p al lui n. Din
plp1e... pm+ 1 rezultd ci existd u € Z astfel incat pu —p; - ... p, = 1. Deci oricare
arfii e {l,...,m} avem (p,p;) = 1, si rezultd p ¢ S, ceea ce trebuia demonstrat.

3) Sa se arate ca existd o infinitate de numere prime de forma 4k — 1.

Solutie: Fie S = {p1,...,pm} o multime nevidd de numere prime de forma 4k — 1.
Observam ca exista astfel de multimi pentru ca 3 are aceasta forma.

Consideram numarul n = 4p; -...-p,, — 1. Observam ca n > 2, deci exista un divizor
prim p al lui n. Mai mult, daca presupunem ca toti divizorii primi ai lui n sunt de forma
My + 1, rezulta imediat ca n are aceeasi forma. Dar acest fapt este imposibil pentru ca
restul impartirii lui n la 4 este 3.

Agadar exista un divizor prim p al lui n de forma 4k—1. Dinp | 4p;y -. .. py —1 rezultd
cd existd u € Z astfel incdt —pu +4py - ... py = 1. Deci oricare ar fi i € {1,...,m}
avem (p,p;) = 1, si rezulta p ¢ S, ceea ce trebuia demonstrat.

4) Sa se arate ca dacd p1,pa,...,Pn,... reprezinta girul numerelor prime aranjate in
. v . n—1
ordine crescatoare, atunci p, < 22",

Solutie: Aplicam metoda inductiei matematice. Pentru n = 1 avem p; = 2 < 22°,
Presupunem enuntul adevarat pentru pq,...,p, si vom demonstra ca p,+1 < 22" Din
solutia Exercitiului 2) rezultd ci existd un numar prim p diferit de py,...,p, care este
divizor pentru py - ... p, + 1. Deci

Pogl SPE<PLe e pn+1<22 22 02T 1 29X Y =02 ] < 02"

si solutia este incheiata.
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5.7 Exercitii propuse

1) Determinati restul impartirii lui 1944 - 2317 la 7.

2) Fie n € N un numar natural care impartit la 6, 8, 9, 12 si 16 d& acelasi rest 5.
i) Determinati cel mai mic n cu aceasta proprietate.
ii) Determinati cel mai mic n > 5 cu aceastd proprietate.

iii) Determinati cel mai mic multiplu de 7 cu aceasta proprietate.

3) Fie a = @nan_1..-aza1a0 € N, a; €{0,...,9}, i =1,...,n, a, # 0. S& se arate cé:
(i) 5] a< 5] ap;

(i) k € N* avem 5% | a < 5 | @1 .. ao;

(i) 9]a<9|an+ - +ao;

(iv)7|a< 7|a,...aza, — ...aza1a0;

V)1l|lae1l|(ap+az+as+...)— (a1 +az+...).

4) Sa se arate ca 24 | (5n% + 3)(n* + 8) pentru orice numar natural n.

5) S& se arate cd 7 | 2222°555 4 55552222,

6) Sa se determine c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. al numerelor 4148 si 7684.

7) Determinati numerele prime care pot fi scise atat ca suma, cat si ca diferenta de doua

numere prime.

8) Demonstrati ca dacd 2" — 1 este un numar prim, atunci n este un numar prim.

9) Dacé n € N*, notam cu 7(n) numéarul divizorilor naturali ai lui n. S& se arate ca:

a) dacd a,b € N* 5 (a,b) = 1 atunci 7(ab) = 7(a)7(b);

b) dacd n = pi* - p3? - ... pp* (p1,...,pr numere prime distincte si a,..., 0, € N¥),

atunci 7(n) = (a1 + 1) ... (g + 1).

10) S& se arate cd daca un numér natural are 133 de divizori naturali atunci el este un

cub perfect.
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