Gyakorlatok és feladatok

1. Hatarozd meg a kovetkezd, rekurzivan értelmezett sorozatok altalanos tagjat:

1
a)r, =—, = = % Vn > 0; (felvételi feladat,1991., Temesvar)
0 3 n+1 1 +2l'”
T
b)z =1, =z  =-—-—= Vn>0;(felvételifeladat, 1993., Temesvar)
? n+1 5[1 + :1}3 -
)z, =3z =4 1z, = @ —nx, Vn>1;

d) :EO = 1’ Il = 2 I71+1 = ‘rn + 6\’113”71 vn Z ]-/

1
e)r=3z,=2 2 +—=2 Vnx>1.

2. Hatarozd meg a kdvetkezd sorozatok altalanos tagjanak képletét:

a) zn+2:5.xn+l_6‘x7l’x1:17 1'2:5,

1 5
b) Gx”+2 :5'In+1 T Iy 287 Z, :%a
C) $7l+2 :4.xn+1 _4'xn,l 1’1 :67 372 :20|
d) xn,+2 = xn+1 -z, 1'1 = 2, {L‘2 =1.

3. Bizonyitsd be, hogy az (z,) , sorozat tagjai teljesitk az = , =a-x  +0b-z, rekurziot,

barmely n € N esetén, akkor

2 2/ qyetlan—1( 2 02
. o—a-x  -x,—b-x =(=1)""0b (% ar,m, bx1>.

4. Hatarozd meg az (z, ) _ sorozat altalanos tagjanak kepletét, ha

S_3 .2 vuso

x” :L‘n+l 177171

n>

5. Bizonyitsd be, hogy vegtelen sok olyan =z egész szdm létezik, amelybdl kiindulva az

r . =2z, £, 32> +1 rekurziot teljesitd sorozat tagjai egész szdmok Osszes (az el6jeleket minden

1épésben tetszOlegesen megvalaszthatjuk)!
(Rado Ferenc Emlékverseny 2002.)
6. Hatarozd meg az Osszes olyan egész szamsorozatot, amely teljesiti az

. 1
_ra Vn € N 0Osszefliggéseket!

X
n+2 xn + n

2
7. Bizonyitsd be, hogy az T, = 5 , n > 1 sorozat periodikus (ha értelmezett)!

— X

n

_ K '($n+1 - xn>

= Vn >0 rekurzidt teljesité
n+2 k? _

8. Bizonyitsd be, hogy az z,z € (—kk), =z ,
r T
n n+1

sorozat periodikus!

9. Hatdrozd megaz z, =z’  —3u

) . Vn>1, z, €[-2,2] sorozat dltaldnos tagjat!

10. Hatdrozd meg
azz =1 =z (1 +4/1 +1:j) =1z,, Vn >0 sorozat dltalanos tagjat. (Bencze Mihaly)



11. Hatdrozdmegaz z, =—-1, =z, = '*—4, Vn > 1 sorozat altalanos tagjat!

12. Az (z,) _, sorozat teljesitiaz 2, =1, =z, =2z, —3(—1)" Vn>1 6sszefiggéseket.
Bizonyitsd be, hogy T, = 2" + (—l)n, Vn >1! (érettségi, 1998, Izrael)

13. Bizonyitsd be, hogy az 9z, =lz =41 =z ,=3z, + S(xf + 2 ) Vn >0

n+1

osszefliggésekkel értelmezett sorozat minden tagja természetes szam!

14. Egy n emeletes hazat hany kiilonb6z6 modon szinezhetlink ki fehérre és feketére, ha két
feketére szinezett emelet nem keriilhet egymas folé, és minden emeletnek vagy fehérnek, vagy
feketének kell lennie?

15. Vizsgdldmegaz z,,, = ja+1z,, =z, € R sorozat konvergenciajat! (el6bb vizsgaljatok meg,

n+1
mi lehet az els6 tag ahhoz, hogy a sorozat jél-értelmezett legyen)
16. Vizsgdldmegaz z,,, =1In(l1+=z,), =z, € R sorozat konvergencidjat!

n

2.3. Masodrendu linearis rekurziok

VneN

nt

Ertelmezés. Mdsodrendii linedris rekurziénak nevezzik az Tz ,=az  +b-x
rekurziot, ahol a,b € C (vagy a,b € R).
Vizsgaljunk meg egy sajatos esetet.

Feladat. Hatarozzuk megaz z , =3-z , —2-z,, ¥, =3, z, = 5 sorozat altalanos tagjat.

n!

Megoldas. A sorozat tovabbi tagjai =, =9, r, =17, z, = 33, z_ = 65. Lathato, hogy a sorozat

3
minden tagja 1-gyel nagyobb mint egy Kett6hatvany, pontosabban az z, = 2" +1 0sszefugges

sejthetd. Ez igazolhaté a matematikai indukcid segitségével is, mi azonban megprobalunk olyan
modszert adni, amely lehet6vé teszi az altaldnos eset megoldasat is. E célbol atrendezziik az adott
rekurziot a kovetkez6 modon:

T ., = 2<mn+1 — xn>
igyaz y, = z ., —, jeloléssel az adott rekurzid y = 2y, alakban irhato, tehat az (v, )n>1 sorozat
egy mértani haladvany. Eszerint y, =y, -2"" =2", tehét az z . —,=2" rekurziobdl kellene
meghatarozni az (z,)  sorozat dltalanos tagjat. Ha felirjuk ezt a rekurziét rendre az
n—Ln—-2..2]1 értélgekre, majd tagonként Osszeadjuk a kapott egyenldségeket, akkor az
T, —r, =2+ 2’ +...+2"" egyenldséghez jutunk. Ebbol kovetkezik, hogy =, = 2" +1. Ennek a

gondolatmenetnek az elénye, hogy tetszbleges kezdGértékek esetén is hasznalhatd (a megsejtés lehet,
hogy més kezdéértékek esetén nem hozzaférhetd). Tetszéleges =, és x, esetén y, = (a:2 — :1:1)2”‘1 és

igy
g, —z =(z,—z ) (2" +2"7 + 2"+ +2+1),

tehat z, = (22, —,)+ (2, —,)2" ", VneN’,
Vizsgaljuk meg, hogy y, ==z

feltételek mellett tudjuk atalakitani az adott z ., =a-z +0b-x, (*)rekurziét y . =, -y, alaku

—r -z, alaki helyettesitéssel (akarcsak az elébb) milyen

rekurziova. Az y . =, -y, rekurzio

mn+2 B 701 ’ 'TrH»l = TZ ’ <x71+1 B Tl ’ xﬂ)



alakba irhato, ahonnan « , = (r, + 1)z, , —nr, -z, tchat a megfelels 7, és 1, megvélasztasa az

rT+1 =a
1 2 . . ’ ,
b egyenletrendszer megoldasara vezetddik vissza. Igy az r, €s 7, az r—a-r—b=0
roen = —
1 2

egyenlet gyokei. Ezt az egyenletet a (*) rekurzid karakterisztikus egyenletének nevezzik. Mivel a
karakterisztikus egyenletnek mindig van két megoldasa (esetleg egybeesdk vagy komplexek), az
el6bbi feladat megoldasa a kdvetkezoképpen altalanosithato:

o o . n—2
T, =T, = (‘rz Tl%) oo

tehat ha ezt a rekurziét rendre az n,n —1,n —2,...,2 értékekre felirjuk, a k -adikat szorozzuk rl’“’l-

nel és tagonként Osszeadjuk a kapott egyenldségeket, akkor az

n—2

n—1 _ o . ko n—2—k

o, =y = (o, = wl)[Zﬁ 7 ]
k=0

Osszefiiggéshez jutunk, mint ez az alabbiakbdl kitiinik.

_ _ . n—2
Ty, ﬁmwl_<m2 rlIl> £

o _ . n—3 A
Loy —ht s = (J;Z 71$1> T ‘ n

o _ . n—4 . 2
t,, =,y = (g, =)o

2 171 2 1 2
n—2
n—1 _ o k n—2—k
@, =y =y = )| 3o
k=0
n—2
n—1 n—1 __ n—2—k_ .k A TA
Ha r, = r,,akkoraz rn"" —r, —(7“1—7“2>[ T g]azonossagalapjan
k=0
B N T —nT, T, —TT
z =c " +c 't ahol ¢ =2 2L gs e =2 1L
n 1 1 2 2 1 2
n=h =N

2

n—2
Ha r =1, =r, akkor Zrl”‘?""rk =(n—1)r"", tehat z, = (k;l +k, -n)-r” alaka.
k=0

Ha a karakterisztikus egyenlet egyutthatoi valdsak de a gyokei nem valds szamok, akkor a sorozat

altalanos  tagjanak  alakja  egyszerlisithet6  hisz n,=p(cospLi-sing),  tehat

z, =p" (kl ~cosny + k, - sin ngp) . Az eldbbi eseteket dsszefoglalva kijelenthetjiik a kovetkezo tételt:
Tétel. 1. Ha az " —a-r—b=0 Kkarakterisztikus egyenlet gyokei r =1 € R, akkor az
z,.,,=a-z  +b-z, rekurzid dltalanos tagja z, = ¢ -z + ¢, -z alaka.

2. Haaz 7> —a-r —b = 0 karakterisztikus egyenlet gyokei n=rm,akkorazz , =a-z  +b-7,
rekurzio altaldnos tagja «, = (k, +k,-n)-r" alaki.

3. Ha az 7" —a-r—b=0 Kkarakterisztikus egyenlet gyokei r=r¢R, akkor az
z,,=a-x  +b-z, rekurzib altalanos tagja z, = |n| (k, - cosng + k, - sinngp) alaki, ahol ¢ az
r. redukalt argumentuma.

A konstansokat mindharom esetben megadott tagokbdl hatarozzuk meg.



Eredmények, utmutatdsok

1. A sorozat els6 néhany tagjat kiszdmoljuk konkrétan és megprébaljuk észrevenni a megfeleld
képletet.

1 1

a) r = ,n>0; b)r =—,n>0;
n 2n+3 n 3n+1
ity 4t -
)z =n+3,n>0 dz =2°" =272 n>0
2
e):zrnzn+ ,n>1.
n

2. Méasodrend, allando egyiitthatoju rekurziok. Ha nem tudjak, akkor igazolni lehet az altalanos tag

elballitasara vonatkozo tételt.

3. Elégséges igazolni, hogy az ynH:xiﬂ—a-xnﬂ-mn—b-xi sorozatra teljesul, hogy

y71,+1 =—b- yn '

1 o -
4. Az y = — sorozatra linearis a rekurzio.
) T

n

5. Mindkét cléjel esetén a” + x> —d4x x  =1. A 3-as feladat alapjan lathato, hogy az

.. e . " ., 2 2 _
u ., =4u  —u sorozat tagjai teljesitik ezt az Osszeflggést, ha wu, +u —4u,u =1.

Terjesszuk ki ezt a sorozatot negativ indexekre is az v = 4u_ . —u_ . 0sszefuggést hasznélva (
n n+1 n+

2
n < 0 esetén).

Masrészt az °  +a2° —4x x =1 Osszefiiggés szimmetrikus = és z  -re nézve, ezért
n+1 n no n+l n

T, = 2mn+1 + ,/3zi+l +1.

Ez azt jelenti, hogy ha tekintjuk a rogzitett z , x, -bdl induld (u ) . sorozatot (u, =, és u, =,
" /ne

n+1

), akkor az (x ) N sorozat tagjai az eldjelek megvalasztasatol fliggetleniil az (u ) , sorozat tagjai
n)pe "/ne

kozil keriilnek ki (ebben a sorozatban eldre lépiink, ha + eldjelet valasztottunk és hatrafele ha —
elgjelet valasztottunk).

Emiatt elégséges igazolni, hogy végtelen sok olyan z €s z, egész szam van, amelyre
. 2
) +a —4z,x, = 1. Ez ekvivalens az <x2 — 2:1:1> — 3z’ =1 (Pell tipust) egyenlettel és ennek

végtelen sok megolddsa eldallithato az a_ -+ b \/3 = (2+\/§) L a,b €N kifcjtésbsl (
r,=b €esx,=a +2b).
6. n =0 esetén T, € {—1,1}. Ez alapjan a paros indexli tagok részsorozata konstans 1 vagy

konstans —1 . n=1-re z, =1 ésigy z, . =1,han>1. Az z értéke tetszOleges lehet (csak

nem —1).
7-8. Lehet konkrét értékekkel is prébalkozni az elején és aztan a rekurzid alapjan kiszamolni

r . -ataz x flggvenyében.

z n+47""n+8

n+2? x

_ 3 .z _ 3 ’ .
9.Az r =2y sorozatesetenarekurzio y =4y  —3y , Vn>1, y €[-11] alakd, vagyis ha

y, = cosa, akkor y = cos(?)"oz).



™ ., ., U .
10. z = tan—. Arekurzid alapjan, ha = tanwu_,akkor z = tan—*,tehat z = tan .
4 n n n+1 2 n 2'n,+2

1. g == 1, n > 0. 12. Matematikai indukciéval.
"obn+

13. A gyokat kikiiszobolve, x ~szerint atrendezve és felirva a masodfok( megoldasat az

x =Lz =41 z =3x  — 8(:1:3+1 + a:;f”) Vn > 0 0sszefuggéshez jutunk. Ez alapjan

z =3z ,+3z  — tehat minden tagja egész szam (mert z, = 119 is az).

14. Ha =z az n emelet lehetséges szinezéseinek szama, akkor =z =2, =z, =3 ¢és

z, ., = +x  merthaazels szint feher, akkor a tobbit z, maédon lehet kiszinezni ¢s ha az elsé

szint fekete, akkor a masodik fehér és a tobbit T, médon lehet szinezni.

15-16. A grafikus képen kellene abrazolni a sorozat tagjait podkhalé modszerrel (cobweb method) és
onnan leolvashato a sorozat viselkedése.
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