BABES-BOLYAI TUDOMANYEGYETEM, KOLOZSVAR
MATEMATIKA ES INFORMATIKA KAR

FELVETELI VIZSGA, 2019. jalius 21.
Irasbeli proba MATEMATIKABOL

FONTOS MEGJEGYZES:

1) Az A. részben megjelend feleletvalasztos feladatok esetén egy vagy t6bb helyes
valasz lehet, melyeket a felvételiz6k a vizsgalap mellé kapott specialis nyomtatvanyra
kell bejel6ljenek. Ezeknek a feladatoknak a pontozasa a felvételi szabalyzataban
megfogalmazott parcialis pontozasi rendszer szerint torténik.

2) A B. részben megjelend feladatok esetén a teljes megoldas leirasa sziikséges.
Ezeket a feladatokat a javiték a megadott javitékulcsnak megfelelGen pontozzak.

A. RESZ
1. (6 pont) Minden n € N* esetén legyen

1 1 1 1

S, = .
T4 a7 70 T By Grr D)

Ekkor az 52019 értéke
2019 . 2018 . 2019 . 2018
6059 E 6059 * 6058 6058 °
2. (6 pont) Ha log, (22 + 2z) + log,2(x + 2) = 4, akkor az x lehet

[A]2; [B]v2; [Cl4; [D]2v2.

3. (6 pont) Adottak az A = (_42 _12> és B = (; z) métrixok, ahol z, y, z val6s szdmok.

Ha AB = BA = O3 (a nullméatrix az M3(R) halmazbol), akkor
nem létezik ilyen B; egyetlen ilyen B létezik; x,Yy, z paros szamok; @ det B = 0.
4. (6 pont) A (Zio,+,-) gytirtben a 3(z + 2) = 9 egyenletnek

pontosan 4 megoldésa van; minden megoldasa invertalhato (Zi2, +,-)-ben;
pontosan 3 megoldasa van ; @ nincs megoldéasa .

tgxr —x

5. (6 pont) Legyen ¢ = lim ———. Mely dllitasok igazak az alabb felsoroltak koziil?
z—=0 sm°x

Az { racionalis szam. Az ( hatarérték nem létezik. ¢=1/3. @ { = 0.

6. (6 pont) Az f: R — R fliggvényt az

2

Fz) = ae® +b+e 7, haz <0
N x*, ha x > 0

képlettel értelmeztiik, ahol a,b € R paraméterek. Legyen zg = 0. Mely allitasok igazak az alabb
felsoroltak koziil?

Végtelen sok olyan (a,b) szampér létezik, amelyre az f folytonos az xg-ban.
f derivalhaté zo-ban & (a =1 és b= —2).

f folytonos zg-ban < a+ b= —1.

@ f derivalhaté xg-ban < (a = -2 és b= 1).



7. (6 pont) Az f: R — R fiiggvényt az f(z) = (22 — 42+ 6)e” képlettel értelmeztiik. Ekkor

f csokkend a (—oo, 0] intervallumon és névekvs a (0, +00) intervallumon ;

0 inflexiés pontja f-nek;
f szigorian ndvekvd az R halmazon ;
@ f konvex az R halmazon.

w/2 dz
8. (6 pont) Az / ———— integral értéke
o l+sinz

55 B3 ™ [D]1.
9. (6 pont) Az ABCD rombuszban AB = 12 ¢s m(C) = 60°. Ekkor az EEJHBE
Osszeg értéke

72; 72V/3; 144v/3; D] 72(1 + V3).

10. (6 pont) Az ABC héromszigben BC = a, m(A) = 30° és m(B) = 105°. Ekkor az
ABC héaromszog teriilete

a2 _ a2 a2 a2
(V3 1); (1+\/§); (\/§4+\/§); @ ;/3

4 4

B. RESZ
1. (10 pont) Szamitsuk ki a kovetkezd hatarértékeket:

1L k
(a) lim — ; NevEeh b) lim — Z /7712
2. (10 pont) Az 2Oy Descartes-féle koordinata-rendszerben adottak az A(2,—1) és B(4,3)
pontok, valamint a d: x — 2y — 1 = 0 egyenes.
(a) Bizonyitsuk be, hogy a d egyenes dtmegy az [AB] szakasz felez6pontjan!

(b) Hatérozzuk meg azoknak a C' pontoknak a koordinatait, amelyekre az ABC haromszog
teriilete egyenld 3-mal, és az ABC haromszog egyik oldalfelezGje a d egyenesen helyezkedik el!

3. (10 pont) Adott a

G = {(_7 7) )zl,ZQ c c} C M,(C)
halmaz, ahol Z a z komplex szadm konjugéltjat jeldli.

(a) Bizonyitsuk be, hogy G részcsoportja az (Ma(C), +) csoportnak!

(b) Szerkessziink egy injektiv csoportmorfizmust a (C,+) és (G, +) csoportok kozott!

MEGJEGYZES:
Minden feladat kételezé. Minden részvevének 10 pont jar hivatalbél.
A munkaidd 3 6ra.



Valaszok és megoldasok

A. RESZ

Vialaszok:
1.; 2.; 3.,,@; 4.; 5.,;
6. [Al[B][c]; 7.[c|[D]; s8.[D]; 9.[A]; 10.[B].

Megolddsok:

1. Minden k£ € N* esetén teljesiil az m = % (% — k—ig) Osszefiiggés, ezért minden n € N*

esetén

39 _ 1 1 n 1 1 P 1 r 1 1
"1 4 4 7 3n—2 3n+1 3n+1
Innen kovetkezik, hogy S, = 5% +1 minden n € N* esetén, vagyis Sap19 = 68%2.

2. Az egyenletben megjelend logaritmusok létezési feltételeibdl kovetkezik, hogy = € (0,1) U
(1,00). A logaritmus tulajdonsagai alapjan az elébbi halmazon az egyenlet ekvivalens az

1
5 log,(x+2)+1+log,(x+2)=4

egyenlettel, és innen elébb a log, (z + 2) = 2, majd pedig az 2> = x + 2 Osszefiiggéshez jutunk.
Tehat az egyenlet egyetlen megoldasa x = 2.

3. Az AB = BA = Oy matrix-egyenletekbdl az

4—-2y 4r—2z\ (4-2x -2+4+z\ (0 O
24y 2x+z) \4dy—22z —2y+z2) \0 O
ekvivalens egyenleteket kapjuk. Megoldva ezeket az egyenleteket, kovetkezik, hogy x =2, y = 2

L 2> lehetséges.

és z = 4 az egyetlen megoldas, tehat egyediil B = <2 4

4. A megadott egyenlet rendre ekvivalens a kovetkezokkel: 3(z 4+2) = 9 < 3z +6 =
9o 3:-3=0« 3@—-1) =0 Az utobhi egyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha
z—1 € {0,4,8}, tehat a megoldashalmaz M = {1,5,9}. A kapott megoldasok koziil 9 nem
invertalhato a (Zjo,+, ) gytrtiben.

5. A I’Hopital-szabaly alapjan

1
cos? x

1 —cos?z . 1 1

Ezlim?—hm2—— im 3 -,
z—0 3sin“xcosx =—03sin“xcosdx =—03cosdx 3

6. Irhatjuk, hogy li}% fl@)=a+b+1=f(0) és lig% f(x) = 0. Innen kdvetkezik, hogy f
x x
akkor és csak akkor folytonos zp = 0-ban, ha a+b = —1, tehat végtelen sok olyan (a,b) szampér
létezik, amelyre f folytonos zg-ban. Ugyanakkor f derivalhat6 az R\ {0} halmazon, valamint
fl(x) =ae® —e™?, ha z < 0,
f(x) =2z, ha z > 0.
Innen kovetkezik, hogy h}% fl(x)=a—1és li{% f'(z) = 0. Feltételezve, hogy a+b = —1 (vagyis,
x T
hogy f folytonos 0-ban), a Lagrange-féle kozépérték-tétel egyik kovetkezmeénye alapjan f;(0) =



a—1 és f;(O) = 0. Euzért f akkor és csak akkor derivalhaté xg = 0O-ban, ha a +b = —1 és
a—1=0,vagyishaa=1¢é b= -2.

7. A feltételekbol kovetkezik, hogy f'(z) = (22 — 22 + 2)e® > 0, minden = € R esetén,
valamint f”(x) = z2e* > 0, minden z € R esetén.

8. Elvégezve a tg § =t helyettesitést a hatarozott integralban, frhatjuk, hogy

T2 dx L | 2 Lqt 2
o l+sinz 0o I+ 1+t o (1+1) 1+tlo

9. Az ABCD rombuszban m(m\D) = 60° és az atlok merdlegesek egymésra. Ha O jeloli az
atlok metszéspontjat, a skalarszorzat értelmezése alapjan

E-Eﬂ-@-ﬁ:AD~AB-COS(@)+AC-BD'COS(m):12'12-%-1-0:72.

~

10. Mivel m(C) = 180° — 30° — 105° = 45°, ezért az ABC héaromszogben a szinusz-tételbsl

kovetkezik, hogy
a c

sinA sinC

a
<:>I—
2

Az ABC haromszog teriilete

oIS

T(ABC) = % — %a2\/§.sm(600+450) — %a%@. (



B. RESZ
Megolddsok és javitokulcsok:

1. (a) Legyen a,, = — —_—
() Legyen a, = — ; s
(3 pont) Irhatjuk, hogy

Z % o, A ),

T

ahol az f :[0,1] — R fliggvényt az f(xr) = ——— képlettel értelmeztiik, A, a [0, 1] interval-
f10,1] ggvényt az f(z) i e [0,1]

lumnak a A,, = (0, 1/n, 2/n, ..., 1) felosztasa, valamint &, = (1/n, 2/n, ..., 1) € P(A,).

Megjegyzés. Azok a felvételizék, akik nem adtik meg a fliggvényt, a felosztast és a
kézbees6pont-rendszert, 2 pontot kapnak a fenti 3-bol.

1
(1 pont) Mivel |A,|| =1/n — 0, ha n — oo, kivetkezik, hogy le an = / f(z)dx
n—oo 0

Megjegyzés. Ha nem jelenik meg a megoldas sordn, hogy [|A,| = 1/n — 0, ha n — oo,
nem jar ez az 1 pont.

1
(3 pont) Az el6bbiek alapjan lim a, = / ———dor =+v1+22 ‘ V2 - 1.
n—00 0 1+ $2

1
(b) Legyen b, = —

k .
— . Trhatjuk, ho

n

1 (n+1)
1 pont b, < — = =/
(1 pont) n_ngx/rﬂ—i—l n\/nQ—i—l; 2nvn? + 1

és hasonloan

n(n+1)
1 pont by, > ——=.
(1 pont) " T o2 +n
nnt+1) _ . w4l 1 - . _
(1 pOIlt) Mivel 71151010 m = nlgl;o m = 5 , a ngO tétele a]apjan nlgl;o bn = 1/2

2. (a) (1 pont) Az [AB] szakasz felez6pontja M (3,1).
(1 pont) Az M pont koordinatai teljesitik a d : 3 —2 — 1 = 0 egyenes egyenletét.

(b) (2 pont) Mivel a d egyenesen helyezkedik el az ABC haromszog egyik oldalfelezéje,
valamint az A és B pontok koordinatai nem teljesitik a d egyenletét (vagy mivel a d atmegy az
[AB] szakasz felez6pontjan), kovetkezik, hogy minden megfelels C' pont a d egyenesen helyezkedik
el.

(2 pont) Legyen C(cq,c2). Innen kovetkezik, hogy ¢; —2co — 1 =0 ¢1 = 2¢9 + 1.

(2 pont) Az ABC héromszdg teriilete 3|A| = 3, ahol

2 -1 1
A= 4 3 1].
2c0+1 co 1

(1 pont) Az el6z6 Osszefiiggésbol | —6ca+6] =6 < | —ca+1| = 1, vagyis c2 = 0 vagy c2 = 2.
(1 pont) Osszefoglalva a kapott eredményeket, a C' pont koordinatai C(1,0) vagy C(5,2).



3. (a) (1 pont) Mivel (8 8) € G, ezért G # 0.
Legyen A = ( = ZQ), B = ( = Zi) € G. Irhatjuk, hogy

-z = -zZ1 7

(3 pOnt) A—i—B:(zl“‘ZS 22+Z4>:(21+23 22+Z4>€G,

—z2—24 21+23 —z2+24 21+23

(3 pont) — A= (;2 jg) - (_(*_i;) ;1) €G.
Az el6bbiek alapjan G részcsoportja az (Ms(C), +) csoportnak.

Megjegyzés. Mas gondolatmenetet kovetve, G részcsoportja a (Mo(C),+) csoportnak <
[G # 0, A— B € G minden A, B € G esetén] < [G stabil része a (My(C),+) halmaznak és
(G, +) csoport].

(b) (1 pont) Legyen f: C — G, f(z) = (S g) minden z € C esetén. Eszrevessziik, hogy

(g g) € G minden z € C esetén, tehat f jolértelmezett.

(1 pont) f injektivitasanak az ellenérzése.
(1 pont) Minden z1, z3 € C esetén

fatm)= (07 23) =12 202) = (5 9+ (3 2)=re0+ i)

ezért f csoportmorfizmus is.

Megjegyzés. Léteznek mas injektiv csoportmorfizmusok is a (C,+) és (G,+) csoportok
kozott, példaul:

1= (% 5) veey s = (5 3.



