BABES-BOLYAI TUDOMANYEGYETEM, KOLOZSVAR
MATEMATIKA ES INFORMATIKA KAR

FELVETELI VIZSGA, 2018. szeptember 12.
Irasbeli vizsga MATEMATIKABOL

FONTOS TUDNIVALOK:

1) A feleletvilasztés feladatok (,A” rész) esetén egy vagy tobb vilasz lehet helyes.
A helyes valaszokat a vizsgalapon kell feltiintetni. Egy feladathoz tartozé pontszamot
csak akkor lehet megkapni, ha az Gsszes helyes valasz fel van tiintetve, és csak a helyes
valaszok vannak feltiintetve.

2) A ,,B” rész feladatai esetén a vizsgalapon kérjitk a megolddsok részletes kidol-
gozasat. Ezeket a javitdkulcs alapjan értékeljiik.

»A” rész
1. (5 pont) Az
2¢° _ 4, haz<?2
FiR=R, f(m)_{:v—Q, haz > 2

fiiggvény grafikus képének az Oz tengellyel valé metszete
iireshalmaz; [B| egyelemli halmaz; kételemli halmaz; @ haromelemii halmaz; [E| négyelemii
halmaz.

2. (5 pont) Tekintjik az (R, +,-) struktirat, ahol R a valés szdmok halmaza és a +, illetve - a
szokasos Osszeadds, illetve szorzas. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak:

(R, +,-) csoport; Bl (R, +,-) gylirt; [C| (R, +,-) test; @ (R, +,-) olyan gy{ir(i, amelyik nem test;
(R, +, ) nem gytiri.

In(1 <2
3. (5 pont) A lim In(1 +sin” z) hatarérték
z—0 - tg(2$)

1
ﬂX’é?Z@%—oo;O.

4. (5 pont) Az xOy Descartes-féle koordinata-rendszerben az OAB egyenl6 oldali hiromszog
oldalhosszisaga £ és az A cstcsa az © — /3y = 0 egyenletii egyenesen helyezkedik el. Az aldbbiak
kozil melyek lehetnek a B csics koordinatai:

(076); <€\2/§’§> ] (Oa *E); @ <€\2/§7 5) ; <£\2/§’ 5)

T
5. (5 pont) Ha cos 3 a sina és a cosa mértani kézépardanyosa, ahol 0 < a, 8 < 5 akkor cos 20

egyenld:
—25sin? (% — a); —2cos? <% +a); 2 sin® <% +a); @ 2 cos? (% — a); 2 sin® (% — a).
6. (5 pont) Tekintjiik az f : R* — R,
f(z) :xQ—l—g, Vx € R*

fliggvényt. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak:

f-nek nincs ferde aszimptotéja; Bl f-nek egyetlen lokélis minimumpontja van; [C| az f(z) = 3
egyenletnek z = 1 megoldésa; @ f monoton R*-on; |[E| f konvex R*-on.



»B” rész

1. a) (8 pont) Hatdrozd meg az Gsszes olyan szampéart, amelyben a két szdm Osszege is és szorzata

is —2.
a a a 1
b) (12 pont) Hatdrozd megaz A= | a a®> 4 1 | métrix rangjat! Targyald az a valés
a —2 -2 1

paraméter értéke szerint!

2. a) (8 pont) Az ABCD konvex négyszogben jelolje P és @ az [AC], illetve [BD] atlo
felez6pontjat.

1. Bizonyitsd be, hogy I@ =

(4B - 50).

2. Bizonyitsd be, hogy ha E + C@ = 3]@, akkor az ABC'D négyszog egy paralelogrammal

1
2

b) (7 pont) Bizonyitsd be, hogy:

1 V3 4
sin10°  cos10°

3. Jeloljon a és b két valos szamot és tekintjik az f: R — R,

v’ +ar+b, <0
f(x)—{ z—1, x>0

fliggvényt.
a) (10 pont) Hatérozd meg azokat az a, b szdmokat, amelyekre f derivalhaté és f’ folytonos!
b) (8 pont) Hatdrozd meg az f primitiv fiiggvényeit azokban az esetekben, amikor a primitivek

léteznek! .
c¢) (7 pont) Szamitsd ki a [ f(z)dx integrilt, ha a =1 és b= —1.
“1

MEGJEGYZES:
Minden feladat kotelezé. Hivatalbdl 10 pont jar.
Munkaidé 3 éra.



Valaszok és megoldasok

»A” rész

1. [D}; 2. [B, [ 3. B} 4. [A] B], [d], D}; 5.[A], [B; 6. [A], [B], [C]

B” rész
b2
1. a) Az a,b € R szdmok pontosan akkor teljesitik a feladatban kért tulajdonsagot, ha

a+b=-2
ab= -2

Ez a rendszer ekvivalens azzal, hogy a és b az X? + 2X — 2 masodfoki polinom gyokei. A mésodfoki
egyenlet megoldoképletét alkalmazva az el6bbi polinom gyokei:

1’1:—1+\/§, xgz—l—\/g.
Tehét (a,b) € {(x1,22), (x2, 1)}, vagyis a keresett szamparok
(—14+3,-1—+3) és (-1 —V3,-1+3).

Megjegyzés: Amennyiben a megoldds nem ekvivalencidk sorozataként van leirva, sziikséges az
eredmények ellenOrzése.

1. b) Mivel ‘ _Z; i =6+#0, rangA > 2.
Ha az elobbi aldeterminanst az elsé oszloppal szegélyezziik, akkor a
a a 1
a 4 1
a —2 1

determinanst kapjuk. Ennek az értéke 0 mivel két oszlopa aranyos. fgy tehdt az A rangjanak
meghatarozasahoz a

a a 1
d=| a* 4 1
-2 -2 1

determindns kiszamitédsa sziikséges. Az utolsé sort kivonva az els6bol kiemelhetd az (a+ 2)-es tényezd,
majd a megmaradt determindnsban az elsé sor kétszeresét hozzdadjuk a harmadikhoz:

a+2 a+2 0 1 1 0 1 10
d=| a? 4 1 |=(a+2)| a2 4 1|=(a+2)|a® 4 1|=
-2 -2 1 -2 -2 1 0 0 1

=(a+2)(4—-d>)=2+0a)?2-a).
Tehét d pontosan akkor 0, ha a € {—2,2}, vagyis
i) a € {—2,2} esetén rang A = 2,
ii) a € R\ {—2,2} esetén rang A = 3.
2. a) 1. Legyen O a sik egy tetsz6leges pontja. fgy

PG =0G - OP.

De OP az OAC héaromszog O-bdl induld oldalfelezbje és OQ az OBD héromszog O-bdl induld

oldalfelezdje, tehat
0P = % (@i + O?)



és

5~ 1 (58 0).

1
2
Ez alapjan

Po- L (0B +0B)- | (04+00) = | (0B -0 - (0¢ - OB)).

1
2
Maésrészt

0D 0i-AD & 00 0B - BT,
PQ - 5 (4B -5C).

tehat

2. Az elébbi alpont alapjan

E—B?EE—{—C@:Q@.
AD +CE = 3P0,

tehat 2]@ = 3]@, vagyis ]@ = 0. fgy P = @Q, vagyis az ABCD konvex négyszog atléi felezik
egymast, tehdt a négyszog paralelogramma.

2. b) A bizonyitandé egyenldség mindkét oldalat beszorozva a 0-t61 kiilonb6z6 sin 10°-cos 10° szammal,
majd alkalmazva a sin2x = 2sinx - cos z, illetve a sin(x — y) kifejtésére vonatkozé képletet rendre a
kovetkezo ekvivalens dtalakitasokat végezhetjiik:

A feltétel szerint

cos 10° — v/3sin 10° = 4in 10° - cos 10°.
1
2 (2 cos 10° — \ég sin 10°> = 4sin10° - cos 10°.

sin 30° cos 10° — cos 30° sin 10° = 2sin 10° - cos 10°,
és végiil
sin 20° = sin 20°.

Mivel ez igaz, és ekvivalens atalakitasokat végeztink, az eredeti egyenléség is igaz.

3. a) Ahhoz, hogy f derivélhato legyen R-en, folytonosnak kell lennie. Az xy # 0 pontok egy eléggé kis

kornyezetében f polinomialis fiiggvény, tehat folytonos. xg = 0 esetén il_r}r%) f(x) =0, ilg((l] f(x) = -1,
<0 >0

tehat f pontosan akkor folytonos, hab = —1. A (—oo,0) intervallumon f(z) = 2% +ax+b, tehét f'(z) =

2z + a. A (0,400) intervallumon f(z) =z — 1, tehat f/(x) = 1. Mivel il_r)% f(z) = a, il_)l% f(x) =1,
<0 x>0

a # 1 esetén az f nem derivilhaté az o = 0 pontban (ha derivdlhaté lenne, akkor f’ Darboux-

tulajdonsdgi lenne, vagyis nem lehetne elséfaji szakaddsi pontja). a = 1 esetén a Lagrange-tétel

kovetkezménye alapjan f derivalhaté zop = 0-ban és f’(0) = 1, tehdt ebben az esetben f derivalhaté

R-en és f’ folytonos R-en. Tehdt f pontosan akkor derivdlhaté, ha a = 1 és b = —1, és ebben az

esetben f’ folytonos.

b) Ahhoz, hogy f-nek legyen primitiv fiiggvénye Darboux-tulajdonsdgunak kell lennie. A lim f(z) =

z—0
<0
b, lin%) f(x) = —1, osszefiiggésekbél kovetkezik, hogy f pontosan akkor Darboux-tulajdonsdgu, ha
r—
>0

b = —1. Ugyanakkor b = —1 esetén az f fliggvény folytonos, tehdt primitivalhaté. A Lagrange-tétel
kovetkezményét alkalmazva a (—oo,0) és (0, 00) intervallumokon a f minden F': R — R primitivje

AN AR <0
—4+a——zx+c T
3 2 1
F(I‘): CQ, .’,U:O
2
x——x—i—c;;, x>0

2



alakd. De F' derivalhato, tehat folytonos is, vagyis
F(0)202201203.

Vagyis a f primitivjeinek alakja

3 z?
3 + a? —z, <0
F(x)=c+ )
% -z, x>0
c) b = —1 esetén f folytonos, tehét integrédlhat6 is és primitivalhat6 is és alkalmazhaté a Newton—
Leibniz-tétel: )
1 1 1 )
dr=FQ1)-F(-1)=-—-1—(—=4+=-41]=—=.
[ 1@de =)= Pl =5 -1 (545 +1) =3

Megjegyzés: Az integralt a tartomany felbontdsdval is kiszamithatjuk:

1 0

/f(x)dﬂc:/f(m)dm+/lf(x)dx.
0

-1 -1



JAVITOKULCS
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, .................................................................................... 5p

AL B I e 5 p

»B” rész
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1. a) Az a,b € R szdmok pontosan akkor teljesitik a feladatban kért tulajdonsagot, ha

a+b=-2 9
e p
Ez a rendszer ekvivalens azzal, hogy a és b az X2 4+ 2X — 2 mésodfokd polinom gyokei........... 2p
A masodfoki egyenlet megolddképletét alkalmazva az elébbi polinom gyokei:
x1:—1+\/§,x2:—1—\/§. .................................................................. 2p

Tehét (a,b) € {(x1,z2), (x2, 1)}, vagyis a keresett szampérok

(143, =1 —3) és (=1 — V3, =1 V/B) 2p
Megjegyzés: Amennyiben a megoldas nem ekvivalencidk sorozataként van lefrva, sziikséges az
eredmények ellendrzése.

4 1
1. b)Mivel‘_2 1 =060, rang A > 2 3p
Ha az el6bbi aldetermindnst az els6 oszloppal szegélyezziik, akkor a
a a 1
a 4 1
a —2 1
determinanst kapjuk. Ennek az értéke 0 mivel két oszlopa ardnyos. .............. ..o, 2p
Igy tehdt az A rangjanak meghatarozasahoz a
a a 1
d=1| a* 4 1
-2 =21

determindns kiszamitédsa sziikséges. Az utolsé sort kivonva az els6bol kiemelhetd az (a+ 2)-es tényezd,
majd a megmaradt determindnsban az elsé sor kétszeresét hozzaadjuk a harmadikhoz:

a+2 a+2 0 1 1 0 1 1 0
d=| a* 4 1]=(a+2)] &> 4 1|=(a+2)]a® 4 1|=
—2 -2 1 -2 =21 0 01
=(a4+2)(4=0%) = (24 @)% (2 = ) oot 4p
=0 & @€ {2 2 o 1p
Ha a € {—2,2}, akkor rang A = 2. ... ..o 1p
Haa € R\ {—=2,2}, akkor rang A = 3. .. ... i 1p

2. a) 1. Legyen O a sik egy tetsz6leges pontja.

(1) PO = 00 — OP. oo 1p

(ii) OP és OQ az O-bdl indul6 oldalfelezok az OAC, illetve az OBD héromszogekben ......... 1p



3l
Il

N = N =
2l

@h
S|

+0 )es@ %( @) ........................................... 1p
)-1(04+0¢) = L (0B- 04— (0¢-0B)). oo '
E és O?—O?:B? ................................................... 1p

DO |

gxé&
gl
Dgln
5

(i) AD — BC = AD 4 CB = 2P0 +v oo oo 0.5 p

(ii) E + C@ = 3]@ = 21@ = 3]@ = f@ = 0 vagyis P = Q és igy az ABCD négyszog

paralelogramman. ... ... ... 1.5p
2. b)
1) SINT0% - COST0% 75 (. oottt e e 1
(i) p

(ii) Rendre a kovetkezd ekvivalens alakokra hozhatjuk: cos 10° — v/3sin 10° = 4sin 10° - cos 10° 1 p

1 3
(iii) 2 (2 cos 10° — \Zf sin 10°> =4sin10°-cos10° ... 2p
(iv) sin30°cos 10° — cos30°sin 10° = 2sin10° - cos 10° .. ..ottt 2p
(v) végll sin20° = SIN 20 ...t 1p

3. a) Ahhoz, hogy f-nek legyen primitiv fliggvénye Darboux-tulajdonsagunak kell lennie. A lir% fz) =
T—

<0
b, lim f(z) = —1, Osszefliggésekbdl kovetkezik, hogy f pontosan akkor Darboux-tulajdonsigu, ha
720
D = . 4p
Ahhoz, hogy f derivalhaté legyen R-en, folytonosnak kell lennie. Az xg # 0 pontok egy eléggé kis
kornyezetében f polinomidlis fiiggvény, tehat folytonos. zg = 0 esetén glgno f(x) =0, ili% flx) = -1,
<0 >0
tehat f pontosan akkor folytonos, ha b = —1. A (—00,0) intervallumon f(z) = 22 + ax + b, tehat
f'(x) = 2x +a. A (0,+00) intervallumon f(z) = x — 1, tehat f'(x) = 1. Mivel ilg(l) f'(x) = a,
<0

hn% f'(x) =1, a # 1 esetén az f nem derivalhaté az 2o = 0 pontban (ha derivalhat6 lenne, akkor f’
z—

>0

Darboux-tulajdonsagu lenne, vagyis nem lehetne elséfaju szakadasi pontja). .................... 4p
a = 1 esetén a Lagrange-tétel kovetkezménye alapjan f derivalhat6 xp = O-ban és f'(0) = 1, tehét

ebben az esetben f derivdlhaté R-en és f/ folytonos R-en. ............oooiiiiiiiiiiiianan... 1p

Tehat f pontosan akkor derivalhaté, ha a =1 és b = —1, és ebben az esetben f’ folytonos. ..1 p
b) Ahhoz, hogy f-nek legyen primitiv fiiggvénye Darboux-tulajdonsdgunak kell lennie. A lim f(z )

z—0
<0

hn% f(x) = —1, dsszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy f pontosan akkor Darboux-tulajdonsdgi, ha b = —
Tr—r
>0

Ugyanakkor b = —1 esetén az f fliggvény folytonos, tehat primitivalhatd. ........ ... ... ... ... 2p
A Lagrange-tétel kovetkezményét alkalmazva a (—oo,0) és (0,00) intervallumokon a f minden
F : R — R primitivje

AN R <0
—4+a——zx+c T
3 2 1
F(I‘): CQ, .’,U:O
2
x——x—i—c;;, x>0

2



AT, o e 4p

De F derivalhatd, tehat folytonos is, vagyis F'(0) = €2 = €1 = C3evvvvrirniniininniiann. 1p
3 2
% + a% —z, <0
Vagyis a f primitivjeinek alakja F(z) = ¢+ ) e 1p
% -z, x>0
c) b = —1 esetén f folytonos, tehdt integrdlhat6 is és primitivalhatd is és alkalmazhaté a Newton—
Leibniz-tetel. ... e 2p
1
[fl@)de=FQ)-F(-1)=1-1-(-3+i+1)==3. ... 5p
-1
Megjegyzés: Az integralt a tartomany felbontasaval is kiszamithatjuk:
1 0 1
/f(x) dx = /f(a:) dx+/f(x) dzx.
-1 -1 0

Ebben az esetben 2-2 pont jar a felbontdsra és a két rész kiszdmolasara, illetve még 1 pont a helyes
végeredményre.

Megjegyzés. A ,,B” rész minden feladata esetén a javitokulcsban megadott megoldastol eltérd helyes
megoldasokat szintén pontozzuk.



