BABES-BOLYAI TUDOMANYEGYETEM, KOLOZSVAR
MATEMATIKA ES INFORMATIKA KAR

FELVETELI VIZSGA, 2018. jilius 15.
Irasbeli vizsga MATEMATIKABOL

FONTOS TUDNIVALOK:

1) A feleletvilasztés feladatok (,A” rész) esetén egy vagy tobb vilasz lehet helyes.
A helyes valaszokat a vizsgalapon kell feltiintetni. Egy feladathoz tartozé pontszamot
csak akkor lehet megkapni, ha az Gsszes helyes valasz fel van tiintetve, és csak a helyes
valaszok vannak feltiintetve.

2) A ,,B” rész feladatai esetén a vizsgalapon kérjitk a megolddsok részletes kidol-
gozasat. Ezeket a javitdkulcs alapjan értékeljiik.

»A” rész
1. (5 pont) Legyen a = (1 4+ v/2)7 + (1 — v/2)7. Az alébbi allitdsok koziil melyek igazak?

agéR;aeR\Q;aEQ\Z;@aGZ\N;aEN.

2. (5 pont) Legyen A egy 4 elemii és B egy 5 elemii halmaz. Az A-t B-be képez6 fliggvények
szama

0;[B 4% [c] 5*; D] 43; [ ¢4
3. (5 pont) Legyen m egy valés paraméter. Az x5 — 122 = m egyenlet valés gyokeinek szdma:

0;1ham<—16;1ham>16;@3ha—16<m<16;3bérmelym€]Resetén.

4. (5 pont) Az ABC haromszog teriilete 5 egység. Az A és B csics koordinatai (2, 1), illetve
(3,—2), a C pont pedig az y = = + 3 egyenletil egyenesen helyezkedik el. A C' pont koordinétéi:

(=3/2,3/2); [B] (3/4,-3/2); [ (7/2,13/2);
D] (11/2,-1/2); [E (2,5).

5. (5 pont) Az aldbb felsorolt halmazok koziil melyek részhalmazai az
1+ cos3x = 2cos2x

egyenlet megolddshalmazanak?

{Tm%—%‘neZ};{m—i—%’neZ};{nw—%‘nEZ};@{%m]neZ};
{mr—g nGZ}.

(1 4 xZ)lna -1

6. (5 pont) Adott az a # 1 szigordan pozitiv valés szam. A lim 5 hatarérték
z—0 tgex
értéke:
1
0; B| 1; “na|; @ Ina; E| 2Ina.
na
»B” rész

1. Tekintjiik az R[X] halmazon a polinomok szokdsos Osszeaddsa és szorzdsa dltal meghatdrozott
(R[X], +, ) gytirtit és az
A={feR[X]|grad f <3}

halmazt.
a) (8 pont) Igazold, hogy az A halmaz az (R[X], +) csoport egy részcsoportjal



b) (5 pont) Igazold, hogy A nem zart részhalmaza az R[X] halmaznak a polinomok
szorzéasara nézve!

c) (7 pont) Az A halmazban hiny olyan polinom van, amely oszthaté X? — 4-gyel és az
X2 — 4X + 3-mal val6 osztasi maradéka X + 17

2. a) (7 pont) Legyen a és b két szigortan pozitiv valds szam. A B(a,0) és D(0,b) pontok
egy ABCD négyzet szembefekv6 csicsai. Hatarozd meg az ABCD négyzet masik két csicsanak
koordinatéit!
b) (8 pont) Bizonyitsd be, hogy ha a + 8 — v = 7, akkor

sin? o + sin? 8 — sin? v = 2sin asin B cos .

3. Legyen a > 0. Tekintjik az f: R — R,

fliggvényt.

a) (10 pont) Hatdrozd meg az a azon értékeit, amelyekre f folytonos R-en!

b) (8 pont) Hatdrozd meg az f primitivjeit, azokra az a értékekre, amelyekre f-nek léteznek
primitiv fiiggvényei!

1
c¢) (7 pont) Szdmitsd ki az [ f(z)dz integrilt a fiiggvényében!
0
MEGJEGYZES:

Minden feladat kotelezd. Hivatalbdl 10 pont jar.
Munkaidé 3 ora.



Valaszok és megoldasok

»A” rész

1. [€; 2. |d; 3. B, [, [D}; 4. Al [c]; 58], [], [D}; 6. D]

»B” rész

1. a) Az A halmaz felithaté A = {f = ag + a1 X + a2 X? + a3X? | ag, a1, as,a3 € R} alakban. Az
f = 0 polinom fokszdma —oo, tehat 0 € A és emiatt A # (. Vf, g € A, Ja;,b; € R (i = 0,1,2,3) :
f=ao+a1 X +axX?+a3X3 g=0by+ b1 X +bX%+b3X3 tehdt f+ g = (ag+bo) + (a1 + b1)X +
(az + bo) X2 + (as + b3) X3 € A, vagyis Vf,g € A, f+g € A. Ugyanakkor Vf € A, Ja; € R (i =
0,1,2,3) : f=ao+ a1 X +asX?+ azX?, tehat —f = (—ag) + (—a1)X + (—a2) X% + (—a3) X3 € A,
vagyis Vf € A, —f € A. Az el6bbi harom tulajdonsag alapjan A részcsoportja (R[X], +)-nek.

1. b) Ha f = X3 € A, akkor f-f = X% ¢ A mivel f- f fokszdma 6, tehat A nem zért része R[X]-nek.
1. ¢) 1. Megoldas. Ha a,b,c,d € R és f = a + bX + cX? + dX3, akkor az R[X]-beli polinomok
maradékos osztdsédnak tétele alapjdn létezik ¢; € R[X] tigy, hogy

f=(X?4X+3)p+ (X +1) =X -1)(X -3)g + (X +1). (1)
Mivel (X2 —4) | f, létezik g2 € R[X] gy, hogy

F=(X"=9gp=(X-2(X+2)gp (2)
Kiszdmitjuk f(1) és f(3) értékét az (1) alapjan:

a+b+c+d=2, (3)

a+3b+3%c+3%d=4. (4)
Kiszamitjuk f(2) és f(—2) értékét a (2) alapjan:

a+2b4+2%c+23d=0, (5)

a+ (=2)b+ (=2)%c+ (=2)3d =0. (6)

Az f pontosan akkor teljesiti a feladatban megfogalmazott tulajdonsdgokat, ha (a,b, ¢, d) megoldédsa
a (3), (4), (5), (6) osszefliggésekbdl alkotott (S) egyenletrendszernek. Ennek a rendszernek a deter-
minansa (Vandermonde tipusi)

11 1 1 11 1 1
1 3 3 33 1 3 2 =2

A=l g 2 23 |1 32 22 (-2)? = 12070,
1 -2 (-2)2 (-2) 1 3% 23 (-2)

tehdt (S) Osszeférhetd és hatarozott, vagyis pontosan egy f polinom teljesiti a kért feltételeket.
2. Megoldés. Az (X2 —4) | f alapjén létezik ¢ € R[X] gy, hogy

f=X*-4q (1)
A ¢ fokszdma legfeljebb 1, tehét 1étezik a,b € R tgy, hogy ¢ = aX + b. gy (1) alapjén

f=(X2=-4)(aX+b) (2).
A maradékos osztés tétele alapjan létezik ¢ € R[X] tgy, hogy

f=(XP—AX 43+ (X +1) = (X - 1)(X =)+ (X +1), (3)



tehat f(1) =2 és f(3) = 4. (2) alapjan

2
2=f(1)=-3(a+b) & a+b= ~3 (4)
4
4=f3)=5Ba+b) & 3a+b= £ (5)
. . : . . 11 )
A (4) és (5) egyenletekbdl alkotott rendszer megolddsa egyértelmi a = R b= — tehat pontosan

egy f polinom teljesiti a kért feltételeket.
Megjegyzés. Ebben a megoldasban sem sziikséges az f konkrét meghatarozasa, de az f alakja is

felirhaté:
=(X2-4)[=X—-)=—"X3—-X?2_—_X+—=
F=A ) (15 5 15 5 15 + 5

(innen lathaté az els6 megolddsban szerepl6 S rendszer megoldésa is).

11 7) 11, 7 44 28

b
2. a) BD a négyzet egy atldja. BD irdnytényezije k = —— és a BD egyenes egyenlete bz + ay —ab =
a

1
0. A négyzet oldaldnak hossza BD/v/2 = E\/CLQ +0%. Az AC 4tl6 dthalad az [BD] szakasz F

a b a
felez6pontjan és mer6leges BD-re. E koordinatai (2, 2), az AC egyenes iranytényezdje 7 Az AC

b
egyenes egyenlete y — 5= 4 (m — g) . C rajta van az AC egyenesen, tehit ha C(zc,yc), akkor a

b
CD? = BD?/2, alapjan
b «a < a)
B
Yyc 2 b C 9/
2 [z2 + (yo — b)?)] = a® + %
Az el6bbi rendszerbdl a 41’% —daxc + a® — b? = 0 egyenlethez jutunk, amelynek a megoldésai zo =

1 b b —b b—
i(ai b). A + eléjellel kapjuk a C <a—2k , a; ) pontot és a — eldjellel az A <a 5 2a> pontot,

vagy forditva.
2. b) Jegyen BO a bal oldalon lev§ kifejezés és JO a jobb oldalon levd kifejezés. Irhatjuk, hogy

BO = sin? a + sin? 8 — sin? 4 = sin? o + sin (B + ) sin(8 — 7).

A feltételek alapjan g — v = 7 — «, tehat

BO = sin® a + sin(8 + 7) sin(r — ) = sin® a + sin(B + ) sin o = sin  [sin « + sin(B + )] .
Ismét hasznalva az a = m — (5 — ) feltételt
BO =sina[sin(m — (8 — 7)) + sin(8 + )] = sina [sin(8 — ) + sin(8 +7)],

vagyis
BO = sina [2sin fcosy] = 2sin asin cosy = JO.

3. a) A vizsgdlt fliiggvény folytonos az = # a pontokban (az a > 0 feltétel biztositja, hogy /x
értelmezett x > a esetén és igy f exponencidlis vagy gyok fliggvény x egy kornyezetében). Az x = a
pontban

r—a
r<a

lim f(z) = Va,

r—a
r>a

1
lim f(x) = % és

1
tehat annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy f folytonos legyen az, hogy % = Va.



Az el6bbi egyenldség jobb oldala szigorian névekvé, a bal oldal szigortian csokkend (mint a fliggvénye),

tehat az egyenletnek legfeljebb egy megoldasa lehet. Masrészt a = % egy megoldas, tehdt f pontosan

akkor folytonos, ha a = %

3. b) Ha f-nek van primitivje, akkor f Darboux tulajdonsigu, tehat nem lehet elséfaju szakadési

pontja. Ha a # %, akkor viszont f-nek els6faji szakadasi pontja van, tehat f pontosan akkor primi-
tivalhaté, ha a = 3 (mert a = 1 esetén folytonos)

Ha a = %, akkor az f primitivjeinek alakja

+
S
8
V
N[ =

Ezek folytonosak kellene legyenek, tehat

1 1
V22 ' 32

Tehat a primitivek alakja

N[ =

— g z <
F(x) =

N[ =

2,5 1 1
3% o2 3\/5+c, x >

Ezek a Lagrange-tétel kovetkezménye alapjdn derivalhatdk is és F'(z) = f(x), barmely = € R.
3. ¢) Ha 0 < a < 1, akkor

1 1

1 1




JAVITOKULCS

»A” rész
L ] o 5p
7 P 5p
3. BLIC) D] 5p
4. , .................................................................................... 5p
5. Bl 1G] D] 5p
6. @ ....................................................................................... 5p

»B” rész

1. a) Az A halmaz felirhaté A = {f = ag + a1 X + as X? + a3 X? | ag, a1, az,a3 € R} alakban.

Az f=0 polinom fokszdma —oo, tehdt 0 € A ésemiatt A A D. ..., 2p

Vg € A, g € A 3p

mivel Vf,g € A, Ja;,b; € R (i =0,1,2,3) :

f=ao+a X +axX?+a3X3, g=>byg+bX+bX?%+b3X?,
tehat f + g = (ag + bo) + (a1 + b1) X + (a2 + b2) X2 + (a3 + b3) X3 € A
(Masképpen: Mivel grad(f+g¢g) < max{grad f, grad g}, agrad f < 3 és grad g < 3 egyenl6tlenségekbdl
kovetkezik, hogy grad(f + ¢g) < 3 si astfel f+¢g € A)
€ A, — f € A e 3p
Mivel Vf € A, Ja; €R (i =0,1,2,3): f=ap+ a1 X +asX? + a3 X3, tehit

—f = (—ao) =+ (—al)X + (—CL2)X2 + (—CLg)X3 cA

1. by Ha f = X3 € A akkor f-f = X%¢ A mivel f-f fokszdma 6...................ccveiivnn.. 5p
(vagy: Ha f,g € A két harmadfokd polinom, akkor mivel grad(f - g) =grad f +gradg =6, f-g ¢ A)
Megjegyzés: Ha valaki csak annyit ir, hogy két legfeljebb harmadfoki polinom szorzata lehet 3-nél
magasabb fokszam, de konkrét példdt nem emlit (vagy nem mondja expliciten, hogy két harmadfoku
szorzata), akkor csak 0,5 pontot kaphat.

1. ¢) 1. Megoldas. Ha a,b,c,d € R és f = a + bX + cX? + dX3, akkor az R[X]-beli polinomok
maradékos osztdsédnak tétele alapjdn létezik ¢; € R[X] tigy, hogy

f=(X?—4X+3)n+ (X +1) =X —D(X =3)@r + (X +1) (1) eeeiiiiiaain. 1p
Mivel (X2 —4) | £, létezik ¢o € R[X] tigy, hogy
F=(X2=4)g2 = (X —2)(X 4£2)2  (2) cvrrreeeet e Ip
Kiszamitjuk f(1) és f(3) értékét az (1) alapjan:
G bt At d =2 (3) et 0,5 p
A+ 304 32C+33d =4 (4) et 0,5 p
Kiszdmitjuk f(2) és f(—2) értékét a (2) alapjan:
42642204+ 230 = 0 (5) ottt 0,5 p
a4+ (=2)b+ (=2)2+ (=2)3d =0 (6) « oottt 0,5 p
Az f pontosan akkor teljesiti a feladatban megfogalmazott tulajdonsdgokat, ha (a,b, ¢, d) megoldédsa
a (3), (4), (5), (6) osszefiiggésekbdl alkotott (5) egyenletrendszernek. ........................... 1p
Ennek a rendszernek a determindnsa (Vandermonde tipusi)
1 1 1 1 1 1 1 1
2 3
T T O L A s P E U Lo
1 -2 (=2)* (-2 1 3% 28 (=2)°

tehdt () Osszeférhetd és hatérozott, vagyis pontosan egy f polinom teljesiti a kért feltételeket. .1 p
Megjegyzés: A A kiszamitasa elvégezhet6 anélkiil is, hogy felismernénk, hogy Vandermonde tipust,
és az (S) megoldasa nem sziikséges a feladat megolddsédhoz.

2. Megoldés. Az (X2 —4) | f alapjén létezik ¢ € R[X] tigy, hogy



L= (X2 ) g (1) oot 1p
A q fokszama legfeljebb 1, tehat 1étezik a,b € R gy, hogy ¢ =aX +0b. ... ool 1p

Igy (1) alapjén
f=(X?2=4)(aX+b) (2).
A maradékos osztas tétele alapjan létezik ¢; € R[X] dgy, hogy

=X 4X+3)+ (X +1) =X DX =3)g+ (X +1), (B)eeeiiiiiiiiiiinnn. 1p
tehat f(1) = 2 s f(3) = oo 1p
(2) alapjan

2
2=f(1)=-3(a+b) <:>a+b:—§ () e 1p
4
4= f(3) =5(3a+b) @3a+b:5 €5 1p
1 7

A (4) és (5) egyenletekbdl alkotott rendszer megolddsa egyértelmli a = TR b= 5 tehdt pontosan
egy f polinom teljesiti a kért feltételeket. ...... .o 1p

Megjegyzés. Ebben a megoldasban sem sziikséges az f konkrét meghatirozasa, de az f alakja is
felirhato:

F= (X2 4 11X 7) 11X3—ZX2—44X 28

5 75) 15 5 55

(innen lathaté az els6 megoldasban szerepl6 S rendszer megoldésa is).

2. a) BD a négyzet egy atloja.

b
(i) BD iranytényezdje k = - és a BD egyenes egyenlete bx +ay —ab=0.................... 1p
1
(ii) A négyzet oldaldnak hossza BD/\/2 = ﬁ\/ A2+ b2 1p
b
(iii) Az AC 4tl6 athalad az [BD] szakasz E felezOpontjan és meréleges BD-re. E koordinatai <C2L, 2>,
az AC egyenes irdnytényezdje % ........................................................... 1p
. b a a
(iv) Az AC egyenes egyenlete y — 5<% (w — 5) .............................................. 1p

o be (e ),

2 [22 + (yo — b)?)] = a® + b2

........................................................................................... 1p
(vi) Az el6bbi rendszerbél a 41‘% —daxc + a® — b = 0 egyenlethez jutunk, amelynek a megoldasai
1
xo = §(a D) 1p
b b —b b—
(vii) A + elgjellel kapjuk a C (a;— , ot ) pontot és a — eldjellel az A <a 5 ) pontot, vagy
0 6 1172 Y 1p

2. b)
Jegyen BO a bal oldalon levd kifejezés és JO a jobb oldalon levé kifejezés. frhatjuk, hogy

(i) BO=sin? a +sin? B —sin?y = sin® @ +8in(B 4+ ) SIN(B =) o eeeerrriiiiiieaaaii 2p

(ii) A feltételek alapjan 8 — v = m — «, tehat
BO=sin? a + sin(B + 7) sin(7 — a) = sin® a + sin(f + ) sina = sina [sina + sin( +7)]....2 p



(iii) Ismét haszndlva az o = 7w — (8 — ) feltételt
BO=sina [sin(m — (8 — 7)) +sin(8 + )] = sina [sin(8 — ) + sin(B + )] vagyis ........... 2p

(iv) BO=sina [2sin Bcosy| = 2sinasin Scosy=JO. ... 2p

3. a) A vizsgélt fliggvény folytonos az z # a pontokban (az a > 0 feltétel biztositja, hogy /x

értelmezett x > a esetén és igy f exponencidlis vagy gyok fliggvény x egy kornyezetében). ... .. .. 2p
: 1
Az x = a pontban %15% flx) = a0 88 2p
r<a
Hm f(B) = /8, oo 2p
T>a 1
tehat annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy f folytonos legyen az, hogy 2 = Va. ...... 1p
Az elébbi egyenléség jobb oldala szigorian névekvé, a bal oldal szigortan csékkend (mint a fiiggvénye),
tehat az egyenletnek legfeljebb egy megoldasa lehet. ....... ... ... i 2p
Maésrészt a = % egy megoldas, tehat f pontosan akkor folytonos, ha a = % ...................... 1p

3. b) Ha f-nek van primitivje, akkor f Darboux tulajdonsagu, tehit nem lehet elséfaju szakadési
pontja. Ha a # %, akkor viszont f-nek els6faju szakadasi pontja van, tehat f pontosan akkor primi-

tivalhat6, ha a = 3 (mert a = 1 esetén folytonos) ..ot 1
P 1.1 1
95z " Tno2 +c, T < 5
Haa = %, akkor az f primitivjeinek alakja F'(z) = B 4p
3
222 + o, x> 3
FEzek folytonosak kellene legyenek, tehat —m +c = 3%/5 FC 2p
1.1 1
“3 Tz T 6 TS g
Tehat a primitivek alakja F'(z) = , e 1p
2 3 1 1 1
370 T Vama AT O T2
1 a 1 a 1 1 a
3. ¢)Ha0 <a <1, akkor [ f(z)dz = [ f(z)de+ [ f(z)de = [ £ dx+ [rde = —
0 0 a 0 a 2%In2|,
2 5" _2 23 L1 A
S| I o s — o b e e
37,73 37 T 20m2 " In2 P
L 11 I
Hal< kk der= | —dzxr= — = e 3
al=a akkor [ f(z)dv = [ o7 dv 20In2|,  2In2 P

Megjegyzés. A ,,B” rész minden feladata esetén a javitokulcsban megadott megoldastol eltérd helyes
megoldasokat szintén pontozzuk.



