BABES-BOLYAI TUDOMANYEGYETEM, KOLOZSVAR
MATEMATIKA ES INFORMATIKA KAR

FELVETELI VIZSGA, 2017. jdlius 17.
Irasbeli vizsga MATEMATIKABOL

I. TETEL (30 pont)
1) (10 pont) Igazoljuk, hogy tetszéleges m € R esetén az

{zreR|(m?+1)z* —2(m+ 1)z +1=0}N(~00,0)
metszet Ureshalmaz!

2) A Q halmazon tekintjiik az
rxy=xy—2x—2y+6, Ve,y € Q

Osszefiiggéssel értelmezett * miveletet.

a) (15 pont) Igazoljuk, hogy a Q \ {2} halmaz a Q zart részhalmaza a % miiveletre nézve, és
(Q\ {2}, %) egy Abel-féle csoport!

b) (5 pont) Hatdrozzuk meg az a € Q értékét gy, hogy az f : Q* — Q\ {2}, f(z) = z+a fiiggvény
izomorfizmus legyen a (Q*,-) és a (Q \ {2}, *) csoportok kozt!

II. TETEL (30 pont)
1) (10 pont) Hatdrozzuk meg a

cos4x cos8xr — cosdHxrcos9xr =0

egyenletnek a (0,2) intervallumban levé megoldasait!
2) Az 2Oy derékszogli koordinatarendszerben tekintjik az A(a,0) és B(0,b) pontokat. Az OAB
haromszogben jeloljiik H-val az O-bdl az A B-re bocsédjtott merdleges talppontjat. Az O AB haromszogon
kiviil megszerkesztjiik az OAC'D és OBEF négyzeteket.

a) (10 pont) Hatdrozzuk meg az AFE és a BC egyenesek egyenletét!

b) (10 pont) Bizonyitsuk be, hogy az AE, BC és OH egyenesek Osszefutdk!

III. TETEL (30 pont)
Tekintjiik az f : [0, +00) — R,

f(:c)z%ln(l—ka:)—i—\/i, Ve >0

figgvényt.

1) (10 pont) Hatérozzuk meg az f’ fliggvényt és igazoljuk, hogy 4 < f(z) < z, Vo > 4.

2) (5 pont) Bizonyitsuk be, hogy az x,11 = f(x,), n € N és xg > 4 Osszefliggésekkel értelmezett
sorozat konvergens, és szamitsuk ki a nh_}ngo T, hatarértéket!

3) (10 pont) Szémitsuk ki a
1
lim(1+ f(z))v=

z—0
x>0
hatérértéket!

4) (5 pont) Szamitsuk ki a kovetkezé hatdrértéket:

z—0
>0 5

4
lim / f @) f(t)dt.

MEGJEGYZES:
Minden tétel kotelezd. Hivatalbdl 10 pont jar.
Munkaidé 3 éra.
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Javitokules MATEMATIKABOL
2017. julius 17.

I. TETEL (30 pont)

) A={xeR| (m?>+1)2%—2(m+ 1)x+ 1 = 0} egy masodfoki egyenlet valés megolddsainak

halmaza. Az egyenlet diszkrimindansa A =4(m +1)2 —4(m? +1) =8m......oooiiiiii i .. 2p
Ha m < 0, akkor A < 0, tehét az egyenletnek nincs valds gyoke, tehat A=0..................... 2p
Ha m > 0, akkor A > 0, tehdt az (m? + 1)2? — 2(m + 1)z + 1 = 0 egyenlet z1, xo megoldisaira
1
T Ty = — T > (), tehat a megoldasok azonos elGjeliiek. ......... ... ... i 3p
m
2(m+1) ) ) ) "
m>0= m+1>0 = Rl > 0, tehdt 1 + x9 > 0, tehat a megoldasok pozitivak. ...... 2p
m
Igy A =0 ebben az eSethen iS. - .. .. v vttt 1p
2) a) A zértsdg igazoldsdhoz elégséges igazolni, hogy z,y € Q, xxy = 2 & = = 2sauy = 2.
xy—2x—2y+6=20=zy—20—-2y+4=(2—-2)(y—2)=zx=2vagy y=2.............. 3p
A miivelet asszociativitdsdnak igazoldsa: Vr,y,z € Q \ {2} esetén x *x (y x 2) = (x xy) x 2 = zyz —
20y — 222 —2Yz F AT HAY 42 — 0) oo 3p

rxy=xy—2r—2y+6=yxr—2y —2x=yx*x, Vo,y € Q\ {2}, tehdt a miivelet kommutativ. .3 p
Az xxe = z,Vo € Q\ {2} Osszefiiggésben x = 0 esetén kivetkezik hogy e = 3, tehat ha létezik semleges

elem, akKOT Az € = 3. ... 2p
Miésrészt © %3 =3x — 22 — 6 + 6 = z,Vo € Q\ {2}, tehdt e = 3 valéban a semleges elem. ....... 1p
2¢ — 3
Haxz € Q\ {2}, akkor x x 2’ =3 & z2/ — 20— 22/ +6 =3 & (v —2)2' =2z -3 & 2/ = ’ 5 =
x —
1
2+ p— # 2, tehat 2’ € Q\ {2}, vagyis minden elemnek 1étezik az inverze...................... 3p
x p—

b) f bijektiv & (x4 a =2 pontosan akkorha z =0) <& a=2.......c.ci i, 3p
Mésrészt Vo, y € Q\ {2} esetén f(x)* f(y) = (z+2)x(y+2) = (x+2)(y+2)—2(x+2)—2(y+2)+6 =
zy 4+ 2 = f(zy), tehdt f izomorfizmus. ...... ... i 2p
II. TETEL (30 pont)
1)

(i) Az adott egyenlet ekvivalnes a cos 12z — cos 14x = 0 egyenlettel. .......................... 3p

(i) SIN13x - SIN @ = 0. oot 3p
(iii) Az el6bbi egyenlet dltaldnos megoldasa S = {lk, ke Z} U{nm, neZ}. ... 1p

13 ——
—_— 5
St
(1) Sa M (0,2) = B oot 1p
26
(v)0<1k<2,deci0<k<—. ............................................................ 1p
13 m

. m 2m 3w 4m bw 6w Tm 8w
(V1) 8 = o ooy ooy oy oy Ty s e e et e e e e 1p
137137137 137137137 137 13
2)
Legyen P az AFE és BC' egyenesek metszéspontja.



(ii) Az AFE egyenlete bx 4+ (a+b)y —ab =10 ... ... 4p

(iii) A BC egyenlete (a+b)z+ay—ab=0 ... . 4p
b)

. s ab? a®b

(i) A P pont koordinitéi P <a2 TR ab @ rR ab) ...................................... 3p
(il) Az AB irdnytényezije kAB = — — ottt 2p

a

(iii) Az OH irdnytényezdje kap = % ........................................................... 2p
(iv) az OH egyenes egyenlete y = %x .......................................................... 2p
(v) a P pont rajta van az OH eEYENESEIL. . .. ...ttt e e 1p

III. TETEL (30 pont)

1) f'(z) = 3 1+Lﬂg4—ﬁ>0pe(0,oo) ......................................................... 2p
T ) = A 1p
f novekvéd, tehdt f(x) > f(4) =4, barmely @ >4 .o 2p
g:[4,00) >R, g(z) = f(z)—z. ...... SRRRRRE SRR R RERREEEREELERREEREREERRRRRRRR 1p
g ()= f(x)—1,6és g"(x) = f"(x) = ;= - (1_;7)2—4xf<0Vx24. ........................ 2p
g(4) =555 — 3 <0,tehdt ¢/(x) <0, Vo >4 ... 1p
g(4) =0, tehat g(z) <0, Vo > 4. oo 1p
2) Az x,, > 4, Vn € N egyenl6tlenség igazoldsa matematikai indukcidval. ........................ 2p
Tny1 = f(xn) < xp, tehdt az (x,,)n>0 sorozat csokkend ......... ... ... ... 1p
T 1p
L= (1) = L= e o 1p
3) f(0) =0, és f folytonos 0-ban, tehdt 1°° alaku hatarozatlan eset. .................. ... ... .. 1p
s L
11m(1+f( ) V= —hm [(l—kf( )7 } SRS 3p
a:>0 x>0
flx) 2 1. In(l4x) 2 1. In(1+4x) _ 2 _
lim £ = 14 2t 2OED =14 2o tim BOED /=14 21 0=1 4p
>0 . >0 >0
i ﬁ =
ilérg)(l + f(x)) € e 2p
4) f1@) - ft) =22 () LR RN ERRRRIREE 2p
4
ff’(t)f(t) dt=Sf2)] =4124) = Sf2(®). oo 2p
1 1
i%{f’ dt = 5f2(4) = 572(0) = 8 oo Ip
>0

Megjegyzés. Az el6bbiektol eltérd helyes megoldasokat is pontozzuk.
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~ MEGOLDASOK
FELVETELI VIZSGA, 2017. jidlius 17.
Irasbeli vizsga MATEMATIKABOL

I. TETEL (30 pont)

1) Az A ={zx € R| (m?+1)2? —2(m + 1)z + 1 = 0} halmaz egy masodfokii egyenlet valds
megolddinak halmaza. Az egyenlet diszkrimindnsa A = 4(m+1)2—4(m2+1) = 8m, tehdt m < 0 esetén
A < 0 és igy az egyenletnek nincs valés megolddsa, tehat A = () és igy a metszet is tireshalmaz. Ha

m > 0, akkor az (m?+1)z2 —2(m+1)x+1 = 0 egyenlet 1, z2 valés megoldésaira x1 -z = T > 0,
tehat a megolddsok azonos elGjeliiek. Az m > 0 feltételb6él m + 1 > 0, tehat x1 + 2o = _—:: i)
fgy mindkét gyok pozitiv, tehat a metszet ebben az esetben is iireshalmaz.

2) a) A zartsig igazolasahoz elégséges beldtni, hogy z,y € Q, zxy =2 & z = 2sauy = 2. Az
x*xy = 2 egyenléséghdl xy — 2z — 2y + 6 = 2, vagyis 0 = xy — 2z — 2y + 4 = (x — 2)(y — 2), azaz
xr =2 vagy y = 2.

Barmely z,y,z € Q\ {2} esetén x x (y x 2) = (z *y) * 2 = xyz — 2zy — 22z — 2yz + 4o + 4y + 42 — 6,
tehat a miivelet asszociativ.

Béarmely z,y € Q\ {2} esetén x xy =2y — 20 — 2y + 6 =y = 2y = 2x + 6 = y * x, tehdt a miivelet
kommutativ. Az xxe = x,Vzr € Q\ {2} sszefliggésbdl x = 0 esetén kovetkezik, hogy e = 3, tehét
a semleges elem csak e = 3 lehet. Mdsrészt x *3 =3z —2x — 6+ 6 = 2,V € Q\ {2}, tehdt e = 3

valéban semleges eleme a x miiveletnek. Ha x € Q \ {2}, akkor z x 2/ = 3 & z2/ — 22 — 22/ + 6 =
20 — 3 1

3o (-2 =2z -3 & 2 = x 5 = 2—}—72 # 2, tehat barmely x € Q \ {2} esetén
T — xr—

e Q\ {2} Igy minden elem invertdlhaté. Az el8bbiek alapjan a (Q\ {2}, %) struktira egy Abel-

csoport. b) f bijektiv < (2 4+ a = 2 pontosan akkr ha z = 0) < a = 2. Mésr’eszt a = 2 esetén

f@)«fly)=(@+2)x(y+2)=(=+2)(y+2) -2 +2)—2(y+2)+6=ay+2= f(ay), tehdt f

morfizmus. Igy az f fiiggvény a = 2 esetén izomorfizmus.

II. TETEL (30 pont)
1) A szorzatokat Osszegekké alakitjuk:

1 1
5 (cos 12x + cosdx) = 5 (cos 14x + cos4x)
vagyis
cos 12z — cos 14z = 0.

Ez ekvivalens a
sinl3z -sinx =0

egyenlettel, amelynek a megoldésai

x:%k,kEZ és x=nm, n€EZ.

Ha egy szdm nm alaki (n € Z), akkor x = {5(13n), tehdt x = {5k, k € Z alakii is. gy az egyenlet
altalanos megoldasa
v
=—k, keZ.
137 <

Az x € (0,2) feltétel alapjan

0—k2
<13<



ahol 06
O0<k<—.
Vs

Mivel k egész szam, ezért csak a k = 1,...,8 értékek lehetségesek, tehat a megoldasok:

7w 27 3w 4w bw 6w Tm 8w
r=—,—, —, —,—, —, —, —

137137 137137137137 137 13"
2) A négyzetek szerkesztése alapjan a C' és E pontok koordinatdi C'(a, —a), E(—b,b). Az AE egyenes

egyenlete
bx + (a + b)y —ab =0,

és a BC egyenes egyenlete
(a+b)x+ay—ab=0.

Ha P-vel jeloljiik az AF és a BC' metszéspontjat, akkor a P pont koordindtai a

bx + (a+ b)y —ab =0,
(a+b)x+ay—ab=0,

rendszer megoldasai. fgy

2 2
p_p ab 7 a“b ‘
a2 +b2+ab a2 +0b2+ab

E B
H
P
F 0 A
D C
.y NP . b ) . a .
Maésrészt az AB iranytényez oje kap = ——, tehat az OH irdnytényezbje kog = 7 mivel OH
a
meroOleges AB-re. lgy az OH egyenes egyenlete
a
= —x.
Y7

A P pont koordinétaira teljesiil az yp = fzp, tehdt P € OH. fgy az AE, BC és OH egyenesek
Osszefutdk.

III. TETEL (30 pont)
1) Kiszamitjuk az f derivéltjat:
2 1 1

f/(x)zm.il—i—xdl—%/i'



Ha x > 0, akkor f/'(z) > 0, tehdt az f fuggvény szigortian névekvd a (0, 00) intervallumon. Mésrészt
f(4) = 4, tehat mivel f szigorian névekvé az x > 4 egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy f(x) > f(4) =
4. Tehat f(x) >4, Vo > 4.

A maésodik egyenlStlenség igazolasanak érdekében tekintjiik a g [4,00) = R, g( ) = f(z) —
figgvényt. ¢'(z) = f'(z) — 1, és g”( )= f"(z) = ln5 (1;;)2 — 4z\f < 0,Vz > 4. [gy ¢ szigortan
2o — 3 <0, mivel In5 > 1, tehdt ¢'(z) < 0,Vz > 4 és igy g is
) = 0, tehat g(x) < 0, Vo > 4 és ekvivalens az f(z) < zVz > 4

cs6kkend. Ugyanakkor ¢'(4) = ¢
szigoruan csokkend. Masrészt g(4
egyenlGtlenséggel.

2) A matematikai indukcié médszerével igazoljuk, hogy =, > 4, Vn € N. n = 0 esetén az egyenlGtlenség
teljesiil a feltételek miatt. Ha xzp > 4, akkor xpiq = f(xg) > 4 az 1) alpontban igazolt f(z) >
4, Vx > 4 egyenlGtlenség alapjan. fgy a matematikai indukcié elve alapjan z, € [0,00), Vn € N.
Az 1)-es alpontban igazolt mésodik egyenlStlenség alapjan zn+1 = f(zn) < @y, tehdt az (xn)n>0
sorozat csOkkend és alulrdl korldtos, tehat konvergens. Ha | az (z,),>0 sorozat hatérértéke, akkor az
Tn > 4,Yn > 0 egyenl6tlenségben hatarértékre térve kapjuk, hogy I > 4. Ha a rekurziéban hatarértékre
tériink, akkor az | = f(l) egynlethez jutunk, amibdl az 1)-es alpont alapjan kovetkezik, hogy | = 4.
3) f(0) =0, és f folytonos O-ban, tehat a kiszamitand6 hatérérték 1°° alaku hatérozatlan eset, tehat

a lir%(l + y)% = e hatarértéket hasznalhatjuk (ahol y = f(x)).
Yy—

l

L 1 f(z)
lim (14 f(2)) ¥ = lim |(1 4 f(@)77 | 7,
gaccg(()) :v>0

f

tehat a lim x) hatarértéket kell kiszamitanunk.

720
f(x) 2 In(1+z) 2 In(1+x) B B
%E%JT +R:£a0 NG 1+1n5:1~1£>% x \/5_1_‘_15 Lo=1
tehét )
lim(1+ f(z))v= =e
520
4
4) f'(t)- f(t) = 3(f?)(x), tehdt ff’(t)f(t) dt = 3f2(t)| = 3f%(4) — 3f(x). Igy a keresett hatdrérték
4
i [ F0f0)dt= 5 20) - 3720 =



